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Neberfichtliche Darftellung Des Juhaltes. 


Dei der Ausarbeitung des zweiten Theiles meines Werkes 
über Differenzial- und Integralrechnung fah ich mich durch die 
Neichhaltigfeit des Stoffes gendthiget, denfelben in zwei Ab⸗ 
theilungen zu zerfaͤllen. Der vorliegende zweite Band umfaßt 
die erſte Abtheilung und behandelt die Differenzial- und In⸗ 
tegralfunctionen zweier und mehrerer Variabeln; ein dritter 
Band wird die zweite Abtheilung, Differenzial- und Integral- 
gleichungen zweier und mehrerer Variabeln, aufnehmen, mit 
dem ich, wenn Feine unvorhergefehene Hinderniſſe eintreten, 
im Saufe der nächften zwei bis drei Jahre dag vorliegende Wert 
fchließen werde. Audy im vorliegenden Bande habe ich zwar, gleich- 
wie im erften, ganz vorzüglich die Integralrechnung im Auge behal- 
ten; dennoch aber habe ich die Differenzialrechnung, wenn auch 
noch immer nicht ganz erfchöpft, doch mit größerer Ausführlich- 
feit, ala es die Ueberſchrift diefes Bandes vermuthen laͤßt, behan⸗ 
delt. Sp 3. 2. dürfte der Paragraph über Differenziation von 
Gleichungen zweier und mehrerer Variabeln eher in der zweiten, 
als in der vorliegenden Abtheilung vermuthet werden; gleichwohl 
glaube ich die Aufnahme desfelben ($. II., Differenzialrechnung 
II) in diefem Bande nicht nur durch deſſen Nothwendig- 
feit bei der Integration von Differenzialfunctionen mehrerer 
Variabeln rechtfertigen zu koͤnnen; fondern auch, und zwar im 
höhern Grade damit, dag nicht immer die unmittelbaren Dif- 
ferenzintiongergebniffe von Gleichungen zweier und mehrerer 
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Variabeln, dem engern Begriffe der „Differenzialgleichungen" 
nachkommen, welche natürlich der zweiten Abtheilung vorbehalten 
bleiben. 

Was die Anordnung oder Vertheilung des Stoffes betrifft, 
habe icy, gleichwie im erſten Bande, die Differenzialrechnung 
von der Integralrechnüng durch Sonderung in zwei Bücher. ge- 
fchieden. Das dritte Buch des Geſammtwerkes umfaßt die Dif- 
ferenzialvechnung, die ich in zwei Kapitel abgetheilt habe, welche 
als Fortfegung der betreffenden Abtheilung im erſten Bande, 
die fortlaufenden Weberfchriftegahlen tragen. Das vierte Bud) 
des Geſammtwerkes umfaßt die Integralrechnung mit Func- 
tionen mehrerer Variabeln und ift in vier Kapitel abgetheilt, 
deren Leberfchriftszahlen fi) denen aus dem erften Bande in 
gleicher Weiſe, wie die der Differenzialrechnung anreihen. Die 
einzelnen Kapitel, in der Differenzialrechnung fowohl ale in 
der Integralrechnung, find je nach Befchaffenheit des Stoffes, 
in Paragraphe abgetheilt worden, deren Veberfchriftszahlen in 
feiner gegenfeitigen Beziehung flehen, und das ganze Werk end- 
lid, in einzelne kleinere Abfchnitte, die ich Nummern nenne, 
welche aber in beiden Bänden eine fortlaufende zufammenhän- 
gende Reihe von Leberfchriftszahlen tragen. 

Die Differenzialrehnung 
(in zwei Kapitel zerfäht). 

Das erfte oder refpective dritte Kapitel der gefammten 
Differenzialrechnung theilt in zwei abgefonderten Paragraphen 
fammtliche zur Differenziation von Functionen und Gleichungen 
mehrerer Variabeln nöthigen Säge mit. 

$. I. BDifferenziation der Functionen zweier und mehrerer 
Variabeln. — Nachdem dafelbft das totale vom partiellen Dif- 
ferenziren ftreng ausgefchieden und die Begriffsbeftimmung von 
partiellen Differenzialquotienten mitgetheilt wurde, ift dann ge- 
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zeigt worden, daß man zur Kenntniß des totalen Differenzials 
einer Function mehrerer Variabeln gelangt, wenn man die par⸗ 
tiellen Differenzialien oder Differenzialguotienten derfelben her- 
ftellen Tann; und dag endlid, die Herftellung diefer auf eine . 
Wiederholung des Differenzirens einer. Function einer Varia: 
bein binausläuft. . 

$. II. Differenziation von Gleichungen mit zwei und meh- 
teren Variabeln. — Die fünf erften Nrn. umfaffen die Diffe- 
renziation einer Gleichung zwifchen zwei won einander abhaͤn⸗ 
gigen Variabeln, wenn die unendlich leinwerdende Aenderung 
der abjoluten Variabeln, als Eonftante gedacht wird; und zwar 
in dem Falle fowohl, wenn die vorgelegte Gleichung eine end- 
liche, d. h. Feinerlei Differenzialien enthaltende, «ft, wie auch 
dann, wenn die vorgelegte Gleichung Differenzialien der Va⸗ 
riabeln enthält, welche Gleichung aber alsdann, als Ergebniß 
einer fueceffiven Differenziation einer endlichen Gleichung an- 
gefehen werden muß. In den darauf folgenden drei Pen. wird . 
gezeigt, 1) wie eine Gleichung der zulegt erwähnten Art zu um- 
formen fei, wenn die abfolute Variable in derfelben als Func- 
tion einer neuen Variabeln auftritt, wodurch das Differenziale 
der erftern nicht mehr conftant, fondern ebenfalls variabel iſt; 
2) wie in Folge diefer Umformung in jeder vorgelegten, durch 
fucceffives Differenziven entftanden gedachten Gleichung die ab- 
folute mit der relativen Variabeln umgetaufcht werden Tann, 
in der Weile, dag wenn in der erſtern die unendlich kleinwer⸗ 
dende Yenderung der abfoluten Bariabeln als Eonftante erfcheint, 
folches nunmehr bei der relativen Variabeln ein Statt habe; 
3) wie in. Folge diefer Umtauſchung der abfoluten mit der 
relativen Variabeln aus einer Gleichung x = y(y) die inverfe 
‚u derfelben, die ich Neverfionsgleichung nenne, durch eine ohne 
Ende fortlaufende, mit einem Ergänzungsgliede verfehene Reihe 
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bergeftellt werden Tann. In den beiden Schlußnummern diefes 
Paragraphen wird dag Wefentliche ſowohl über ypartielles als. 
totales Differenziren von’ Gleichungen mit mehr denn zwei Va⸗ 
riabeln mitgetheilt, 

Das vierte Kapitel enthält in zwei Paragraphen An- 
wendungen auf FZunctionen mehrerer Variabeln. 

$. I. Derfelbe enthält die Reihen von Taylor und Ma- 
claurin für Functionen mehrerer DVariabeln, wie auch die ver- 
allgemeinerte Umkehrungsreihe von Lagrange; jede diefer Reihen 
ift mit dem ihr entfprechenden Ergänzungsgliede verfehen. 

$. I. Ber Maximum - und Minimumzuſtand einer Func⸗ 
tion mehrerer Qariabeln wird zuerft ganz allgemein erörtert, 
worauf dann mit jeder nur wünfchbaren Ausführlichkeit die 
Function zweier und gleichfalls noch genügend die Funckion 
dreier Variabeln befonders in Unterfuchung gezogen, und in 
Beziehung auf den einen oder den andern Zuſtand näher be- 
flimmt werden. 

Die Integralrehnung 
(in vier Kapitel zerfällt). 

Das erfte Kapitel der Integralrechnung in vorliegenden 
Bande, das fünfte der gefammten Integrafrechnung, hat zum 
Gegenftande der Erörterung, die lineare Differenzialfunction 
mehrerer Variabeln, in der nämlich, die Differenzialien der 
Variabeln nur in erften und pofitiven Potenzen vorkommen. 
— Nachdem, big und mit der Nr. 287 diefes Kapitels, die 
Bedingungsgleichungen der Integrabilität einer ſolchen Diffe— 
renzialfunction hergeftelt und unter der Annahme eines iden⸗ 
tifchen Beſtandhabens derfelben, die Integralfunctionen derfelben 
berzuftellen, gelehrt worden ift, wird in der Nr. 288 und den 
darauf folgenden Pen. zur Mittheilung einiger nicht unin- 
‚ tereffanten Bemerkungen, über den flatthabenden Zuſammen⸗ 
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bang. in Ruͤckſicht auf Imtegrabilität und Nichtintegrabilität 
einer vorgelegten linearen Differenzialfunction und einer aus 
derfelben durch Transformation abgeleiteten analogen geichritten, 
wenn in jener, um diefe zu erzeugen, die Variabeln durch’ be⸗ 
liebige Functionen neuer Variabeln erfegt werden. Ba wird 
denn Ausgangs der Nr. 290 der, für zwei Variabeln begrün- 
dete, Sag ausgefprochen, dag wenn letztere die gleiche ober 
eine noch größere Anzahl von Variabeln, als die vorgelegte 
enthält, jedoch, fo, daß durch das Einführen, der neuen Qa- 
riabeln teinerlei gegenfeitiger Zufammenhang unter den primi- 
tiven Bariabeln hervorgerufen wird; — daß dann beide Diffe- 
renzialfunctionen, die primitive wie die durch Transformation: ge- 
wonnene, entweder zugleich integrabel oder zugleich nichtintegrabel 
find. Hingegen wird in der darauf folgenden Nr., in Nr. 291, 
gezeigt, daß die durch Transformation gewonnene lineare Dif- 
ferenziaffunction allerdings integrabel werden kann, wenn gleich 
die urfpränglich vorgelegte es nicht ift, falle beim Lmformen der 
einen in die andere ein Zuſammenhang unter den primitiven 
Variabeln herbei geführt wird, wodurch dann die durch Trans— 
formation gewonnene eine geringere Anzahl von Variabeln, 
als die vorgelegte enthält. Die Schlußnummern diefes Ka- 
pitels, von Nr. 292 bis und mit Nr. 295, befprechen die 
beftimmten Integralwerthe integrabler linearer Bifferen- 
zialfunetion mehrerer Variabeln. Mit aller nur wünfchbaren 
Ausführlichfeit wird bier die Analogie zwifchen beftimmten 
Integralien integrabler Tinearer Differenzialfunctionen zweier 
und den einer Variabeln nachgewieſen; am GSchluffe, in 
der Nr. 294 ganz allgemein und in Nr. 295 an einigen 
befondern Fällen, wird überdieß noch gezeigt, daß die Her⸗ 
ſtellung des Werthes des beſtimmten Integrale einer inte 
grabeln linearen Bifferenzialfunction zweier Variabeln .auf die 
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Ausmittelung eines einfachen beſtimmten Integrals einer Va⸗ 
riabeln jedesmal zuruͤck gebracht werden kann. 

Das ſechsſte Kapitel, das zum Gegenſtande der Unter⸗ 
ſuchung die Integration der nichtlinearen eingliederigen Diffe- 
renzialfunctionen einer, zweier und mehrerer Bariabeln bat, ift 
in zwei PBaragraphe folgenden Inhaltes zerfällt worden. 

$. I. Diefer Paragraph, der gewiflermagen als Einleitung 
sum vorliegenden fechöten Kapitel angefehen werden kann, ſtellt 
das m malige fucceflive Integriren der Differenzialfumetion 
. 5(x) dx” entweder von m abgefonderten Integtationsopera- 
tionen eben fo viel einfacher Differenzialformeln, die der Form 
f(x) dx find, oder auch, durdy Zufammenziehung diefer abge- 
fonderten Integrationeoperationen, von einer einzigen Inte: 
grationsoperation einer einfachen Differenzialformel, wie die 
Gleichung (I Nr. 302 zeigt, abhängig dar. Diefe eben ge- 
nannte Reductionsgleichung (ID ift es auch, welche bei den im 
darauffolgenden zweiten Paragraphen diefes Kapitels angeftellten 
Unterfuchungen zu Grunde gelegt wird. 

$. U. Diefer Paragraph handelt von den mehrfachen In- 
tegralien eingliedriger nichtlinearer Differenzialfunctionen meh⸗ 
rerer Variabeln. In den drei erften en. desfelben werden 
mehrfache Integralien der Form: | 

. Pf (n) gr x, Y2,...)dx”" dy’ dar. 

wo jede der ganzen poſi tiven Zohlen m, 1, p, >. . 

größer als Eins ift, in analoge und aequivalente, in denen 
jede diefer Zahlen m, n,p, ... der pofitiven Einheit gleich 
iſt, umgeſetzt. — Von der Nr. 309 angefangen bis und mit 
der Nr. 323 werden dann die zweifachen Integralien zweier 
von einander unabhängigen Variabeln, nämlich S SF H(x,y)dxdy, 
befprochen und nad) allen Seiten beleuchtet. Zuerft werden die 
von der Integration herrührenden wilfführlichen Größen, von 
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denen eine eine willkuͤhrliche Function von x und die andere eine 
ſolche von y iſt, unter verſchiedenen, der Integralfunction geſtellten 
Anforderungen beſtimmt, und in Folge davon die Begriffsbe⸗ 
ſtimmuung eines beſtimmten Doppelintegrals feſtgeſtellt. Die 
beſtimmten Doppelintegralien bieten in allen Theilen Analo⸗ 
gien zu den beſtimmten einfachen Integralien dar. Es wird gleich⸗ 
wie bei dieſen auch bei jenen von den Integrationsgrenzen der 
Variabeln eines Doppelintegrals geſprochen; eben ſo wird der 
Zuſammenhang eines beſtimmten Doppelintegrals mit einer Dop- 
yelfumme in einer ähnlichen Weiſe, wie bei den einfachen be- 
fimmten Integralien fefigeftellt; auch wird über die Zulaͤſſigkeit 
diefes Zuſammenhanges in Ahnlicher Weile bei Doppelintegra- 
lien, wie bei beftimmten einfachen entfchieden u. dgl. m. End⸗ 
lich if in den fieben legten der vorhin citieten Nrn. von der 
Umformung eines Doppelintegrals in ein analoges und aequi- 
valentes die Rede, wenn die primitiven Integrationsvariabeln 
durch Functionen neuer Variabeln erfegt werden, die fowohl 
unter fich in keinerlei Zuſammenhang ftehen, als auch unter 
den primitiven Bariabeln feinen gegenfeitigen Zufammen- 
bang hervorrufen. Das Hauptergebniß diefer Lnterfuchung 
befindet fih ih gedrängter Darfiellung in Rr. 321 zuſammen⸗ 
gefaßt, woraus das befonders herausgehoben zu werden verdient, 
dag nicht jedes mit befiimmten Integrationsgrenzen verfehene 
Doppelintegrale zweier Variabeln durch je zwei unter den pri- 
mitiven und den nmeueingeführten Variabeln feflgeftellten Glei⸗ 
chungen, in oben befchriebener Weife, umzuformen möglich. ift. 
— In ganz ähnlicher Weife werden in den noch folgenden 
Ren. diefes Paragraphen, von Nr. 324 angefangen bis zur 
Schlußnummer desfelben, die dreifachen Integralien dreier Ba- 
riabeln, der Form SS S olx,y,z)dxdydz, discutirt. 

Hier dürfte eine Bemerkung, die bei mehrfachen ſowohl, 
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wie auch bei einfachen beſtimmten Integralien ihre Anwendung 
findet, nicht am unrechten Plage fein; es befchlägt diefelbe 
| die Umformung eines beflimmten Integrale in ein demfelben 
analoges und aequivalentes, der wir den in Nr. 333 behan- 
deiten Fall, als Anhalt unterlegen. Wären in diefem befon- 
dern Falle die auf z Bezug habenden Sntegrationsgrenzen , 
fkott wie dort O und 1, — 1 und + 1, dann würde die 
Gleichung (c) dafelbft," die zur Beſtimmung der Grenzwerthe 
von u nach denen von z dient, für z— — 1 fowohl, als aud) 
für z= 1 bie Gleihung Tang.u — 0 dargeboten Haben, wor- 
aus denn für die obere und untere Grenze für u ein und ber- 
felbe Werth, die Null nämlich, ſich herausgeftellt Haben würde; 
welches offenbar eine Lngereimtheit wäre. In fo einem Falle 
nun, der fein Analogon bei zweifachen fowohl, als beim ein- 
fachen Integralien findet, hat man dag zur Umforming vor- 
gelegte Integrale, nady der Gleichung (8) Nr. 36 des erften 
Bandes, in eine Summe zweier zu zerfällen und den einen 
durch Zerfällung gewonnenen Theil vorerft zu umformen ; diefe 
Zerfällung und Umformung ift dann in einer Ähnlichen Weiſe 
vorzunehmen, wie wir bei dem vorhin zum Anhalt vorgelegten 
hypothetiſchen befondern Fall fofort mittheilen werden. Man 
zerfälle im befagten dreifachen Integralausdrude die auf z be- 
zügliche Integrationgoperation in eine Summe zweier, die eine 
inner den Grenzen — 1 und O und die andere inner den 
Grenzen O und + 1; erfegt man- nun im erften Integral- 
ausdruce die Integrationsvariable z duch — z, fo ftellt fi) 
das-Ergebniß mit geändertem Zeichen, als ein inner den Grenzen 
O und 1 zu vollziehende Integration in Bezug auf z dar; ver- 
einigt man nun noch diefes zu dem vorhin durch Zerfällung 
gewonnenen zweiten heile, fo bat man den in der cirirten 
Nr. vorgelegten Fall, was namentlich die Integrationggrenzen 
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von 2 betrifft, wieder hergeſtellt, und dadurch die oben befonders 
herausgehobene Schwierigkeit befeitiget. 

Im fiebenten Kapitel werden nichtlineare mehrglie- 
deige Differenzialfunctiönen mehrerer Variabeln in Beziehung 
auf Integrabilität unterfucht; im Falle des Eintreffeng der je- 
desmal ſich herausftellenden Bedingungsgleichungen , wird auch 
die Integration derfelben gelehrt. Es zerfällt diefes Kapitel 
in vier Paragraphe folgenden Inhaltes. 

$. J. Die: Unterfuchungen diefes Paragraphen betreffen 
die . mehrgliedrigen nichtlinearen Differenzialfunctionen zweier 
Variabeln, die jedoch feine höhern, als erſte Differenzialien 
der Variabeln enthalten. — Nach Zorausfchidung der befon- 
dern Falle, wenn die zu unterfuchende Differenzialfunction vom 
zweiten und dritten Grade (in Beziehung auf die Differenzia- 
lien der Variabeln) ift „ wird in der Nr. 342 die Differen- 
zialfunction nten Grades zweier Variabeln in Beziehung auf 
Integrabilität unterfucht, und die Bedingungsgleichung, damit 
folche eine unmittelbar vorhergehende Integralfunction derfelben 
Bariabeln und vom (u — I)ten Grade in Beziehung auf die Dif- 
ferenzialien derfelben zulaffe, bergeftellt ; in der darauf folgenden 
Nr. 3A3 diefes Paragraphen wird dann, bei Zugrundelegung 
der aufgeftellten Bedingungsgleichung, die Integration der in 
Rede ftehenden Differenzialfunction vollzogen; — und da ftellt 
fi) dann am Schluffe heraus, Daß die unmittelbar vorherge- 
hende Integralfunetion einer mehrgliedrigen nichtlmearen Dif- 
ferenzialfunetion zweier Variabeln vom uten Grade eine Anzapl 
von +n(n-+ 1) willführlichen Conſtanten mitführt. 

$. II. Im diefem Paragraphen werden die Differenzial- 
funetionen dreier Variabeln discutirt, und zwar lediglich die 
vom zweiten und dritten Grade in Beziehung auf die Differen- 
zialien der Variabeln. Inter den Ergebniſſen diefes Para- 
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graphen verdient das herausgehoben zu werden, daß wenn eine 
oder mehrere Groͤßen aus einem Syſteme von Gleichungen zu 
eliminiren iſt (wobei, wie ſich von ſelbſt verſteht, die Anzahl 
der erſtern geringer als die der letztern -ift), welche Gleichungen 
jedoch nicht unmittelbar die zu eliminirenden Größen felbft, 
ſondern die partiellen Differenzialquotienten derfelben nach an- 
dern in denfelben Gleichungen vorfommenden Größen enthalten, 
dag dann das Ergebniß der Elimination abweichender Befchaf: 
fenbeit ift, als folches in der Analyfis des Endlichen allgemein 
angenommen wird. "Diefes Ergebnig ſtellt fih durch ein. Sy- 
ftem unter einander wefentlich verfchiedener Gleichungen dar, 
deren Anzahl größer als die Lnterfchiedszahl it, fo die Anzahl 
der vorgelegten Gleichungen und die der eliminirten Größen 
darbietet. 

$. III. Die allgemeinfte Differenzialfunction zweiten Grades 
mit n Variabeln wird hier in Beziehung auf Integrabilität, 
ob nämlich foldhe Ergebniß der Differenziation einer linearen 
Differenzialfunction derfelben m Variabeln fei, in der man die 
° Differenzialien, gleichtwie in den beiden vorhergehenden PBara- 
graphen, als eonftante Größen behandelt, zur Unterfuchung vorge- 
legt. — Nach der ‚Nr. 360 diefes Paragraphen bat man aus 
einem Syſtem von+u(n+ 1) Gleichungen die je n partiellen 
Differenzialquotienten von n Größen, im Ganzen ſonach n’ 
partielle Differenzialquotienten, zu eliminiren. Da nun die 
Anzahl jener vom der Anzahl diefer um + n (nu — 1) übertroffen 
wird, fo werden, wie foldyes fchon im vorhergehenden Para⸗ 
graphen bei der Differenzialfunction dritten Grades dreier Va— 
rinbein geſchah, eben fo viele unbekannnte Functionen einge 
führt; wodurch dann fämmtliche partiellen Differenzialquotienten 
theils durch befannte und theils durch die neweingeführten un- 
befannten Functionen auszudrüden, wie folches die Gleichungen 
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(E,), (De), .. (E.) zeigen, möglich erkannt wird. Aus dieſen 
Gleichungen wird nun. in Ar. 361 die in Rede ftehende Eli- 
mination in ganz allgemeiner Weife, d. h. unter jedmeder 
Verfügung über die ganze und pofttive Zahl n, vollzogen, und 
das Ergebniß diefer Elimination in Nr. 362 durch die Glei- . 
dungen (M), (N)... (Q) fumbolifch dargeftellt. Dieſe Glei- 
chungen , die bie partiellen Differenzialquotienten fämmtlicher 
neueingeführten Functionen nad, den primitiven Variabeln 
Xi, X, X3, .. x, der in Rede flehenden Differenzialfunction 
2ten Gtades enthalten, find in den Schlußnummern diefeg Pa- 
ragraphen für die befondern Annahmen u —2, n—3, n—A 
zur Elimination diefer neueingeführten Function zu Grunde 
gelegt worden; mit welchen Ergebniffen dann auch die Bedin- 
gungsgleichungen der Integrabilität für diefe eben erwähnten 
fpeciellen Differenzialfunctionen zweiten Grades erhalten wor- 
den find. Ueberdieß ift in der Nr. 363 eigens noch und 
zwar ganz allgemein gezeigt worden, wie, beim Eintreffen 
diefer Bedingungsgleichungen, die unmittelbar vorhergehende 
Sntegralfunction jedesmal herzuftellen fei, und daß diefelbe 
auch jedesmal eine Anzahl von + n(n + 1) willführlichen 
Gonftanten einführt. 

$. IV. Die Differenzialfunction jediweden Grades und be- 
liebiger Ordnung einer und mehrerer Variabeln wird hier zur 
Unterfuchung in ähnlicher Weile, wie in den drei vorherge- 
henden Paragraphen vorgelegt, d. h. in wiefern man diefelbe 
ale Ergebniß einer unmittelbaren Differenziation zu erklären. 
berechtiget fei. Der Unterfchied befteht hier Tediglich darin, 
daß, ungleich wie dort, auch die Differenzialien der Variabeln 
variabel feftgefekt und daher die vorgelegte Differenzialfunction 
auch höhere Differenzialien der Variabeln enthaltend voraus- 
gefegt wurde. Auch hier werden nicht allein die Bedingungs- 
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gleichungen der Integrabilität hergeftellt, fondern audy der Be⸗ 
weis wird daſelbſt für das Umgekehrte geführt, dag nämlich 
beim Statthaben der Bedingungsgleichungen die vorgelegte Dif- 
ferenzialfunction in der That durch eine einzige Differenziation 
entftanden fei, wo alsdann die Herſtellung der unmittelbar 
vorhergehenden Sntegralfunction auf ein bereits gelöstes Prob: 
lem fich reducirt. 

Das achte Kapitel der Integralrechnung bietet Anwen⸗ 
dungen der zwei⸗, drei» und mehrfachen beflimmten Integra- 
lien dar, die, in vier Paragraphen abgetheilt, folgende Ge- 
genftände betreffen. 

$. I. Hier werden Functionen einer, zweier und mehrerer 
Variabeln durch zwei=, vier- und mehrfache beſtimmte Inte- 
gralien ausgedrüdt. Der Vorzug diefer Darftellungsweife der 
Functionen vor der nach der Reihe von Taylor oder Ma- 
elaurin befteht darin, dag während nach diefer dag Intervall 
des darzuftellenden Functiontheiles nicht von unferem Belieben 
abhängt, folches nach jener immer zuerſt fefigeftellt und dar- 
nach) auch ausgedrücdt werden Tann. So ift man 3. B. mittelft 
des in Nr. 391 begründeten Gates jede Function einer allge- 
meinen Größe für alle innerhalb zweier beftimmten Zahlengrößen 
fallenden Werthe der legtern, die, wenn diefelben nur nicht 
die Gontinuitätsgrenzen der Function überfchreiten, ganz beliebig 
fein koͤnnen, darzuftellen in der Lage, welches offenbar mit- 
telft des maclaurin’fchen Theoreme nie erreicht werden Tann. 
Denn abgefehen von den Fällen, wo das maclaurin’fche Theorem 
ganz und gar unbrauchbar ift, repräfentirt die Reihe diefes Theo- 
rems die betreffende Function für alle Werthe der allgemeinen 
Größe, für welche erftere convergent ift. Außer den Hauptfägen, 
die dag Endziel diefes Paragraphen find, enthält derfelbe noch eine 
ganze Reihe von Hülfsfägen, mittelft deren erftere erhalten worden, 
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und über deren Bedeutung aus dem nachfolgenden Inhalts⸗ 
verzeichniffe am fchnelfften Aufklärung erlangt werden bürfte. 
$. I. Als Anwendung der im vorausgehenden Paragraphen 
gewonnenen Säge wird in diefem die analytiſche Darftellung ge- 
mifchter Functionen in einigen befondern Fällen ſowohl, wie auch 
ganz allgemein für eine Variable gezeigt. Unter den befondern 
Fällen verdient folgender herausgehoben zu werden. Die in 
Kr. 411 durdy die Gleichheit (f) dargeftellte gemifchte Func- 
tion von x, fix), ftellt in Intervallen von je 5, im ganzen 
Bereiche der reellen Werthe von x, abwechfelnd den Sinus 
von x und den Gofinus von x vor. Als Folgerung diefer 
gemifchten Function find dann in der darauf folgenden Nr. 412 
die Summenwerthe der beiden ohne Ende fortlaufenden Reihen: 


Sin.x + + Sin3x + 1 Sin.5x +..... » 
Cos.x— Cos. 3x + 1 Cos.5x—..... ; 


für alle reellen Werthe von x fejtgeftellt werden. 

$. II. Mit Hülfe derfelben Säge des erften Paragraphen 
diefes Kapitels find im vorliegenden einige beftimmte Integra- 
lien ausgemittelt und andere in gegenfeitige Abhängigfeit ge- 
bracht worden. 

$. IV. Zwei- und mehrfache Integralien mit variabeln 
Integrationsgrenzen. — Gleichwie der vorausgehende, enthält 
auch der vorliegende Paragraph eine ziemliche Anzahl befon- 
derer Falle, die einzeln im folgendem Inhaltsverzeichniffe auf- 
geführt find, und vorzüglich Fragen befchlagen, die auf die Iden- 
tität von Doppelintegralien mit Doppelfummen, von dreifachen 
Imegralien mit dreifachen Summen u. dgl. m. beruhen. Die 
Unterlagen diefer Fragen find allerdings geometrifcher Befchaf- 
fenheit; diefelben find jedoch rein analytifch behandelt worden, 
und nur im Vorbeigehen gleichiam ift jedesmal auch der geo- 
metrifchen Bedeutung derfelben Erwähnung gefchehen. — Die 
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beiden Schlußnummern dieſes Paragraphen behandeln endlich 
die Herſtellung der Differenzialquotienten beſtimmter ein- 
facher ſowohl wie mehrfacher Integralien nach einer allge⸗ 
meinen von der Integrationsvariabeln unabhaͤngigen Groͤße, 
falls dieſe nicht nur in der zu integrirenden Differenzialfunc⸗ 
tion, ſondern auch in den Integrationsgrenzen enthalten iſt. 
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Ueber die Umformung eines dreifachen beſtimmten Integrals 
dreier Variabeln, wenn zwei derſelben durch Functionen 


der dritten und zwei neueingeführten Variabeln erſetzt werden. Ne. 328 


Dasſelbe in ſeiner ganzen Allgemeinheit, wenn nämlich die 
drei primitiven Variabeln durch Functionen drei neuer 
Variabeln erſetzt werden. ren 

Anwendung auf einen beſondern Fall 

Anwendung auf einen zweiten beſondern Fall, wodurch die 

Reductionsgleichung: 


x o 
J J J g(ax? + by? - cz?) dxdy a== | g(x) yx dx 
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gewonnen wird 
Ueber die verfchiedenen DarfteNungsformen de bei dieſer um— 
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Die Gründe, die zur Behauptung berechtigen, daß die in vor⸗ 
hergehender Mr. gewonnenen drei Bedingungsgleichungen 
den ganzen Umfang der in Rede fichenden Frage er: 
fchöpfen, und Über deren Unzulänglichlet -. - . 

Außer den in Pr. 344 aufgefiellten drei Bedingungsglei⸗ 
chungen werden noch drei neue von diefen wefentlich ver⸗ 
fhiedene Bedingungsgleichungen abgeleitet 

Integration der in Mede ſtehenden Differenzialfunction unter 
der Annahme eines identifchen Beſtehens fämmtlicher 
ſechs Bedingungsgleichungen 

Beleuchtung des allgemeinen Verfahrens durch Anwendung 
desſelben auf einen beſondern Fall 

Die Unterfuhungen in Rückficht auf Antegeabilität einer in 
der Ueberfchrift angedeuteten Differenzialfunction dritten 
Grades werden duch Aufſtellung von 10 Gleichungen, 
aus denen 6 Größen zu eliminicen find, eingeleitet 

Ueber die Schwierigkeiten die in Rede fichende Climination 
vollftändig Öurchzuführen . 

Es werden zum Behuf diefer Elimination den 10 Gleichungen 
noch 8 neue mit eben ſo vielen unbekannten Functionen 
beizugeben, aus denen dann die in Rede ſtehende Eli⸗ 
mination bewirkt wird; das Ergebniß wird durch 18 
Gleichungen dargefielt, aus weldhen die eingeführten 
8 neuen Yunctionen noch zu eliminiren find . . 

Den 18 Öleihungen, dem Grgebniffe der vorhergehenden 
Nr., werden 6 neue mit eben fo vielen unbekannten Func⸗ 
tionen beigegeben ; aus diefen werden die 8 in vorher 
gehender Nr. eingeführten Functionen eliminiert und es 
erũbrigen 18 Gleichungen, aus denen noch die in vorlie⸗ 
gender Pr. eingeführten 6 Functionen zu eliminiren find. 

Endlich wird auch die Glimination diefer 6 Functionen bes 
werkſtelliget; das Ergebniß, ein Syftem von 10 Gleis 
Hungen, drüdt die Bedingung dee Integrabilität der 
gegenwärtig in Rede ſtehenden Differenzialfunction aus. 

Es wird nachgeriefen, daß beim Statthaben der in vorher: 
gehender Nr. gewonnenen Bedingungsgleichungen die 
vorgelegte Differenzialfunction nothwendig eine Integral: 
function zuläßt; auch werden die Mittel zue Kenntniß 
derfelben zu gelangen angegeben . 

Beleuchtung der allgemeinen Grgebniffe der oheigch iden 
Nr. an einem beſondern Fall 

Schlußbemerkungen 


Nr. 


XXVII 


345 — 346 


347 


348 


349 


350 


351 


352 


353 


354 


XXVIII 


$. III. Mehrgliedrige Differenzialfunction zwei—⸗ 
ten Örades von n Bariabeln. Geite 257. 


Eine in der Ueberfcheift angedeutete Differenzialfunction wird 
zue Unterfuchung in Beiehuug auf ntegrabilitat vor⸗ 
gelegt ... . . . oo... 

Das erſte Ergebniß der unterſuchung fett ft ich durch ein 
Syſtem von 4n (n +1) Gleichungen dar, aus denen 
n.n oder n? partielle Differenzialguotienten von n uns 
befannten Functionen zu eliminicen find . 

Behufs dieſer Elimination werden 4n (n — 1) Öleihungen, 
die eben fo viele unbekannte Functionen mitführen, den 
Gleichungen der vorhergehenden Nie. beigegeben und ge⸗ 
ordnet zuſammengeſtellt. 

Die Elimination, von der in der ¶Wweilborhergehenden Hr. 
die Rede war, wird in ihrer Totalität vollzogen und das 
Ergebniß ſymboliſch zufammengeftelt . . . 

Aus den Ergebnilfen der letzten Pr. find die Bedingungs: 
gleihungen der Integrabilität jedesmal fehr leicht ber: 
zuftellen möglich ; unter VBorausfegung eines identiſchen 
Beftehens derfelben wird die Eriftenz der Integralfunc: 
tion, und die Art und Weiſe diefelbe zu erhalten nad: 
gewiefen . . ... 

Anwendung auf die beſondern Falle 03, 3, 4. .. 

Unter den 20 Bedingungsgkleichungen, die die Annahme n=4 
darbietet, bieten drei eine merkwürdige Beziehung zu 
den fichbenzehn übrigen dar . 

Gin befonderer Fall, der Annahme n —.4 entfprechend, wird 
nach den allgemeinen Borfchriften behandelt 


$. IV. Meprgliedrige Differenzialfunction meh: 
verer Bariabeln jedweden Grades und be: 
liebiger Dednung. Seite 285. 


Ginleitende Bemerkungen betreffend den Grad, die Ordnungs⸗ 
und Klaſſenzahl einer in der Ueberfchrift argedernteter 
Differenzialfunction . . . 0. 

Die allgemeinfte Differenzialfunction In ter Srönung einer 
Bariabeln wird in Beziehung auf Integrabilität zur 
Unterfuhung vorgelegt ; es werden m unbekannte Func⸗ 
tionen, die in (a), eingeführt, welche zuletzt beftimmt 
werden, und eine Bedingungsgleichung , die ef der 
Gleichungen in (6), darbieten . . . . .. 


Nr. 


358 


359 


360 


361 — 362 


363 
364 — 366 


367 


368 


369 


370 — 372 














Beim Statthaben der aufgeftellten Bedingungsgleichung und 
bei Zugrundelegung der für die unbefannten m Func⸗ 
tionen gewonnenen Beflimmungen wird dann nachgewie: 
fen, daß die vorgelegte Differenzialfundtion Ergebniß 
einee unmittelbaren Differenziation einer Function fet, 
welche, mit Hülfe der eben erwähnten m Yunctionen, von 
der Integration einer integrabeln linearen Differenzial: 
function abhängig dargeftelt wird . . 

Die fchon öfters erwähnten m Functionen, wie die Form 
der Bedingungsgleihung der Integrabilität find noch 
anderer Darftellungsformen fähig . . 

Anwendung der allgemeinen Ergebniffe aufeinen befondern Fall. 

Für die Differenzialfunction höherer Ordnung einer beflimmten 
Klaſſenzahl k zweier Bariabeln werden die Bedingungs- 
gleihungen der Antegrabilität fammt den nöthigen Hülfs⸗ 
functionen, die zur Integration derfelben unerläßlich find, 
abgeleitet . 

Es wird umgefchrt nachgewieſen, daß heim Statthaben der 
in den vorhergehenden zwei Nrn. abgeleiteten Gleichungen 
die vorgelegte Differenzialfunction nothwendig integrabel 
fei, und zwar mittelft Integration einer integrabeln linearen. 
Differenzialfunction mebrerer Bariabeln .. 

Anwendung der allgemeinen Ergebniſſe auf einen beſondern Fall. 

Zufammenftellung der Ergebniffe für den allgemeinften Fall 
der in der Ueberſchrift diefes Paragraphen angebeuteten 
Differenztalfundtion . . . .. 

Vorführung eines beſondern Falles dreier Variabein 


Achtes Kapitel. Anwendungen der zwei-, drei und 
mehrfachen beſtimmten Integralien. Seite 331. 


$. I. Darfiellungvon Functionen einer und meh: 
verer Bariabeln durch mehrfahe beflimmte 
Antegralien. Seite 331.3 


Einleitende Bemerkungen . 
Beweisführung des Sans, daß zugleich mit der Gieichung 


f (x) Cos.ox dx — F(«) 
auch folgende 
plz’) = 2 (Fa) Cos.x’a da 
" 0 
beſteht, unter geroiffen Beichränfungen und Modifica⸗ 


tionen jedoch der bier vorfommenden allgemeinen Sehen 
und Orößen. rn 


XXIX 


. 373 — 377 


378 — 379 
380 


3811 — 382 


383 
384 


385 
386 


387 


388 


XXA 


Gleichfalls unter gewiſſen Beſchränkungen und Modifika⸗ 
tionen beſteht zugleich mit der Gleichung: 


A 
f[ »(x) Sin.ax dx = F'(«) 


die folgende: 
ga)= I Fe) Sin.x’ada . . . Ne. 389 
0 


Folgerungen aus den zwei vorausgefchidten Sägen zur Be⸗ 
gründung einiger untergeordneten Säge, die zuletzt auf 
den durch folgende Gleichheit ausgedrüdten, unter ei: 
gens bezeichneten Reſtrictionen beſtehenden Satz führen: 


oo A 
px) = 4 SS plz‘) Cos.utx — x)drde . „ 390 — 391 
0a 


Als Folge des vorhergehenden Satzes geht auch der folgende 
hervor : 


„tr 
(x) = + ff F(x') Cos.a(z— x’) dx’ du, 
0 0 


wobei jedoch die Function g(x) für alle Werthe von 

x=— oo bis x—=-+ oo continuirlidy verbleiben muß „ 392 
Mittelſt des in Nr. 391 aufgeſtellten Satzes ift man auch 

irgend ein abgegrenztes Intervall einer Yunction eines 

allgemeinen Größe darzuftellen im Stande . . 2 . u 393 
Vier Hllfsfäge, denen in den ten. 388 und 389 analog, 

werden für Functionen zweier algemeinen Größen ab: 

. geleitt . » . . „ 394 — 397 
In Folge diefer vier Sütfefäte werden einige untergeordnete 

Säge zur Darftellung von Bunchonen zweier Bariabeln 

abgeleitt . . . „ 398 — 399 
In Folge diefer untergeordneten. Sie ſteut r & folgender 

Hauptfag, jedody unter gewilfen Reſtrictionen, begrün⸗ 

det heraus: 


o,n,B_A 
g(x,y) =, S f Ss g(x',y')Cos.a(x-x’)Cos.6(y-y')dx’dy’dadß Nr. 300 
0 a 
In Folge endlich diefes Hauptfages geht folgender Heraus: 
o.0. te + 
g(x, DEFTERN p(z',y')Cos.a(x-x')Cos.d(y-y')dx'dy'dadß, 


wobei jedody die Function p(x,y) für alle reellen Werthe 
von x und y continuielich verbleiben muß - - . . Ne. 401 





Mittelft des Hauptſatzes in Nr. 400 iſt man aud) ein abge⸗ 
grenztes Intervall einer Function zweier Bariabeln ana= 
Igtifdy anzugeben im Stande 

Angabe eines ähnlichen Haupt: und Folgeſatzes für Func: 
tionen dreier WBariabeln . . 

Auch mittelſt dieſes Hauptſatzes iſt jedes begrenzte Jatervali 
einer Function dreier Variabeln analytiſch darſtellbar 


F. II. Darſtellung gemiſchter Functionen durch 
algebraiſche Summen mehrfacher Integra— 
lien. Seite 366. 


Ueber identiſche, verſchiedene und gemiſchte Functionen 

Darſtellung einer gemiſchten Function von x, die innerhalb 
der Grenzen O und 1 einerlei mit x? und innerhalb der 
©renzen ı und 2 mit x? einerlei l .- 0. 

Verificirung des Ergebniſſes vorhergehender Nr. 

Darſtellung einer gemiſchten Function, die für die Zwiſchen⸗ 
werthe zu O und 3 von x mit Sin.x, für die Zwi⸗ 
fdyenwerthe zu Z und ar mit Cos.x, für die Zwiſchen⸗ 
werthe zu m und °F wieder mit Sin.x u. f. mw. über: 
einftimmende Reſultate darbietet 

Darfiellung einer gemiſchten Function, die für die Zwiſchen. 
werthe zu O und — J von x mit Cos.x, für die zu 
— 2 bis — a mit Sin.x, für die zu — na bis — » 
wieder mit Cos.x u. f. w. übereinftimmend if. - - 

Darftellung einer gemifchten Function von x, die von 
— tn bis + abwechſelnd, in den Inter: 
vallen von je J, die Functionen Cos.x und Sin.x re: 
präfentirt 

Darfiellung derfelben gemiſchten Function vorhergehender N. 
unter der befondern Annahme eines unendlich großwer⸗ 
denden Werthes fürn . . 

Anwendung des Ergebniffes vorhergehender Hr. auf die Sum: 
mation einiger trigonometriſchen eigen . 

Das Problem der Darftellung einer gemifchten Function einer 
allgemeinen Größe allgemein gefaßt und gelöst 

Auch gemifchte Functionen zweier und mehrerer DBariabeln 
find analytiſch darftellbar ; ‚ Getäuterung 9 durch einen be⸗ 
ſondern Fall... 


$. III. Darſtellung der Werthe beſtimmter In⸗ 
tegralien nach der Ableitungsmethode, wenn 
ſolche als Functionen der in denſelben vor: 


: Ne. 


® 


L/ 


408 


409 


410 


44 


XXXI 


XXXII 


kommenden allgemeinen Größen angeſehen 
‚werden. Seite 396 


Einleitende Bemerlungen - - - 2 2 2 222.2. N 


Das beſtimmte Integrale f “et Az wird als Function 
0 


der pofitiven Größe x angefehen und für diefe Werthe 
bloß analytifch ausgedrüdt; in Folge daven find fol- 
gende beſtimmte Integralien ermittelt worden: 


fx"? Cos.bxdx, fx"! Sin.bx dx, 
0 0 
f a1 Cos.(bx’) dx, f 1 Sin.(bx*) dx, 
0 0 
x Cos.bx log.xdx, ga Sin.bxlog.xdx. „ 
0 0 
An Ähnliher Weile wird von dem beſtimmten Integrale 
Sin.az u u 
f — .e dz , als Function der pofitiven Größe 


0 


x betrachtet, ausgegangen, wo dann folgende Doppelinte- 
gralien befkimmt werden : 


415 


116 


Ser. de, Seren zu. 
a? + 2? u? + 2? 2 


und folgende Relation begründet wird : 


eo 


” Sin. 77 
f Arctang.bx Cos.ax dx = — if ——— dz Ne. 417 
0 


Bon der * der poſitiven Größe. x, nämlich von 


ST, — , ausgehend, gelangt man auf die Relationen: 
ı 


f Arctang.bx Cos. ax = =: eb m » 
o 1 


f log.(1+b?x?) Sin.ax nf eh “= D 


0 1 


wie auf die Beſtimmungen folgender Integralien: 





XXXIII 


h 
SF ff m us u 
2x — x Er—_e " x 
et pet m 
b * 
Das beſtimmte Integrale f g(z)e"" dz wird gleichfalls 


ale Function der pofitiven Größe x ausgedrückt und Ä 
zue Erzielung mehrerer intereffanten Relationen benukt. „ 420 
In einer der in vorhergehender Ne. aufgeftellten Relationen 





. 1 
wird ꝙ(2) = 7 amngenommen, welche Annahme 
die Beſtimmung folgender Integralien herbeiführt: 


Vi+rx?’-+a dx f a dx 
f log ( ) Vi+x? ’ Arctang. (=) Yı+x3 ’ 
0 o 


x X 
7 7 
-+aCos.z\ dx dx 
f log. (age: Cos 3 Cosz’ f Arctang. (aCos.x) Cox’ 
0 v 
1 


1 — 
1+a VIA dr f — % 
—— — —x? 
f log. re) 8 ’ Arctang.(aY 1 x II 5 
0 0) 


hd 7 


T * 
4+aSin.x\ dx dx | 
f log. ((resier) &e, f Arctang.(aSin.x) Sax Tr. 121 
0 0 


Andere zwei Annahmen Über die Functionen g(z) führen auf 
intereflante Beziehung unter beftiumken Sfntegralien ver: ‘ 
fchiedene Formen . . . re Me 422 — 423 
Die in Heiden vorhergehenden Ten. gewonnenen Beziehungen 
führen viel allgemeinere herbei, die die folgenden be: 
flimmten Integralien: 








. | 
f 1 = Yi1—o!x? 1—Ar? dx 
08. 1—aVı— cz? /) (1—c2x?)y 1—x?Vi—c?x? 


—— +a 1—Ax? dx 
\ log. Vi1—c!x? —) Yı—x? Yi—c?z? 

0 | 

1 


f Arctang.(a Yi— c?x?) 


ö 


1—Ax? 
—  ITAf dr 
(1—c?x2) Yı—x? V1—c?z? 





Raabe, Diff. u. Int. Rechnung. I. ** 


zııxIv 


1 
— 2 
Arctang. (;) — — dx 
Vi—c2x? Yı—x? Vi—c!x? 
0 


—Ax2 
"ang (. 1—Ax 


rctang. V — — — — — 
0 


von andern minder complicieten in Abhängigkeit ver: 
ſetzen 0 ® [2 . 3 ® L 0 0 “ ® ® 4— 


' 


$. IV. Weber zmweis und mehrfache Integralien 


mitvariabeln Integrationsgrenzen. Seite 433. 


Einleitende Bemalung » > 2 2 2 2 22. 
Das Doppelintegrale: 


A X 
f S p(x,y) dy dx, 


wo a und A confiante Größen, X und X’ Functionen 
von x find, wird in ein mit conflanten Integrations⸗ 
grenzen verfehenes Doppelintegrale umgefeht . . 

Anwendungen diefes allgemeinen Verfahrens auf die zwei 
Doppelintegralien:: 





"+ +Va-z »[1-(= )"]= 
f f p(x,y) dy dx, f 1 g(x, y) dy dx 
-c -YVor _. 


Auf Doppelintegralien mit variabeln Integrationsgrenzen 
wird man geführt, wenn erfiere Repräfentanten von Dop- 
pelfummen find . . 

Gin folches Problem ift folgendes: Das Doppelintegrafe 
f f gız,y) dy dx fol, ale Doppelfumme aufgefaßt, 
über fämmtliche reellen Werthe von x und y ausgedehnt 
werden, die in die Function: 


2 
wet 


geſetzt, derfelben, mitbegriffen den Nullwerth, nur nes 


gative Werthe beilegen - » . . 2.0. 


4 . 
— — — — 4 
— (1—c?x?) vi—x? Yı—cı? 


X, 


. 424 


425 


426 


427 


428 


429 








Specialifirung der Function Y(x, y), wodurch die Quadratur 

der Ellipſe erhalten wird . . 20. Ne 430 
Zweite Specialifieung derfelben Function 4x, y). die die 

Planirung des dreiachfigen Ellipfoids beawedt . . . „ 43 
Gin zweites Problem, mo eine Doppelfumme durch ein Dop: 

pelintegrale mit variabeln Integrationsgrenzen dargeftellt 

wird, iſt folgendes: Das Doppelintegrale [ [op(x,y)dydx 

fol über die reellen Werthe von x und y ausgedehnt 

werden, die der Function: 


mitbegriffen den Nullwerth, entweder bloß pofitive oder 

bloß negative Refultate beilegen - » -» » 000 u #432 
Die zweifache Stellung des in vorangehender Nr. behandelten 

Problems führt auf folgende zwei Relationen unter Dop⸗ 

pelintegralien : 


x «Vz Vu BV=_, 


1 —F F(x, y) dx dy = J Ss F(x,y)dy dx j 
Vz 


z- 


f f F(x, y) dx dy = F(x,y)dydx „ 433 


— «Vz 


Die allgemeinen Ergebniffe der beiden vorhergehenden Ten. 
auf die Duadratur der Hyparbel zue Anwendung gebraht „ 434 
Ein drittes Problem, den beiden bereits mitgetheilten analog, 
iſt: Das Doppelintegrale [| f g(x, y) dy dx wird über 
die reellen Werthe von x und y ausgedehnt, die der 
Funktion: 


ix,y) =y?’—px, | 
mitbegriffen den Nullwerth, entweder nur negative oder 
nur pofitive Hefultate beilegen. 4385 
Die zweifache Auffoffung des in vorangehender Nr. behan⸗ 
deiten Problems führt auf folgende Relationen unter 
Doppelintegralien: 


XXXV 


XxxxVI 


- k'’2 Vr — kit 
S S F(x, y) dy dx = [ £ F(x,y)dxdy, 
r’ 


 k Vrx Yrk k 
S S "F(x, y) dyd = S r F(x, y) dxdy, 


* 
* 


f pr Fa,y)dydx= f" f Fix,y)dxdy, 
0 0 0 n yt 
wie auf eine Gleichheit zur Darfiellung einer für alle 
reellen Werthe der allgemeinen Größe continuiclichen 
Suncion - . » . 0. Nr. 436 
Anterpretation eines Doppelintegrals mit variabeln Integra⸗ 
tionsgrenzen, wodurch folgende Relationen: 


a my ma a 
S S p(z,y) dxdy= S S g(x,y) dy dx, 


m 
xX 


CL om, y) dy de — [ [9% y) dx dy, 


wie noch mehrere andere erhalten worden find. - - «© . „ 437 
Das dreifache Integrale: 


A X‘ f’(x,y) 


S S, Sen p(x,y,z) dz dy dx, 


wo a und A conftante Größen, X und X’ Functionen 

von x, f(x,y) und f'(x,y) Functionen von x und y find, 

wird in ein analoges und aequivalentes mit conflanten 

Integrationsgrenzen umgefeBt > > 2 2 0 000m 438 
Anwendung des allgemeinen Verfahrens auf: 


se er 


f f f a(z,y,2)dzdydx. „ 439 


0 0 0 


Menn ein dreifaches Integrale, als dreifache Summe auf: 
gefaßt wird, wird verlangt: daß das dreifache Integrale 
SSS Tl, y, 2) dz dy dx fämmtlidhe reelle Werthe 
von x, y und 2 befchlage,, die in die Function: 


2 2 
> +. I__4 


x? 
fix,y,2) = = + 7 * 





gefeht,, derfelben, den Nullwerth mitbegeiffen nur Re⸗ 
fultate mit negativen Zeichen beilegen -. . . » 
Specialifieung der Function g(x, y, z) in vorhergehender Nr. 
4) für die Rubirung eines dreiachfigen Ellipſoids; 2) für 
die Beftimmung der Trägheitsmomente desfelben Ellip⸗ 
ſoids um die drei Hauptachfen desfelben; 3) zur Aus: 
mittelung einer Function, deren partielle Differenzial- 
quotienten bezüglicy drei in derfelben vorkommenden 
Größen die Attraktion diefes Ellipſoids auf einen Punkt 
vorſtellen 
Der unter III. der vorhergehenden Nr. behandelte Soll, nad 
einem von Dirichlet mitgetheilten Verfahren, auf die Aus: 
mittelung eines fünffachen beflimmten Integrals zurück⸗ 


gebradt . . .» nn. 
Reduction des dreifachen Integral: 
+, to Fe 


ZxXVI 


. Nr. 440 


441 


442 — 443 


ESS plulaxs+Byr+C22+2Dx+2Ey+2F2+G)| dx dy dz 


auf ein einfaches beſtimmtes Integrale einer Bariabeln. 
Enölihe Zurüdführung des in Pr. 4414 gewonnenen fünf: 

fachen Integrale auf ein einfaches beftimmtes Sutegralk 

eine Bari . . » 2. ... 
Begründung der Duiöbel: 


d. f — - fen 


Begründung ähnlicher Breicpeiten | für zwei: und dreifache 
Antegriin - 2 0. . . . 


„ 445 


446 — 447 


— 90a, a) Ne. 448 


[3 


. Ne. 449 


Drittes Pud, 
Die Differenzialrechnung. 
Zweiten Theiles erfte Abtheilnus. 


Drittes Kapitel. 
§. LI 


Differenziation der Functionen zweier und 
mehrerer Variabeln. 


247. Alles, was in der Einleitung zum erſten Theile über 
Functionen einer allgemeinen Größe mitgetheilt wurde, läßt ſich mit 
geringen Abänderungen auch auf Functionen mit zwei und mehrern 
allgemeinen Größen ausdehnen. 

I. Der in den Nten. 1 und 6 mitgetheilte Begriff einer &unetion 
lautet num wie folgt: 

Sede algebraifhe Verrichtung mit mehrern allge 
meinen Größen x, y, z,..., deren Werth von den 
Werthen diefer allgemeinen Größen abhängig ift, 
wird eine Function diefer allgemeinen Größen 
genannt. 

Se nachdem die algebraifchen Verrichtungen-mit den allgemeinen 
Größen endlicher oder unendlicher Anzahl find, nennt man gleich 
wie bei einer allgemeinen Größe diefe Function algebraifch oder 
transcendent. 

Auch die Bezeichnung der Functionen bleibt dieſelbe ‚ wie im 
erften Theile. So ftelt man unter: 

F(x,y,2,...), 
Raabe, Diff. u. Int. Rechnung. N. 1 


2 _ Differenzialvehhnung. II. 248. 


wo die auf das Zunctionszeichen F folgenden allgemeinen Größen 
durch Kommata gefondert find, irgend eine Function der allgemeinen 
Größen x, y,z,... dar; eben fo durch: 


f(x,y,2,::-.)» W(X, y, 2, . . +), J(X, 9,2,» -) 
andere Functionen derfelben allgemeinen Größen. 


Il. Auch der Begriff der Continuität ift bei $unctionen von 
mehr denn einer allgemeinen Größe derfelbe, als folcher bei einer 
allgemeinen Größe Nr. 14 und 15 fefigeftellt worden; die Gontinui- 
tätsgrenzen aber können für die verfchiedenen allgemeinen Größen 
ungleich fein. Es kann z. B. einer Zunction zweier allgemeinen 
Größen x und y, für die allgemeine Größe x innerhalb der Gren;: 
werthe a und b, hingegen für die allgemeine y innerhalb a’ und b’ 
continuirlich fein. Wenn fonady eine ſolche Function der Operation 
des Differenzirend unterzogen werden fol, dann ift diefes für jede 
allgemeine Größe oder Variable nur im Bereiche der ihr entfpre- 
chenden Eontinuitätsgrenzen geftattet. 

III. Auch behalten wir den im erften Theil aufgeftellten Begriff 
von Discontinuität einer Function bei; nämlich, wenn eine Function 
mehrerer allgemeinen Größen bei einer unendlich Eleinen Zu⸗ oder 
Abnahme einer oder mehrerer diefer allgemeinen Größen eine un— 
endlich großmwerdende, oder auch nur eine endliche Wenderung des 
Werthes erleidet, dann wird die Function in diefem Momente eine 
discontinuirliche genannt. Im letztern Galle, wenn nämlich die 
Yenderung der Function endlicher Befchaffenheit ift, werden mir 
diefen Zuftand der Discontinuität durch ein. vorgefehtes endlich 
noch näher bezeichnen. 

Alles andere, die Functionen mehrerer Variabeln ausfchlieglic 
betreffende, verfparen wir auf gelegentliche Mittheilung, und über: 
gehen ſchon in der nächftfolgenden Nr. zur Entwicelung und An- 
gabe dev Regeln, Functionen mit mehrern allgemeinen Größen ober 
- Bariabeln den Operationen des Differenzirens zu unterziehen. 

248. Wir beginnen mit dem einfachften Falle, mit einer Func⸗ 
tion zweier allgemeinen Größen oder Variabeln x und y. — Sei 
diefelbe durch f(x, y) vorgeftelt, und der Kürze wegen durch den 
einen Buchftaben u angedeutet, fo daß man 
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u=f(x,y) 


’ 


babe; dann bieten ſich im Bereiche jener Werthe von x und y, 
für die noch u continuirlich verbleibt, folgende Momente zur Erör- 
terung dar, die die verfchiedenen Gefichtspuntte, unter denen eine 
ſolche Funetion u den” Operationen des Differenzivend unterzogen 
werden kann, feftftellen. 

a) Die Ermittelung der unendlich Eleinmerdenden Aenderung von 
u, wenn x die unendlich Eleinwerdende Wenderung » ober dx 
erleidet, y hingegen unveränderlich oder conftant bleibt. 

b) Diefelbe Erörterung unter der genau entgegengefeßten Annahme; 
d. h., wenn y eine unendlich Eleinwerdende Aenderung w’ oder 
dy eingeht, die unendlich kleinwerdende Aenderung von u zu 
ermitteln, falls x alsdann conftant gedacht wird. _ 

c) Endlich bleibt noch die unendlich kleinwerdende Aenderung von 
u anzugeben, wenn x und y zugleich die refpektiven unendlich 
Eleinwerdenden Nenderungen w und w’, oder dx und dy eingehen. 

Sn jedem diefer Fälle wird die unendlich Fleinwerdende Aenderung 
von u dag Differenziale von u genannt; und um möglichen 
Migverftändniffen vorzubeugen, wird dasfelbe in den zwei erften 
partielles, im dritten und leßten hingegen totales Differenziale 

genannt. So wird im Falle a) das partielle Differenziale von u 

nad) x, im Falle b) das partielle Differenziale von u nach y und 

im $alle c) endlich, das totale Differenziale von u nach x ſowohl, 
als nach y verlangt. 

Das partielle Differenziale von u nach x deuten wir durch d.u, 


das von u nady y durch d.u und das totale Tifferenziale won u 
y 


durch d.u an. Zur Herftellung diefer dreierlei Differenzialien gehen 
wir fofort in der nächftfolgenden Nr. über. 

249. Laſſen wir in der in vorangehender Nr. zu Grunde ge⸗ 
legten $unction von x und y, nämlich in f(x,y), die allgemeine 
Größe x in x+w übergehen, belaffen aber y als Eonftante; fo 
nähert ſich, nach dem Fundamentaltheorem in Nr. 16 des erften 
Theiles, der Grenzausdrud. 

Lim: Kx+o,y) — fix,y ) 
[77] 
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wo dad Grenzzeichen auf das unendliche Abnehmen von w Bezug 
bat, im Bereiche jener Werthe von x, für die f(x,y) continuirlich 
verbleibt, einer neuen $unction von x (die auch y enthalten Fann), 
die, wie am angeführten Drte, abgeleitete der Function f(x,y) 
nad) x genannt und durd): 
LEE) ggg Au 
dx 


oder — 
’ dx 


angedeutet wird. — Diefes vorausgefekt, hat man zur Beſtimmung 
des partiellen Differenziald von u nach x, oder des Symbols d.u, 
die Gleichung: 


du 
d.u — Ax dx. 


Aus ähnlichem Grunde hat man zur Beſtimmung des partiellen 
Differenziald von u nach y, oder des Symbols d.u, die Gleichung: 


du 
d.u = — dy, 
y dy ’ 
wo alfo die Ausdrüde: 
du du 
und * 
dx dy 


die abgeleiteten Functionen der Function f(x,y) oder von u, 
erftere nad) x und lektere nach y, vorftellen. 

Diefe Ausdrüde werden auch aus leicht zu erfehenden Gründen, 
partielle Differenzialquotienten oder Difievenziat 


eoefficienten der Function u genannt, und zwar wird — = der 


partielle Differenzialquotientvon u nach x, und * der 


partielle Differenzialquotient von u nach y genannt; 
jener wird gefunden, indem man in u, oder in f(x,y), die all: 
gemeine Größe y ald Eonftante behandelt, und lediglich den Diffe: 
venzialquotienten von u nach x fucht; diefer hingegen wird durch 
das Gegentheil’hievon gefunden, nämlich x wird als Conſtante be- 
handelt, und von u wird der Differenzialquotient nach y bergeftellt. 
Endlich zur Beſtimmung des totalen Differenziald von u über: 
gehend, laffen wir in der vorgelegten Function f(x,y) 
xinx+w,und yiny-+ o‘ 
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übergehen, und nehmen dann den Unterfchied diefer geänderten Function 
und der urfprünglichen f(x,y); oder vielmehr, wir nehmen den Grenz- 
werth diefes- Linterfchiedes unter der Unnahme, » und »’ feien von 
einander unabhängige und unendlich Fleinwerdende Größen: dann ift 
- das Endergebniß, dag eine unendlich Eleinwerdende Größe vorftellen 
muß, wenn anders u noch im Zuftande der Continuität gedacht wird, 
dag verlangte totale Differenziale von u. 
Diefem zufolge hat man die Gleichung: 
du=Lim: |fx+o,y+o)—fx,y)!, 


. die mit jeder der nun folgenden zwei Gleichungen: 


. N _ , 
d.u=Llım: o nn a Bu 


‘ — 
+ Lim: o' f(x, re) f(x,y) | , 
‘ ——— 
du= Lim: — * een, rue), = dere — —— 
f(x+o,y) — f( , y) 


+ Lim: u 
@ 


gleichbedeutend ift. 
Diefe zwei Gleichungen gehen, nach dem was oben über partielle 
Differenzialquotienten mitgetheilt worden, in folgende über: 


duo d. f(x, y+o') PR d. f(x,y) 


dx dy 
4. fx+o, y)_ d. fix,y) . 
du= dy on. 


fubteahirt man diefe von einander, fo ergiebt ſich die Gleichung: 
dfayro) dam | „sdfatoy) _defiey) |. 
dx dx | en dy, —dy 1 
bedenkt man nun den Umſtand, die Größen » und w’ find, die Be— 
ſchränkung ausgenommen unendlich Fleinwerdende Größen vorzuftellen, 
in jeder andern Beziehung durchaus willkührlich und an feinen gegen- 
feitigen 3ufammenbang gebunden, dann kann die lekte Gleichung 
nur infofern Beftand haben, als man folgende Gleichungen 
d. f{x,y+w’) __ d. fz,y) d. f(x#o,y) _ d.fx,y) 
dx — dx dy — dy 


0 


6 Differenzialvehnang. III. 250. 


feftftellt *), wodurch dann jede der beiden vorhergehenden Gleichum- 
gen, wenn w durd) dx und w‘ durd) dy erfeßt wird, auf folgende führt: 


_ d. fix,y) d. fix,y) 
d.u = — — dx + dy dy, 


oder auch auf: 
dus der dp, (A) 


d . . 
wo, wie oben bemerkt wurde, = den partiellen Differenzialquo- 


. da... . 
tienten von u nach x, wie I den partiellen Differenzialgquotien- 
ten von u nach y vorftellt. 

Dan hat alfo auch: 


du=du+du, 


aus welcher Gleichung wir folgendes Lheorem zur Herſtellung des 
totalen Differenzials einer Funetion u zweier Variabeln x und y 
gewinnen: Das totale Differenziale einer $unetion 
zweier VBariabeln ift der Summe der partiellen Diffe- 
vengialien diefer Function, nach jeder einzelnen ge 
nommen, gleid. 

250. Durch analoge Betrachtungen und Schlüſe, wie ſolche 
in der vorangehenden Nr. zur Anwendung gebracht worden, folgert 
man, wenn fix,y,z,...) irgend eine Function der Variabeln 
x, y, z2, + » „ vorftellt, die der Kürze wegen durch u angedeutet wird, 
die Gleichung: 


du d du 
us ar Dyrgr....; B) 
. die das totale Differenziale von u repräſentirt, in der die Ausbrüde: 
da du du 
dx ’ dy’ di’ 


*) Man dürfte 3. 3. nur die Annahme w' — yo treffen, fo hebt man 
dadurch die unerläßliche Eigenthümlichkeit dieſer Größen, unendlich kleinwer⸗ 
dend zu fein, nicht auf, und die vorige durch Subtraktion gewonnene Gleis 


hung bietet nach Weglaffung des gemeinfchaftlichen Faktors Vo die zwei fo 
eben gefolgerten Gleichungen dar. 
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der Ordnung nad), die partiellen Differenzialquotienten von u nach 
x, V, L,h, oo.“ . 

vorſtellen. Aus dieſer Gleichung entnimmt man die Allgemeinheit 
des Ausgangs vorhergehender Nr. aufgeſtellten Theorems, nämlich: 
Das totale Differenziale einer Function jedweder An— 
zablvon Bariabeln ift dev Summe der partiellen Dif 
ferenzialien diefer Function nach jeder Variabeln 
genommen gleich. 

Das Differenziren einer Function mehrerer Variabeln erſcheint 
ſonach auf das einer Variabeln zurückgebracht. 

251. Die in den zwei vorangeſchickten. Nrn. eingeführten par- 
tiellen Differenzialquotienten werden im Allgemeinen $unectionen der 
urfprünglichen Bariaheln x, y, z, ... fein (Theorem in Pr. 16), 
und können fonach abermaligen Differenziationen, partiellen fomohl als 
totalen, unterzogen werden. 

Laſſen wir der Einfachheit wegen u nur eine Function dreier 
Variabeln x, y, z fein, und feßen Kürze halber 


du _ du mn du _ 
ug BE Bag 
fo befteht nach) der vorangehenden Nr. die Gleichung: 
d.u=u, dx + udy + uzdz, (a) 


und aus gleichen Gründen auch folgende drei Bleichungen: 


day du, 


d.u, — du dx + 























dx dy dy + dz dz, 
__.du du2 ⸗ due 
d.u = dx dx + dy dy + 1 dz, (b) 
_ dus du; dus 
.d.uyy = ir dx + dy dy -+ * dz ; 


mittelft welcher wir in der folgenden Nr. das totale zweite Diffe- 
venziale von u herftelen werden. 

Um folches jedoch unter möglichft einfacher Form zu erhalten, 
führen wir nur vorübergehend und bloß zur Vereinfachung der 
Darftellung folgende Abkürzungen ein: 


| 8 Differenzialvehnung. III. 251. 











- —_ du dus du, 

Ujı — dx ‚, uu2 =. Ay „\iuu3 7 az ’ 
du du 

=. AT EZ z ug,3 — u 
du, du du 

uUyı = x ‚, 039 = 27 ‚, U33 = * ; 


gehen dann zur Erzielung dieſer Vereinfachung auf den Urſprung 
der Größen: 
ww, u, uz, Ua, U, U, - - - 
zurüd: fo gelangen wir auf Relationen unter mehrern diefer Größen 
die befagte Vereinfachung herbeiführen. | 
Da unter dev gegenwärtigen Vorausſetzung 
u = f(x,y,z) 











ift, fo bat man: 
„Lim: a — 


a 


ug = Lim: armen ten j 
@ . 
_ FL 

wo die Srenzzeichen auf die unendlic, Fleinwerdenden Größen w, w’, 
wo" Bezug haben. Aus jeder diefer Gleichungen erhält man ein 
Syftem von drei neuen Gleichungen, die die Werthe von: 

Uyı, Un,2, UMi33 Uyı, Ugg, Ua; Uyı, Uyg, Us 
darftellen, und die wir in derfelben Ordnung hier folgen laffen: 


fx+2@,y,2) — 2f(x-+0,y,z) + f(x,y,z) Cu 


IN —_ 
u3 — Lim: | fix,y,2+ y,2+0 )— fix,y,z) 1 


ur Lim: 
—* 





u Lim: ——— ————— = kx-+u,y,2) + f(x,y,z) — 
cumm 

u, Lim: [arena rer) Maynrun) Aaron Hay) | 
[0777] 

u, Lim: — — — — 

ug—Lim: un eyren ten 


() 2 


fix, y+o',2+0")—f(x,y‚z+o")—f(x,y+o',2)-+f(x,y,z) 
u⸗ 3 Lim: a um, 
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uz * —Lim: 


fx ta,y,2+@") - f(x+0,7,2)— f(x,y,2+0") + fix,y2) . 
NW 


ug Lim: 


f(x, y+u0’,2.-0" )—f(x,y+w’,2)—f(x,y,2+o")+f(x,y, z) | N 
a 


u3,3= Lim: ara) Hat 22 ———— 
Vergleicht man die zweite und vierte, dritte und ſiebente, ſechste 
und achte diefer neun Gleichungen, fo ftellen fich die vorhin erwähn- 


ten Relationen folgendermaßen dar: 
ua,2 U, U = Ui, 02,3 mu, 


welche folgendes Theorem, die auf einander folgenden partiellen Dif- 
ferenzialquotienten betreffend, darbieten: Wenn yu einer Fune— 
tion mehrerer Variabeln der partielle Differenzial 
quotient nach einer Variabeln hergeftellt wird, dann 
zu dDiefem der partielle Differenzialquotient nad) einer 
andern Variabeln; fo kann auch die Ordnungsfolge 
diefer zweierlei partiellen- Differenziationen gera- 
dezu umgefehrt werden, um gleichwohl dasfelbe End- 
refultat zu erzielen. 


Geht man ' ferner auf die erften Bedeutungen der Symboie: 
ua,2, Ur, Usg, 


zurück, ſo ſtellen ſich dieſe eben gewonnenen Relationen, wie folgt dar: 











du du 
d dx _ d. 
dy di 
du du 
ia _ 1a 
a u 
du du 
d. dy _ d dz 
de  dy ° 


‘oder, wenn man einen durch ziweimaliges Differenziren von u, zuerft 
nach x und hierauf nad) y, erzeugten partiellen Differenzialquo: 
tienten durdh : 
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d’u 
dxdy 
andeutet, und wenn den Ausdrüden: 
d2u du d?u du du 


dydx ’ dxdz ’” dzdx ” dydz ” dazdy 
‚analoge Bedeutungen beigelegt werden; dann ftellen folgende Glei- 
dungen: 

du _ du du _ du du _ du (e 

dxdy ” dydx *° dadx  dxdz ’° dydz  dzdy ’ 
die angekündigten Relationen dar. 

Gemäß diefer eben feftgeftellten Bezeichnung wird man auch die 

Symbole: 


U, Ug2, 033 
durch 
dꝰu den du 
‚dxdx ’° dydy ’ dadz ' 

oder durch 

du du du 

da?’ dp’ de 
darftellen; und die oben aufgeftellten Öleichungen (8 gehen nunmtehr 
in folgende über: 








du d?u du d’u 
Ft tn er 

du deu du du 1 
dr I in A (b‘) 

du d2u deu d?u 
a te Tr) - 


die wir in der folgenden Pr. bei der Herftellung des zweiten totalen 
Differenziald von u benußen werden. 

252. Aus der Gleichung (a) vorangehender Nr. gewinnen wir 
für das zweite Differenziale der Function u u, nämlich fir d?u, zu: 
nächft die Gleichung: 

du = d. (ujdx) = d. (usdy) -* d. (usdz), 
aus der wir unter der Annahme, die unendlich Eleinwerdenden Zu: 
nabmen von x, y und z, nämlich: 
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wo, wo, a", ober dx, dy, dz 
find von den Variabeln x, y und z unabhängig, folgende Gleichung 


ziehen: 
du = dxd.u, + dyd.ug + dzd.n; 


werden hier die Ergebniffe der Gleichungen (b’) vorangehender Nr. 
eingefeßt, fo erhält man die Gleichung: 


u U a EU ae 


_ u dy3 23 
er — da 
die, vermöge der Relationen in * vorhergehender Nr., mit fol- 
gender gleichbedeutend iſt: 


2 2 
dia ax + DR 
du du d’u 
+2 ae dady + 200; dzdy 


Behandelt man aber in der am Eingange aufgeftellten Beftimmungs- 
gleichung für d?u die Differenzialien dx, dy, dz, als vonx, y und 
z dependirend; dann ift noch zu den Ausdrücken vechts der letzten 
zwei Gleichungen folgender Ausdrud: 

















(d’) 


beizuſetzen, fo daß man unter diefer Annahme folgende Beftimmungs- 
gleichung für. d2u hat: 





2 _ den 24 den du 
du= “ dx dys dy? + dz? dı? 
d?u d2u 
du du du 
— 2 — 
+ „Pr Pr * dr. (e) 


Werden nun die einfachen partiellen Differengialquotienten, , wie: 
du du du 
«:’'’'y'’ —— 


partielle Differenzialquotienten erfter Ordnung, und 
die zweifachen, wie 
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Bu deu du du d?u d?u 

dx? ’ dy?2 ’ da? ’ dxdy ’ dxdz ' dydz ’ 
deren Bedeutung wir in vorhergehender Nr. feftgeftellt, par: 
tielle Differenzialquotienten zweiter Ordnung ge 
nannt ; fo zeigen uns die bier aufgeftellten Gleichungen, daß 
das zweite Differenziale einer Function, wie f(x, y, z), unter 
der erften hier getroffenen Annahme, nur von partiellen Differen- 
zialquotienten zweiter Ordnung abhängig fei, während unter der 
zweiten Annahme, außer diefen auch noch die partiellen Differen- 
zialquotienten erfter Ordnung bei der Darftellung des zweiten Dij: 
ferenziald der Function u mit erfcheinen. 

253. Auf analogem Wege wie in Nr. 251 gelangt man auch 

auf folgende Bleichungen: 





d2u d’u 
= it 7 Ar u 
d’u d’u du d’u 
d. Ar * J dx * J dy + Da dz, 
a. a __ da rg + I dr 
dt 7 ange d Ai y 4 
d?u d’u 
d dxddyy _ dx?dy dx + —* — dy t 5* dz, 
d?u d’u du d’u 
Te Et ar y Br 77 
d?u d’u d’u d’u 
Gen Ta a tn Ar 
wo 3. B. der Ausdrud 
\ d’u 
dy?dx 


partieller Differenzialquotient dritter Ordnung ge 
nannt wird und andeutet: die Function f(x, y, z), oder u, fei zwei: 
mal nach einander partiell nach y und dag Ergebniß einmal partiell 
nad) x zu differenziren, das Ergebniß einer iedesmaligen Dif- 
ferenziation aber ift fofort in den entfprechenden Differenzialquo: 
tienten umzufeßen; eben fo zeigt der partielle Differenzial- 
quotient dritter Ordnung: 
d’u 
dxdydz ’ 








25 
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daß diefelbe Function u zuerft partiell nad) x, dann nach y und 
endlich nad) z zu differenziven, und jedesmal in den entiprechenden 
Differenzialquotienten umzuſetzen fei. 

Aehnliche Relationen, wie die partiellen Diffevenyialguotienten 
zweiter Ordnung in den Gleichungen (c) Pr. 251 eingehen, finden 
aud) ‘unter den partiellen Differenzialquotienten dritter Ordnung 
Statt. So 3. DB. beftehen folgende: 


d’u _ d’u _ d’u 
dy2dix ” dydıdyy — dxdy? ’ 
du _ d’u L d’u _ 
dxdyd2e — dxdzdy — dydıda 


u. dal. m. 

Mit Hülfe diefer Relationen und der am Eingange aufgeftellten - 
Gleichungen erhält man für dag totale dritte Differenziale von u 
die Bleichung: 














d:u = = - dx’ + m dy’+ dz3 
+3 25 dx2dy + * dxdy? 
+3 air dxfdz + 3 25 dedr? 

+3 — „ dy?dz + 3 a dydz? 
+6 — dxdydz, 


die wir aus der Gleichung (d), alfo unter der Borausfekung abge- 
leitet haben, daß die Differenzialien von x, y, z unendlich Hein- 
werdende, aber conftante Größen find. 


254. Wird nach der in den vorangehenden Nrn. befolgten Weiſe 
fortgefahren, fo erfcheint jedes totale Differenziale von u durch partielle 
Differenzialquotienten von u darftellbar, und zwar nach einem aus den 
bisher behandelten wenigen Fällen leicht erkennbaren Bildungsgefeke. 
Bei diefem Anlaſſe überzeugt man ſich aldbald von der Nichtigkeit fol- 
gender allgemeinen Relation unter den partiellen Differenzialguotienten 
nter Ordnung: 

d’u du 


un 6ß— 


dx’dyPdz" dx” dy Aadxꝰ ayb“ dz° 
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wo a,b,c, a’, b/,c/, a,b, c, ... ganze pofitive Zahlenwerthe, 
Null mitbegriffen , vorftellen, die folgenden Bedingungen nach— 
fommen: 

ae+b+c=n, 


a’ + a’ + a! >... =ıa, 
b’ +b”’+b + ...=b, 
ce’ +c”’ + cc" +...=c 


Es ergiebt fih aus aM dem bis jetzt Mitgetheilten, daß das 
Differenziren einer Function mehrerer Variabeln auf die wieder⸗ 
holte Differenziation derfelben Function nach einer Variabeln, ober 
auf die Herftellung von partiellen Differenzialquotienten hinaus Täuft. 
Bei jedem diefer partiellen Differenzialquotienten — da ein folcher 
auch als abgeleitete Function anzufehen ift — findet dad A 
per’fche Theorem (Nr. 16 des erften Theiles der Differenzialred;- 
nung) in feinem ganzen Umfange Statt, wie auch umgekehrt Fann 
von den partiellen Differenzialquotienten nur in fo weit Gebrauch 
gemacht werden, als die Prämiffen diefes Theorems realifict er- 
füyeinen, d. 5. infofern die allgemeinen Größen der Function im 
‚ Bereiche jener Werthe gedacht find, die die Eontinuität der Func⸗ 
tion nicht ftören. 


$. II. « 


Differenziation von Gleichungen mit zwei und 
mehrern VBariabeln. 


255. Hat man eine Gleichung zwifchen zwei allgemeinen oder 
variabeln Größen y und x, in der eine, 3. B. y, gefondert vor- 
kömmt und einer Function der zweiten x gleich iſt, wie etwa in 
folgender Gleichung: 
y=f(x), (1) 
wo f(x) eine. beliebige Function von x vorftellt; fo läßt fich der 
Einfluß einer unendlich Heinmwerdenden Aenderung von x auf y mit 
Hülfe des im erften Theile der Differenzialrechnung Mitgetheilten 
fehr leicht beftimmen. Dafelbft befaßten wir ung nämlich mit der 
Angabe der unendlich kleinwerdenden Aenderung der Function, falls 
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» die allgemeine Größe derfelben eine derartige Aenderung einging; im 
e vorliegenden Sale nimmt die allgemeine Größe oder die relative 
Variable y (Einleitung Nr. 11) die Stelle diefer Function ein. 
Stellt man fonach die unendlich kleinwerdende Anderung bon 
y durch dy dar, fo bat man: 


dy * fi(x)dx, oder dy = 
welche Gleichung das Ergebniß der Differenziation der Gleichung 


(1) ift, und den Werth von dy darftellt. 
Da man 





d.f(x) 
dx dx, 


dy _ 
rl) 


bat, fo nennt man, gleichwie der Ausdrud rechts Differenzialquo- 
tient der Function f(x) genannt wird, auch den Ausdruck links, 


nämlich * , wofür auch bisweilen yı wird geſetzt werden, den Dif- 


ferenzialquotienten von y nad) x; und man hat: 
= 9 =) = 99. (2) 
Auf gleiche Weife findet man den Einfluß einer unendlich kleinwer⸗ 
denden Aenderung von x auf yı, oder das Differemiale von yı, 
dag diefer letzten Gleichung (2) entfpricht. Beachter man nämlich 
die im erften Theile der Differenzialrechnung eingeführte Bezeich- 
nung, fo hat man: 
dyı = fa(x)dx, 

aus der fofort der Werth des zweiten Differenziald von y oder dey 
gefolgert wird; denn es ift: 


d 
dyı = d. I , 
fonach hat man, wenn dx ald Eonftante behandelt wird, 
d 
dy⸗ = I oder dyı = ST, 
die, mit der vorigen Gleichung verbunden, auf 
dey = fr(x) dx? 


führt. Bezeichnet man die zweite Ableitung oder den zweiten Dif- 
ferenziglquotienten von y nach x, nämlich 3— „durch ys, fo hat man: 


_ dr _ _ dif(x) 
y2 — ars = fı(x) — A— 
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Wird auf diefem Wege fortgefahren, fo erhält man allgemein, 
wenn dx oder die unendlich Bleinwerdende Aenderung von x, ala 
von x unabhängig angefehen wird, für das nte Differenziale von 
y die Bleichung: | 
d.y = fu(x)dx” 
und für die eben fo oftmalige Ableitung von yr ober für yn, die 
Gleichung: 

Ey _ Pix) 


—f 
Yn — dx In n(X ) = dx” 





256. Nach dem, was in vorhergehender Mr. mitgetheilt wurde, 
kann und darf jede gefonderte Gleichung zweier Variabeln in Bezug 
auf diefe Variabeln differenzivt werden; woraus das Verhältniß der 
gegenfeitigen Uenderungen der Variabeln, fall diefe unendlich Elein- 
werdend find, entnommen werden fann. Dasſelbe bei einer unge: 
fonderten Gleichung zweier Variabeln zu erzielen, wollen wir mit 
vorliegender Pr. zeigen. 

Beſteht die Gleichung: 

Fix,y)=0, () 
wo der Ausdrud zur Linken irgend eine Function voh x und y bor- 
ftelit; fo haben wie vorerft zu zeigen, daß das Ergebniß der Diffe- 
venziation dieſes Ausdrudes, nad) x und y zugleich, ebenfalls der 
Null gleich fei. 

Denken wir und diefes darzuthbun aus der Gleichung (1) y als 
Sunction von x ermittelt, und feßen diefesg Ergebniß, das durch f(x‘ 
vorgeftelit fein mag, flatt y in diefelbe Gleichung (1) zurück; fo ftellt 
fi) die in Bezug auf x völlig identiſche Gleichung heraus: 

F ſx, fx)] = 0; 
diefe, die für jeden Werth von x Beſtand hat, bietet, wenn 
in derfelben x inx + o umgefeßt wird, auch folgende Gleichheit dar: 

F[(x +o, fx+ o)] -— 0. 

MWird nun unter & eine unendlich Heinwerdende Größe gedacht 
und in diefen beiden. Gleichheiten unter x ein folchee Werth, der 
noch im Bereiche der Eontinuitätögrenzen der Function f(x) fällt, 
dann hat man; 

fx + o) = f(x) + ofı(x) =y+ oyı; 
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feßt man: hier 

ayı = on, al fx + o)=y + ou, 
mo ©, nad) der getroffenen Annahme über x gleichfalls einen unend» 
lich Hein werdenden Werth vorftellt, fo ergeben fich folgende gleich- 
zeitig beftehenden Gleichungen: 

Fx,y) =0,Fx #o,y+ o)=Dd. 

Subtrahirt man von der zweiten. die erfte diefer Gleichungen, 
und berücfichtiget das im vorausgefchickten Paragraphen Nr. 249. 
Mitgetheilte; fo ſtellt fich die oben angekündigte Gleichung: 

d.F&,y)=0 


heraus, d. bh. beim Zugrunbdelegen einer Gleichung mie (1) 
findet gleichfalls das totale Differenziale derfelben 
nad) x fowohl, ale nad y Statt, welches zu zeigen, wir ung 
vorgefeßt. 
Der Grenzwerth des Ergebniffes der vorhin erwähnten Subtraf- 
tion wird gleichfalls nach Nr. 249 durch folgende Gleichung dargeftellt: 


dF(x,y) , ., Ey) 


dx dy =, 


die, wenn für os deren Werth oyı reftituirt, und die ganze Blei: 
hung duch » dividirt wird, in folgende übergeht: 
.dF(x, dF(x, 
| rum; 2) 
aus der aufs deutlichfte hervorgeht, daß man, auch) ohne Auflöfung 
der Gleichung (1) in Bezug auf y, dennoch zur Kenntniß des derfelben 
entfprechenden Differenzialquotienten von y nad) x, durch partielle 
Differenzialquotienten der Function F(x, y), jedesmal gelangen könne. 
Die eben aufgeftellte Gleichung (2) ift mit der folgenden 
dF(x,y) dF(x,y) dy _ , 
de dyy dı —* 0, 2) 
wie auch mit diefer: - 
dF(x, dF(x, 
ra y=o . (2°) 
gleichbedeutend, die ſämmtlich nur infofern Beftand haben, als die rela⸗ 
Raabe, Diff. u. Int. Rechnung. In. 2 
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tive Variable y, aus (1) beftimmt, als continuirliche Function von 
x erkannt wird; oder, diefe ‚Sleichungen beftehen nur für jene 
Werthe von x, für die y, aus (1) beftimmt gedacht, den Zuſtand 
der Continuität nicht verläßt. 

257. Mit Zugrundelegung der Sleihungen (1) und (2) voran: 
gehender Nr. kann die Beftimmung des zweiten Differenzialcoefki- 
cienten oder Differenzialquotienten von y nah x, nämlich die 
Beſtimmung von ya vorgenommen werden. — Es enthält nämlich 
der Ausdruck zur Linken der Gleichung (2) die drei Bariabeln x, y 
und ys;5 ftellen wir denfelben zur Vereinfachung der Darftellung durch 
F’/(x,y,yı) dar, fo haben wir: 

Fx,yy)=0; (2‘‘) 
wenn nun y aus Gleichung (1) und yı aus (2) vorhergehender Nr. 
beftimmt, und die Ergebniffe in die fo eben aufgeftelfte Gleichung 
gefeßt werden, alfo f(x) für y und fıx) für ya: dann hat man fol- 
gende, in Bezug auf x identifche Gleichung: ' 

F’ (z, f(x), fı(x)) 2 0. 

Läßt man hier x in x + o übergehen, fo hat man vorerſt, wenn 
nämlich » eine unendlich kleinwerdende Größe iſt, folgende Gleichungen: 
(x +o)=fix) fi(x) y + ayı 
f(x +0) = fx) f2(x) = Yı + VYys; 


und da diefe nur infofern beftehen, als die Ausdrüde: 
wyı und wyg 


unendlich Eleinwerdende Werthe vorftellen; fo geht nunmehr obige Glei⸗ 
Kung durch's Umſetzen von x in x-+ o it: 

F'(xto,y+to1,yıt oo) =0 
über, wo man 

= oyı und wa — wyg 
gefeßt hat, und wo dem eben Gefagten zu Folge »&, wı, wa un | 
endlich Eleinwerdende Größen repräfentiven. . 
Subtrabirt man von diefer die Gleichung (2), fo bietet fich, 

nach) Nr. 250, ald Grenzwerth diefes Unterfchiedes folgende Glei- 
dung bar: 

du‘ du‘ du’ 


+ — + -—- 


dx dy dyj 


> 


wg =0, 
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wo man zur Abkürzung 


— — dF(x,y) ‘ dF(x,y) 
u = Fix,y,y) = —— + —— ı 
gefegt, und wo die Ausdrüde: 
Au du’ du 
dx ' dy ’ dyı 
nad) der Drdnung ihrer Folge, die partiellen Differenzialquotienten 
von u‘ nad) x, nach y und nach yı vorſtellen. 
Keftituirt man hier die Werthe für wı und oz, theilt hierauf 
das Ergebniß duch wo; fo erhält man: 
du’ du’ da 


‘ 
u + ir rm. (D 


aus der, auch ohne nähere Befchreibung, die Vorfchrift, eine Glei- 
chung wie (2) vorhergehender Nr. zu differenziven, ſehr leicht ent- 
nommen wird. 

Werden überdieß noch die angezeigten partiellen Differenzialquo- 
tienten ausgeführt, wo man: Ä 











du’ d?F(x, d2F(x, 
ai *+ —— di 
du’ _ d2F(x,y) „ dFay) , 
dy dxdy dy? ’ 
du’ __ dF(x,y) 

dYyı 0  dy 


erhält; fo geht die vorangehende Bleihung über in 


dF(x,y) 
dy 
welche ald Ergebniß der Differenzintion von Gleichung (2) voran: 


d2F(x,y) . d2F(x,y) 
1 JL 24, —_ IL 
. dxdy 


d?F(z, 
dx? JH —* J y=0, (53) 


2 
gehender Pr. anzuſehen, und zum Werthe von y; oder von * führt. 


Dieſelbe beſteht jedoch blos für jene Werthe von x, im Bereiche 
deren die aus den Gleichungen (1) und (2) vorangehender Nr. ge- 
folgerten Werthe von y und yı, als continuirliche Functionen diefer 
allgemeinen Größe x ſich herausftellen. 


a⸗ 
258. Um yz oder ar zu erhalten, ftellen wir einftweilen den 
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Ausdruck zur Linken in Gleichung (3) vorangehender Nr. abwech- 

felnd dur F’ (x, y, Yı, Ya) oder auch durch u’ vor, wodurch 

diefe Gleichung unter einfacherer Form, wie folgt, dargeftellt wird: 
F (x, y,Yı y„D)=DP®. 

Wenn nun die aus (1), (2), (3) der zwei vorangehenden Viren. 
gefolgerten, oder nur gefolgert gedachten Werthe von y, Yı, Ys 
durch die Sleichungen: 

y= f(x), yı = fix), ya = fax) 
dargeftelit werden, fo erhält man, nad) Einfetung diefer Werthe 
in diefe, fo eben aufgeftellte Gleihung, folgende in Bezug auf x 
identifche Gleichung: 

-F’' (x, fix), fi(x), fa(x)) = 0. 

Wird ferner unter x eine Zahlengröße gedacht, die noch im Be— 

reiche der Eontinuitätsgrenzen der Functionen: 
fix), fi(x), fax) 
fält, und läßt man x in x + © übergehen; fo hat man, wenn o 
unendlich kleinwerdend gedacht wird, vorerft die Gleichungen: 
ix to)=fx) +oh()=y+to=y+ta, 
fix + ©) = fix) + oblX) = Yı Toy = Yyı + ws, 
f(x + 0) = f(x) + ob) pp top my + 0, 
wo wı, @3, @; Ohne Ende abnehmende Größen vorftellen und der 
Kürze wegen ftatt | 
wYı;, wy2, WYy3 
gefeßt worden find. Mittelft diefer Gleichungen erhält man, zugleich 
mit der am Eingange aufgeftellten Gleichung, auch folgende: 
F'ıx+ro,yto,yı +,» + ) - 0, 


die durch Subtraftion verbunden, auf folgende Grenzgleichung führen: 


du’’ du” . du‘’ du‘ 
Kt art we ymnm0 
oder auch, vermöge der Werthe von wı, @2, @s, auf: 
du‘ du’’ du‘‘ du‘ 
Tuer a6 es uR Basler ur ⏑ y 


welche leßtere eine Gleichung wie (3) differenziren lehrt. 
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-Berücfichtiget man die Bedeutung von u” und differenziet man 
diefe partiell nach x, nach y, nad) yı und nach ya; fo erhält man, nad) 
Einführung der Ergebniffe diefer Differenziationen in die letzte Blei- 
chung, folgende: 


d3F(x,y) d’F(x,y) d’F(z,y) _, _- #Fix,y) , 
a a a Fi 
” d?F(x,y) d?F(x,y) dFix,y)  _ 


aus der der Werth von ya, oder der dritte Differenzialquotient von | 


y nach) x ermittelt werden kann. 


Auf dem bis jeßt befolgten Wege fortgefahren, gelangt man auch 


auf Gleichungen, die ya, Ys, Ya; - . . enthalten, bei deren Her⸗ 
fiellung wir aber nicht verweilen, da folches nunmehr in theoretifcher 
Beziehung feiner befondern Schwierigkeit ‚unterliegen kann. Der 
Umftand ift jedoch nicht außer Acht zu laffen, daß alle diefe Glei- 
chungen, wie (2), (3), (4) u. f. w. nur infofern Beftand haben, 
als die ans den Gleichungen (1), (2), (3) u. f. w. gefolgerten Werthe 
von y, Yi> Ya, u. ſ. w. eontinuirliche Functionen von x find; fo 
befteht 3. B. die fo eben angegebene Gleichung (4) nur für jene 
Werthe von x, für die y, yı und ys aus den Gleichungen (i), 
(2) und (3) gezogen, als continuirliche Functionen von x erfcheinen. 

259. Sn den vorausgefchickten drei Men. gingen wir von der 
Gleichung (1) aus und zeigten, daß, auch ohne diefe Gleichung in 
Bezug auf y aufzulöfen, dennod) durch eine fücceffive Differenziation 
derfelben die Differenzialquotienten von y nad) x, nämlid) yı, Ya» 
y3, Yas - + ſich berftellen laſſen. Die fucceffiven Differenziationen 
rechtfertigten wir, indem wir jedesmal eine in Bezug auf die allge: 
meine Größe x identifche Gleichung berftellten. Nun fällt aber diefe 
Stüße weg, fobald man nicht von der eben citirten Gleichung (1), 
fondern von einer, wie etwa die folgende: 


F(z, V, Yı» Y25 Y3s -- . Yu) 0 (A) 


auszugehen fich angemwiefen fieht, in der Yı, Yas Y3> ... Yn für 
ceffive Differenzialquotienten von y nach) x, vom erften bis zum nten 
vorftellen. j 

Handelt es fich nun darum, bei alleiniger Zugrundelegung diefer 
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Gleichung den Werth von yarı oder vom (n + Iten Differenzial⸗ 
quotienten derfelben Variabeln y nad) x anzugeben; fo fällt Die 
vorhin erwähnte Stüße, diefe bier vorgelegte Gleichung in eine 
Bleichheit oder in eine in Bezug auf x identifche Gleichung umzufor- 
men, weg, wenn nicht vorerſt dargethan wird: e8 eriftirt aud) eine Func⸗ 
tion von x, die fammt ihren fucceffiven Differenzialquotienten ftatt 


Y» Yır Y2s Y3r »- - » Yn . 

in diefe Gleichung gefett, diefelbe in eine identifche umfeßen. Da 
aber nach dem gegenwärtigen Stand unferer Wiflenfchaft diefer An- 
forderung nicht entfprochen werden kann; fo erlaubt man fich, das 
Dafein einer ſolchen Function auch ohne Begründung anzunehmen, 
wodurch allein eine Differenziatiorf diefer Gleichung (A) gerechtfertigt 
werden fann. Durch Betrachtungen, denen: der letzten drei rn. 
ganz Ähnlich, gelangt man dann, ald Ergebniß diefer Differenziation 
auf die Gleichung: 

du du du 

ı« ” ds Arm dy; 
wo Yazı den (n + 1)ten Differenjlalqustienten von y nach x vor— 
ftelit, und wo der Kürze wegen: 


„u . au = 0 
y2 dy⸗ y3) + ... dyn Yatı — “ 


u fiatt Fix, y, Yı, Ya» Ya +» - yn) 
gefeßt worden ift. 


260. Wenn eine Gleichung wie (A) vorangehender Nr. vorliegt, 
geht man, wie dafelbft erwähnt wurde, non der Vorausſetzung aus, 
für y eriftict eine $unction von x, die fammt den aus derfelben 
gefolgerten Werthen von ya, Ya, yY3, - - Yn in (A) ſubſtituirt, letz⸗ 
tere in eine identifche Bleichung umſetzen. Wir haben hierbei x 
als die abfolute und y als die relative Variable angefehen. — Nun 
ift e8 bisweilen zweckdienlich, x ald Function einer neuen Variabeln 
anzufehen, wo nunmehr diefe neue Variable, die durch t vorgeſtellt 
fein mag, die abfolute if. Da alddann auch y, und zwar vermit⸗ 
telt durch x, eine Function von t ift; fo wollen wir in vorliegender 
Nr. zeigen, wie die fucceffiven Differenzialguotienten von y nach x 
in denen bon y nach t umzufeken, d. h. wie bei befagter Abände- 
rung der abfoluten Variabeln die Gleichung (A) zu umformen  fei. 
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Stellt man diefe vermittelnde Gleichung durch 
x = yit) 
dar, dann dur 4 2 den Differenzialquotienten bon y nad) x und 


analog durch = den Differenzialquotienten von x nad) t; fo hat 


man, wegen: 
| dy dx 
die Gleichung: 
| __ dy dx 
ya 


aus der 

dy _ dy dx 

dt d&«x"d 
gefolgert wird. Diefe Gleichung, die den Differenzialquotienten von 
ynad t, ald Produkt der -Differenzialquotienten von y nad) x und 
von x nad) t darftellt, dient ald Grundlage bei Herftellung des 
gegenfeitigen Differenzialquotienten zweier allgemeinen Größen, deren 
Abhängigkeit nicht unmittelbar durch eine Gleichung gegeben, fondern 
wenn diefelbe durch andere allgemeine Größen vermittelt wird, deren 
gegenfeitige Beziehungen ducch eine genügende Anzahl von Glei- 
chungen feftgeftellt find. So ift die folgende Gleichung: 

dy _ dy dx dz du 


—. — 


- K 7 &:" d2’ du’ d 


eine Erweiterung diefer Gleichung (a); in diefer ift u unmittelbar 
als Function von t gegeben vorausgefekt worden, und die Abhän- 
gigkeit zwifchen y und t erfcheint hier durch die Abhängigkeit zii: 
fhen z und u, zwifchen x und z und zwifchen y und x vermittelt. 

Stellt man, eine Vereinfachung ir in der Darftellung zu erzielen, 
die Differenzialquotienten: 


T und SU 2 dur xı’ und yı‘ 


(a) 


dar, und durch yı den Siferemaiqotinten von y nach x; fo geht 
obige Gleichung (a) über in: 


y' = yıx'. 
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‚ Differenziet man dieſe, fo hat man: 
dy,’ = xı’ dyy + yı dxy’, 
die wegen der Gleichungen : 
dy, = ysdx = nz dt, du = Sr t, 


in folgende übergeht: 


dx 
dy’ = (ne it + Yyı 35) dt, 
oder auch in: 
d , 
dy,’ = (ss x? -yı —) dt; 
aus der 


dx,’ 


dy;’ 
a ennteng 


gezogen wird. 
‚Nun bat man: 


dys’ _ d’y und Ir ni _ dk 
dt di? 2’ 


wenn fonach analog mie oben die Diferemiafuotinten jweiter Ord⸗ 
nung nad) t, nämlich ı 

a? 

Ge « und I 7 durch x⸗ und ya’ 
dargeftellt werden; dann ftellt folgende Gleichung das Ergebniß der 
Differenziation' der Gleichung (a) dar: 

v2 = yaXı’? + Yıxzy'. 
Wird auch diefe Gleichung differenzirt, fo ergiebt fi) zunächſt: 
dys’ = xy’? dyg + x3’ dyy + 2ysxı’ dx,’ + yıdız'; 

nun ift: 


‘ 4 
dys = ysdı, dy, = yıdz, dx’ = = dt, ie = a 


und wegen 


“= Zaend; 


dt 
daber bat man folgende Gleichung: 


Far 
dy’ = (six + yaXı'Xz! + 2ysxı'xy + Yı —) dt, 
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aus welcher folgende gezogen wird: 


dys’ dxy’ 
a = yax + I3yaxı'zy’ + Yı ; 


es ift aber 
FSenmt-t 
wenn ſonach die Differenzialquotienten dritter Drdnung von y und 
x nad) t refpective durch: 
y3‘ und x3‘ 
angedeutet werden, fo bat man: 
y3’ = yaxı? + Iyaxı'zz’ + Yızz. 
Eben fo findet man 
y’ = yıxı'? + 6y3 ug + y (dx, xy + 32'?) + yıxzı,, 


wo der Kürze wegen: 


d'y d’x 


4 ‘ — 
y. und x,‘ ſtatt und ——z 


geſetzt worden iſt. 
Stellen wir die gefundenen Ergebniſſe zuſammen, ſo haben wir: 


yi = yızı’ 
yo‘ = yaxı'? + yıry', 0 
yyxı’ "I yxı'zz' + yıxzy, (0 
yu = yızı'® # 6 yazı?xg’ + yalızı'za! + 3x9?) + yıx,, 
u. ſ. w., 
aus welchen folgende Gleichungen gezogen werden: 


xı’'yı =Yyı’; 
Xxiꝰ y2 yıxı’ — yı'zy’, 
sy’? 3 y2 Xi za’ + yı’(3 x’? — xı’ x), (c) 
zT" =y'xı'?—6y3'xı’/?zg' + ys’ (15 zı'x?’?—Axı’?zy‘) 
— Y1 (15 xy’? — 10 zu'x’x,’ + xı’?x,‘), 
u. f. w. j 
in welchen leßtern die Differenzialquotienten: 
x’, xg', xy‘, > PURE ” 
Yı Ye Ys Ylı con 
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ſammtlich auf die abſolute Variable t, und die Differenzialquotienten 
zur Linken daſelbſt, nämlich: 

yı» Ye, Vs, Jar +» «+» 
auf die vermittelnde Variable zwifchen y und t, nämlich auf x Be⸗ 
zug baben. 

Stelt man in den obigen Gleichungen (c) die auf t Bezug ba 
benden Differenzialquotienten in allgemein üblicher XBeife dar, mul: 
tiplieirt dann folche in der Ordnung ihrer Aufeinanderfolge mit 

dt, dt’, deö, d’,...; 


fo ftellen fich diefe Gleichungen (c) aud) folgendermaßen dar: 


yıdxz = dy 
yıdx? — dxd’y — dexdy j | 
y3dx® — dx2d’y — 3 dxd?xd?y + |3 (d2x)? — dxd’x|dy, ce) 
ysdx? — dxid'y — 6 dx2d2xddy + }15 dx(d?x)? — 4 dx?d’x} d’y 
— 415 (d?x)? — 10 dxd?xd?x + dx?d’x} dy, | 
u. ſ. w. j 
wo fämmtliche Differenzialien auf die abfolute Variable t Bezug haben. 

Sekt man die für yı, Ye, Ya Ya; +. . gewonnenen Ergebniffe, 
entweder die aus (c’) oder die aus (c) in die Bleichung (A) vor⸗ 
porangehender Nr.; fo erhält man die Umgeformte derfelben in 
verlangter Weife. 

Das allgemeine Bildungsgefeß der Gleichungen (c) und (c) 
unter einer fpeciellen Annahme über die Befchaffenheit der Function 
ab (t) werden wir noch in der folgenden Nr. mittheilen. 

261. Wir feten Eingangs voshergehender Nr. die Ahhängig- 
‚keit zwiſchen x und t durch die Gleichung: 

xy) 
feft, wo »(t) jede Function von t vorftellen konnte; da wir uns 
einmal zur Unnahme berechtiget erklärten, es eriftivt eine Function 
von x, die für y in Bleichung (A) Pr. 259 gefekt, derfelben iden- 
tisch ein Genüge thut: fo ift über diefe willführliche Function  (1f) 
auch dergeftalt zu verfügen möglich, daß man 
y—-t 











* 
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Babe, wodurch nunmehr 


x=y(y) 
erhalten wird. v 


Nach diefer Annahme Über die gegenfeitige Abhängigkeit der drei 
Variablen x, y und t ift leßtere fehr Teicht zu eliminiven möglich, 
und man hat: 


y'=4, yp’=0, y'=o0, vw =0,uf. m. 


, dx , dꝰx , d’x 
Xı - y’% 13 = yo = gm u. ſ. w.; 


= 


x 
KT 
wodurch dann die Gleichungen (c) vorhergehender Nr. in folgende, 
viel einfachere übergehen: 


dy 
A1= a’ 
_ _ 4y dx 
dy dex d’x 
„= am) "Ww): 
dy d2x \° d?x d’x d’x 
»=- 7 (1 35) 10 05 u te) 


wo die Differenzialien rvechterhand allerdings auf t ſich beziehen, 
wegen des eben getroffenen Zuſammenhanges zwifchen t und y aber, 
die Differenzialien von x, als auf y Bezug habend, angefehen 
werden dürfen; fest man daher folgende Gleichungen feit: 

dx d?x d’x d'x ' 

m Typ Tm Tu f. w. 


fo hat man auch: 





_ 4 
yı = xı ’ 
— 1 X? 
y3 — xi xı? 
1 x x3 (e“) 
„= {s2-2) 
xi xy” xı? 
4 xp X9X3 X, ) 
„== — 115 — - 10 — — 
y —( xı6 xı® + xi 


u. ſ. w. 
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Werden diefe Eragebniffe in die Bleichung (A), Nr. 259 einge: 
feßt, dann ſtellt fich folche in der Weife umgeformt dar, daß nun- 
mehr y die abfolute und x die relative Variable ift; denn die fe 
erhaltene Umgeformte enthält außer y und x auch die Größen: 


X, X3, X3, Zu, oo. 0. 


welche die fuccefffiven Differenzialquotienten von x nad) y vorftellen. 

In der Integralrechnung, namentlicy bei der Integration der 
Differenzialgleichungen bietet fich öfters der Anlaß dar, ſolche Um— 
formungen ihres guten Erfolges wegen vorzunehmen; um jeboch bier 
ſchon eine Anwendung derfelben zu zeigen, werden wir in der nädhıt- 
folgenden Nr. mit Hülfe der zulekt aufgeftellten Gleichungen (c’‘) 
die fogenannte Reverfionsgleihung ableiten, zu welchem Zwecke wir 
noch das allgemeine Bildungsgefek berfeiben durch) eine Recurſion 
mittheilen. 

Deuten wir den Differenzialquotienten irgend einer der Größen: 


y; Va⸗ y2; y3;5 . 0.0. 


nach x dadurch an, indem wir diefelbe mit runden Klammern um: 
geben und rechts derfelben den Zeiger 1 unten beifeten; fo find die 
obigen Gleichungen (c’) mit den folgenden gleich bedeutend: 


yı = —. ye = — (Ydı, Yys= — 9, y= — u. ſ. w. 
wo ſonach (yılı den Differenzialquotienten von yı, oder von deſſen 
Werth — nach y vorftellt, wo ferner (ys)ı den Differenzialquo- 
tienten von: 

xg 


ar 


nach y, und mo (ys)ı den Differenzialquotienten von: 


gleichfalld nad) y u. f. w. vorftellt; wobei man folgende Gleichungen: 
dxı — xzdy, dx; = xıdy, dx; = x,dy, u. f. w., 


als beftehend angenommen hat. 
Um nun die allgemeine Gültigkeit des durch die obigen Gleichun⸗ 
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gen ausgefprochenen Bildungsgefeßes darzuthun, nämlich dag. man 
allgemein: 


1 
Yn = x (y._-ı)ı (B) 


habe, bedente man, daß nad, dem oben getroffenen Uebereinkommen 
folgende Gleichung befteht: 


(._.) = It ; 


nun ift 
dy._-4 = y.dx, 
daher hat man aud) . 
. dx 
j (-)= = Y,I- dy ' 
woraus 


d 1 
Yy.„ = = (vu): ‚ odey, = u (su) 


gezogen wird, w. 2. 3. W. 


262. Eine nicht unwichtige Anwendung der in vorangehender Wr. 
gemonnenen Ergebniffe ift, wie dafelbft erwähnt wurde, die Her⸗ 
ftelung einer Reverfiongdgleichung. 

Hat man nämlich die Gleichung: | 

x = ıu(y) D 
wo Y (y) irgend eine Function von y bedeutet, fo wollen wir die 
Bleichung, die umgekehrt, y ald Function von x darftellt, die Rever⸗ 
fionsgleichung zur vorgelegten nennen. 

Die Function von x, durch die wir y ausdrüden, werden mir, 
wie fogleich gezeigt werden fol, als eine nach auffteigenden ganzen 
Potenzen von x, ohne Ende fortlaufende Reihe darftellen, die auch 
ein Ergänzungsglied, ähnlich dem bei der Taylor’fchen oder Maclau- 
rin’fchen Reihe der erften Abtheilung der Differenzialrechnung, mit: 
führen wird. - 

Aus der bier vorgelegten Bleihung (I) wird unmittelbar ent- 
nommen, daß y eine Function von x fein muß; ftellt man diefe , 


% 
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einftweilen durch f(x) dar, fo bietet dad Maclaurin’fhe Theorem 
(Nr. 27, Gleich. (24)) folgende Entwidelung dar: 


. 2 
fx) = f(0) + xfı(0) + rw BO) + 22... 
k—i 
— — 
1.2.3..(k—1) 


die wie folgt geftellt werden Tann: 


+ x (0) + 





j 2 
y=y"+xy + 7" + .... 


k—1 or 
+ 723.001 7 123.% 





y‚(ar, (m 


wo 


(0) (0) 
’ 


y ’ yı), Y⸗ ... Y_a 


die der Annahme x — 0 entfprechenden Werthe von y, Ya, Yas-- 
ys_ı vorftellen, und yn (2) den Werth von: 


vorftellt, falls man im Ergebniffe des kten Differenzialquotienten 
von y nach x, x in ax umfeßt, wobei @ einen pofitiven echtgebro- 
chenen Zahlenwerth bedeutet. 
Nun hat man nach der vorangehenden Nr. 
1 


yı. = x’ 
ı = — (yı)ı D 
’ 1 
4 Zu 
y = Er (se): ’ cam 


1 

«Mi >= es (%_.)ı D 
4 

x, = x (x) 5 


beftimmt man nad) und nad) die Ausdrüde zur Linken diefer Gfei- 
chungen, indem man von dev Gleichung (I) ausgeht; ftellt hierauf 
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gleichfalls mit Zuziehung der Gleichung (I) die Werthe der Ausdrücke: 
y ’ yı'? ’ yıl) oo. Yo, y„(@%) 


ber; feßt endlich die fo getwonnenen Ergebniffe in (ID ein: fo ſtellt 
diefe dann die verlangte inverſe zur Gleichung (I) vor. 

- Den richtigen Gebrauch diefer Gleichungen zu erfehen, legen 
wir uns folgende Gleichung: 


med —1 

zur Umkehrung vor. 
Man findet zuerft: 
uı=e, alſo — * 
xı 
mithin erhält man: 
yı = e” und Yıhız=- 1.e 5; 
aus der leßtern gewinnt man: 
J2 — — 1. und (yız 1.2 7’ ; 
aus Diefer wiederum folgende: 
y = 1.2 eo” und (yalı = — 1.2.3 e”’; 


eben fo giebt diefe Bleichung folgende: 
y = 1.2.3 eo” und (yaıı = 1.2.3.4 eo”; 
wenn in diefer Weiſe fortgefeßt wird, ergiebt fich allgemein: 


Ya 023...) 7; 


und da aus diefer 


(1) = (1) 1.2.3 .. (k—2) (k—1) ge #-Dr 


gezogen wird, fo hat man aud): 
aA 1230...k- Ne”. 


Wird nun in der vorgelegten Gleichung x — 0 angenommen, 
ſo erhält man: | 


0 (0) 
ee) -_ıumde’ zu, 
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mithin hat man: 
O0 -0,y9 1, 19=—-1,y) = 4.2, „0 =— 1.2.3, 
und allgemein: 
a9 = (17° .1234...k- 2); 
ferner hat man, nad) der vorgelegten Gleichung , 


1 ky 1 
= 77 alſo e = (dx , 


= 


folglich hat man auch: 
—. 
(i+ax)" 


und die allgemeine Gleichung (IT) geht im vorliegenden befondern 
Fall in folgende über: 


ya) = (1)1.4.23.8...(k—1). 





k-2 k—1 " x 
yax-—ix 3 — 1x4 cd _ k—1 ee | x j 
ymx—1x’ -1x 4x?’ -+- ni x 4 II 


oder auch, beachtend die Bedeutung von y, in: 





lg. +. SIT en + —— x J. 
k—1 k 1+ax 
wo « einen zwifchen O und 1 fallenden Zahlenwerth vorfiellt. 

Das lebte Glied diefer Gleichung ftelit die Ergänzung vor, falls 
man mit dem vorlegten Sliede, in der Beftimmung von log. (1+x), 
die Rechnung abbricht; diefes leßte Glied muß beim unendlichen 
Zunehmen des Stellenzeigers k Null zum Grenzwerthe darbieten, 
und damit diefed auch ftatthabe, darf die allgemeine Größe x die 
Einheit nicht übertreffen. Denn erlaubt man fich die Annahme 
x = 1-+ u, mo u einen pofitiven Werth vorftellt, fo verfüge man 
über die willführliche aber echtgebrochene Zahlengröße & dergeftalt, 
dag man 


u u 
| a< ru oder & == Eu , 
habe, wo 8 pofitiv und kleiner als eins ift; alsdann ftellt fich der 
Bruch: 


x 1u 
1+ux durch 1+-pu ? 
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und folglich numerifch größer als die Einheit dar, welcher, auf die 
unendlich großmwerdende Potenz k erhoben, troß dem unendlich 


leinwerdenden Faktor = ‚ nicht den Nullwerth, fondern einen 


unendlich großmwerdenden Werth ald Grenze darbietet. Läßt man 
aber in der letzten Gleichung für x jeden Zahlenwerth von O bis 1 
gelten, fo verfchwindet diefes Ergänzungsglied mit dem unendlichen. 
Zunehmen von k, und die Gleichung: 





17? „ri 

k—1 

befteht für alle Werthe von x’=0 bi8 x = 1 mit deſto größerer 

Genauigkeit, je größer der Zahlenmwerth für k angenommen wird. 

263. Nachdem das Differenziren einer Gleichung mit zwei 

Vaviabeln, ald zur Genüge erörtert, angenommen werden darf, über: 

gehen wir nunmehr zur Differenziation einer Gleichung mit mehr 

als zwei Variabeln. Hierbei befchränfen wir ung jedoch auf den Fall 
dreier Variabeln, da aus diefem Falle das Verhalten bei jenen mit 
vier und mehreren Variabeln leicht entnommen werden kann. 

Zuerft legen wir ung den Fall vor, wenn eine der drei Varia— 
bein gefondert von den beiden andern durch eine Gleichung darge» 
ſtellt ift. 

Hat man nämlich die Gleichung: 

4 — fix,y), 

wo f(x.y) irgend eine Function von x und y bedeutet, fo Tann 
diefe Bleichung bei der Annahme, x und y ftehen in Ffeinerlei 
gegenfeitigen Abhängigkeit, unter folgenden drei Gefichtspunften der 
Differenziation unterzogen werden. 

a) Das Differenziale von z zu finden, wenn entweder x eine unendlich 
Eleinwerdende Aenderung erleidet und y unverändert bleibt, oder 
unter der gerade entgegengefeßten Borausfeßung. 

b) Dis Differenziale bon z zu finden, wenn x und y zugleich un- 
endlich kleinwerdende Aenderungen eingehen. 

c) Wenn (mas jedoch erft in der folgenden Nr. wird befprochen 
werden) eine der drei Variabeln x,y,z eine unendlich Eleinmwer- 
dende Uenderung erleidet, den Einfluß hievon auf jede der beiden 
andern durch Differenziation der vorgelegten Gleichung zu 
ermitteln. 

Raabe, Diff. u. Int. Rechnung. ı. 3 


log. (+ x) = x — 4x +1 — 1x? +.... 
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Der Fall in a) ift bereits in Mr. 249 erörtert und genligent 
gelöst worden. — Man hat zur Beftimmung des Differenzials von z, 
falls die Variable x eine unendlich Eleinwerdende Aenderung dx erleidet, 
die Gleichung: | 

dz = da dx, odedz = dfxy) dx; 
x dx 3 dx 


eben ſo hat man zur Beſtimmung des Differenzials von 2, wenn 


y die unendlich kleinwerdende Aenderung dy eingeht, die Gleichung: 


— dm _ d.fex,y) 
da=myÄdr oder ne ee ei Z 
100 - 
dz dz 
A und 5 


reſpective, die partiellen Differenzialquotienten von z oder von F(x, y 
nach x und nach y vorſtellen, die nach derſelben citirten Nr. keiner⸗ 
lei Schwierigkeit in der Herftelung unterliegen. 
Um den Fall in b) zu löfen hat man, nach dem Begriffe eines 
Differenzials überhaupt, die Gleichung: 
dz = Lim: jf(x+o0,y+w)-fix,y)l, 


wo o ftatt dx und « ftatt dy gefeßt- wurde; mit Zuziehung des 
in derfelben Pr. 249 Mitgetheilten erhält man nun: 


dz dz 
dz — x dx + dy. 


Auch das zweite und die höhern Differenzialien von z find fänmt- 
lich mit Hülfe des in den Nrn. 251 — 254 Mitgetheilten darzuitel: 


len möglich; fo 3. B. hat man für das totale zweite Differenziale 


von z folgende Gleichung: 


d’z 
3 
dx? dx + 2 dxdy 


wenn man nämlich die Differenzialien von x und y zwar als unbe: 

ftimmte unendlich Eleinwerdende Größen, jedoch ald von x und y 
unabhängig oder als Conſtante behandelt. 

264. Hat man eine Gleichung zwiſchen x,y und z der Form: 
f{x,y,2) = 0, 


. die feine der drei Variabeln von den übrigen abgefondert enthält, 


d?z d?z 


22 — 2 
d’z — dxdy + dy? dy?, 











Differenzialrechnung. III. 264. 35 


oder die feine der Variabeln durch die beiden andern ausgedrückt 
darftellt; fo werden die drei Fälle a), b) und c) der vorangehenden 
Tr. in folgender Weife erlediget. 

Betreffend den in a) vorgeführten Fall, denken wir uns in der 
bier vorgelegten Gleichung y als Conftante; alsdann find wir folche 
nah Ne. 256 in Bezug auf x und z zu differenziven berechtiget. 

Das Ergebniß diefer Differenziation ſtellt dann die Gleichung: 


dar, wo zur Abkürzung u ſtatt f(x,y,z) geſetzt wurde. Aus dieſer 
Gleichung fließt die folgende: 

du du dz 

“ru men (@) 
die den partiellen Differenzialquotienten von z nach x, nämlich m 


und folglich auch das Differenziale von z beftimmt, falls blos x eine 
unendlich Eleinwerdende Aenderung eingeht. 
In ähnlicher Weife erhält man die Gleichung: 


da da dz 
57 550, (8) 


dz 
mittelft der der partielle Differenzialquotient von z nad) y oder 35 ‚ 


und mithin auch das Differenziale von z beftimmt werden fann, 
wenn lediglich y eine unendlich Fleinwerdende Aenderung eingeht, 
x hingegen conftant bleibt. 

Den in vorhergehender Pr. in b) vorgelegten Fall u löſen, 
bedenke man, daß aus der hier am Eingange vorgelegten Gleichung 
eine der Variabeln, z. B. die z, als Function von x und y jeden⸗ 
falls gedacht werden kann; diefem zufolge hat man als totales Dif- 
ferenziale von z die Beftimmungsgleichung : 


d d 
dz = dx * dy; 
werden aus (a) und (5) die partiellen Differenzialquotienten: 
z E 


und * 
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beftimmt und deren Ergebniffe in die eben aufgeftellte Gleichung 
eingefeßt, fo erhält man: 
du d da 


u 
ri en 0, 


welche Sleichung zur Kenntnif des Differenzials einer der drei Varia— 
bein x,y,z führt, fal8 die beiden andern unendlich kleinwerdende 
Yenderungen eingehen. | 
Da ferner diefe eben gewonnene Bleihung mit dem Ergebniſſe 
der Differenziation der vorgelegten Gleichung nad) allen drei Barin- 
bein identifch ift; fo fehließen wir hieraus, daß man auch eine 
Bleihung mit drei Variabeln, gleih wie eine Glei— 
hung mit zweien, nad) allen Bariabeln differenziren 
darf. 
Um endlich den Fall ec) norangehender Nr. zu löfen, legen wir 
in irgend einer zwifchen dreien Variabeln x, y, z vorgelegten Glei- 
chung einer der Variabeln, 3. B. der Variabeln z, eine unendlich 
tleinwerdende Aenderung bei; alsdann. erfahren wir den Differen- 
zialquotienten von x nad) z durch folgende analoge zur Gleichung («): 
du, du, de _ 
dz dx da 7 
wo u = f(x,y,z) und f(x,y,z) = O die vorgelegte Gleichung zmi- 
fhen den drei Variabeln x,y,z ift. Eben fo bietet folgende analoge 
zu (8) den Differenzialguotienten von y nad) z dar: 
a, du. 
dz dy dz 
Beftimmt man aus diefen zwei Gleichungen die Differenzial- 
quotienten 





dz dz ’ 


und feßt die Ergebniffe in die Ausdrücke rechterhand folgender zwei 
Gleichungen: 





dx dy 
de 12 42; 


fo ſtellen diefelben die Löfung des Falles in c) vor. 


dx = dd, dy= 





Viertes Kapitel, 
Anwendungen auf Functionen mehrerer Bariabeln. 


$.1. 


Die Reihen von Taylor und Maclaurin für Functio- 
nen mehrerer VBariabeln, und verallgemeinerte 
Umfehrungsreihe von Kagrange. 


265. Es wird hinreichen, die Reihen von Taylor und Maclau⸗ 
rin für Functionen zweier Variabeln einer ausführlichen Entwidelung 
zu unterlegen, um den Gang fowohl als das Endergebniß bei Func⸗ 
tionen von mehr denn zwei Bariabeln hieraus abzuziehen. 

Stellt man durdy f(x,y) irgend eine Function von x und y vor, 
und ſetzt die Gleichungen: 


x —=x-+hz, 
j j (1) 
y'=y +h’, r 
wie auch 
U= fix’,y) = fx +bz, y-+h'‘) (2) 


feft, mo alfo U diefelbe Function von x’ und y’ vorftellt, als folche 
f{x,y) von x und y ift; fo kann man, da x‘ und y’ nach den 
Bleichungen (1) von z dependiren, die Größe U als Function von 
z anfehen, und folde nah Maclaurin’d Theorem für Functionen 
einer DBariabeln (Nr. 27, Gleih. 24) nach auffteigenden und 
ganzen Potenzen von z entwickeln. 

Diefem nad hat man: 


(0) dU \(0) — (0) 22 
U=-U — EEE . 
( dz ) J dz? 1.2 * 


— A d«U \(az) z* 
Par er ER + — — — — 4 — , 
dz*-!/ 123...(K-) ur) 1.2.3...k 


u () (U (0) dk-ıq7\ (0) 
dc lc rn 








wo 
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der Ordnung nad) die Werthe von: 
dU dU aF-!Iu 


p — 9 ———n y ® ® ® [3 FT — 
dz? dz*-1 


dz 
borftellen, wenn in diefen z = o angenommen wird, und wo ferner 
d*U \ (az) 
(=) 
dx U 
— 
iſt, wenn man in dieſem az ftatt z ſetzt, wobei « einen poſitiven 
echtgebrochenen Zahlenwerth vorftellt. 

Da U unmittelbar durch x’ und y’ gegeben ift, diefe, vermittelt 
durch die Bleichungen (1), von z dependiren; fo hat man, beadytend 
die Gleichung (a) Tr. 260., 

| dU _ AU dx! , AU dt 
dz ” dx’ dz dy’ dz ’ 

und da man nad, Gleichung (1) hat: 
dx’ h dy’ 





der Repräfentant von 











= —— bh 
dz ’ dd —° 
fo erhält man: 
dU dU dU ,, 
” u A tor 
Nach derfelben citirten Gleichung (a) Nr. 260 hat man ferner: 
dU _ dU de’ , dU _ dU dy‘ 
a Ku" dy “" dy’ dy ’ 
welche, da die Bleichungen (1) 
dx’ dy’ _ 
> 1 und %Y 41 
geben, in folgende übergehen: 
dU _ dU „du _ AU. 
dx dx’ dy — dy' ’ . 


daher ftellt fich die obige, den Differenzialquotienten von U nad) z 
darftellende Gleichung auch folgendermaßen dar: 


dU _ dUÜ dU ,, 
ua: h’. (3) 
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Differenzirt man diefe Sleichung partiell nach z, fo erhält man 
unmittelbar folgende: 


de U (ir dx’ . d?U 4) 


dz? — \dxdx“ dz dxdy’ dz 
(ni dx , @U_dy’\ „. 
dydx’ dz * Aydyı dd 
y’ 
führt man hier die oben für E und — aufgeftellten Werthe 
ein, fo hat man audh: | 


U _ AU 65 U) ‚, CU 


— — — — — 22; 
dz? dxdx’ dxdy‘ * dydx’ dydy‘ h 


beachtet man endlich die Bleichungen: 


dx’ — dy mn 
wodurd) 


d?U @U dU _ EU d?U de U de U dU 


. dad’ — dx?’ dxdy’  dxdy’ dyde’  dydx’ dydy’  dy® 
erhalten wird; fo ergiebt ſich mit Beziehung auf die erfte der Blei» 
ungen. (c) Nr. 251 folgende Gleichung : 


U _ dU u. FU .„ FU 
dz2? — dx2, “  dxdy dy? u 





(4) 


welche den zweiten Differenzialquotienten von U nach z darftellt. 

Wird auch diefe Gleichung partiell nach z differenzirt, fo erhält 
man mit Zuziehung derfelben Berrachtungen, die ung auf (3) und 
(4) geführt, folgendes Endergebniß: 


DU U U U na PU nn 
d dy? 








KU AU... (nn FU on, (Ko a k-2 
dk Tan a" el ap? u 
1, d-IU 
u a 24) ki h’k=1 ’ (5) 
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® 





wie auch: 
KU _ AU, mn —- xy _ MU x-2u: 
der — dar ir (1) dx*-!dy J * (2) dx*-?dy? bh 
x’, dU 
Pe 7 h’K. (6) 
(x) dyF 


Setzt man nun in den Gleichungen (2) bis (5) z = o voraus, 
fo bieten, wenn der Kürze der Darſtellung wegen, 


uz= f(z,y) (7) 
geſetzt wird, dieſe Gleichungen (2) bis (5) folgende Beſtimmungen dar: 


u» zu, 








dU \t0) du du , 
(3) =. tt» 
d?U \(0) d?u d?u du .- 
u — 2 Au 536 7 
( dz? ) — dx? +2 dxdy hh’ + dy? pee, 











(>) d*-Iu Hi. (*7*) au hX-2u + .... 








dzk-17  gxk-1 ı / dxk-2dy 
. di-iu dk-ig 
1 _ k—1 
en. . + Dar) Fre m re , 
und man erhält: 
f(x + hz, y+ bh’) = 
du du ,, d’u den ,, Wu, , ) z3 
zur (gehe gen) (0 +2 rayoh ty 1.2 
du du d’a d’u,,..\ 2 
-_—_h3 _2 ph’ 2.-__ Hn5l___ 
” (= hir 3 dx?dy bibT 3 day: oh ” dy? h er 
>» 
ta xoı wo du x-3 
un +( 1 ) 7, h h’=#....:.. „u 
> 
du 1.23...(k-Iı 
k—1 k—1 nl 
+ Dee 
+ R. 


wo u durch die Gleichung (7) gegeben sit, und wo man: 








4 
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d“f(x-+ahz,y-+cch’z) Hi (* ‚dftz + ahz.y+ech'z) win, 
R— dx“ J dx*=!dy ze 
ko k . h‘ 1.23...k 
2... een 
y 


geſetzt hat. 
Sekt man in diefen Gleichungen z = 1, fo ftellt fich letztere 
wie folgt dar: 


R, — d“f x+ch, y-+ch'’) . h* 4 d*f(x-+ch, y-+ch‘) h*-1 h 
dx" : 123.k dx*-!dy 1.23..(k-1) 1 
„Mix +.ch,y-+.ch‘) h*2 h’2 
dx" ?gy2 1.2.3..(k—2) 1.2 * 


. d“f(x-+ ah, y-+ah‘) h’* 


dy" 123...‘ 


die, wenn man auf den Urfprung von R, zurücgeht, nämlich auf 
die Gleichung: 





1.23..K 


und z = 1 fest, auch mit folgender gleichbedeutend ift: 


dfx-+ ah, y-+ cab‘) 1 
BR = 5 
da 1,2.3..k 


daher geht die erfte der obigen zwei Gleichungen nunmehr in fol- 
gende über: 


. dd d 
fix+hb,y+h)—u + + Fr h‘ 


„Pub, du h hi, dab 

dx? ı2 dxdy 1 1 dy? 1.2 
„@uhb?, du bh’, dia bh”, d’u h‘3 
dxdı23 dx?dyızı dxdy? ı 12 dy?ıa3 
+. 0.00. 000. . 
den dx-i nF h‘ 
dx"! 123. .(k-1) ” dx"dy 1.2.3..(k-ı) 7 
dia pr 








- + 








dy"T 123... (k-1) 

k 
„tlaroh, yrabl), — A) 
da 1,2.3....k 
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wo «a eine pofitive echtgebrochne Zahlengröße vorſtellt und, nach 


Gleichung (7), u ſtatt der Function f(x,y) geſetzt worden iſt. 

Dieſe Gleichung (D ſtellt das Taylor'ſche Theorem für 
zwei Variabeln vor; die Gliederreihe zur Rechten mit Ausnahme 
des letzten Gliedes wird die Taylor'ſche Reihe für zwei Va— 
riabeln genannt; das letzte Glied endlich ſtellt die Ergänzung 
zur eben genannten Reihe vor. 

Es beſteht jedoch die Gleichheit (I) nur für jene Werthe der 
Bariabeln x und y, für die die Function f(x,y), oder u, wie 
auch fämmtliche partiellen Differenzialquotienten derfelben noch con: 
tinuirlich verbleiben. 

266. Beſteht das Taylor’fche Theorem, d. h. die Gleichheit (I) 
vorangehender Nr., auch noch für x=o und y=o; dann folgert 
man aus demfelben das Maclaurin’fche Theorem für zwei VBaria- 
. bein, wenn 

x=0o, y=-o,h=x undh'=y 
angenommen wird. 

Man erhält alsdann, wenn durch: 


. 


0, (2)®, (2), (2e)”, (de )® 
"\ax/ ’ \dy) ' \dx2) ' \dxdy) ° 
der Ordnung nach die Ergebniffe von: 


df(x,y) d.f(x,y) df(x,y) df(x,y) 
(zy), dx ’ dyy °  dı2 °’ dxdy ’ 


für x=o und y=o vorgeftellt werden, folgende Gleichheit: 


(0) (0) 
f(ix,y) zu), (4) X + (4) y 
x dy 

d2a \(9 x2 du \0 x d2u \9 v2 
+2) + 227.(I7) Z 

dx? 1.2 dxdy 1 1 dy? 1.2 
ni ( d3a \(9 x5 du \9x2 y 

dx? 123 dx?dy 121 


dsu \), 22 d3 (0) „3 
„(Eu \9x y2 | (du \9 y 
(23%) 1 123 +( dy? ) 1.2.3 
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dk-1.\(0), „r-1 di, \ 0 „Ko y 
+ a) TH Fan 
dx 1.2.3..(k—1) dx“ dy/ 1.23..(x-2) 
. ( di-1ı "x yı. _ı d’1.\ (0 yr-i 
dxdy" 1 1.23..(k—2) dy*-1 1.2.3...(k-1) 


k 
d« 1.2.3...k 





wo, wie in (I), « einen pofitiven echtgebrochenen BZahlenwerth res 
präfentirt. 

Diefe Gleichung (IT) ftellt das Maclaurin’fhe Theorem für 
Functionen zweier Bariabeln vor; die Bliederreihe rechter- 
band, das lekte Glied ausgenommen, wird die Maclaurin’fche 
Reihe. für zwei Bariabeln genannt; das Iekte Glied felbft 
ftellt die Ergänzung diefer Reihe vor. 

267. Stellt man folgende Gleichung feft: 

U=f(x+ch, y+coh', z+ch",...), (a) | 
fo ftellt fih dag Tayl or'ſche Theorem für jedmwede Anzahl 
von Bariabeln x, y,z,... . folgendermaßen dar: 


f(x+h, y+h’, z+h",...) = 


0 (au\® _ /aU\9 uU\9 4 
—U —) + — — — 
\ (U) — 1.2 ” da? 123 


dF-!u 9 4 d* 4 

(m 
- \du“” 19.3...%-1) Ja’ 123....% 

wo . 


u. yau\) /au\® dig \ 0 
ee) 
der Reihe nad) die Repräfentanten von J 

dU d’Ü dK-10 














U, 


find, wenn in diefen nach vollgogenen Differemiationen jedesmal 
@=o gefeßt wird; im leßten Gliede der Gleichung (A) aber, dag die 
Ergänzung zur Taylor’fchen Reihe mehrerer Bariabeln repräfentirt, 
ift, nachdem man den kten Differenzialquotient von U nad) «& her» 
geftellt, für a eine pofitive echtgebrochene Zahlengröße zu feßen. 


% 
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Beim unendlichen Zunehmen von k muß diefes Ergänzungsglied 
Null zum Grenzwerth darbieten, wenn für « diefer eben genannte 
Zahlenwerth gefekt wird. 
Wird ferner folgende Gleichung feftgefteltt : 

 Vzf(uax, oy, a2,...),; (b) 
ſo wird das Maclaurin’fche Theorem für jedwede An— 
zahl von Variabeln x, y, z,... . durch folgende Gleichheit 
dargeftellt: 

f(x, y, z2z,.. = 


yo av (9 aV\0y4 g3V \ 4 
— * de + d«?2 Pr de 1.2.3 * 


X-v \ı (0) k 
* 7) ı _  „dV, 4 (B) 


dat!) 123...0-0 dat 123.8 














mo man hier mit V diefelben Operationen vorzunehmen hat, als 
oben bei U angedeutet wurde, alfo auch im lekten Gliede diefer 
Gleichheit, welches die Ergänzung zur Meaclaurin’fhen Reihe 
borftellt, die Größe & irgend einen echtgebrochnen, ‚pofitiven Zah— 
lenmwerth bedeutet. . 

268. Hat man eine Gleichung zwifchen den drei Variabeln 
x, Y, z, wie die folgende: Ä 
z=Fjx+yf()|, (1) 
wo 

f(z) und Fi x+y f(z)} 
Functionen von 
z und x-+-y f(z) 
borftellen; fo befteht die verallgemeinerte Lagrange’fche Umkehrungs— 
reihe darın: irgend eine Sunction von z, wie etwa 9 (2), nah 
auffteigenden und ganzen Potenzen von y zu entwickeln. 

Vebergehen wir zur Ableitung diefer Reihe, und feken der 
Kürze wegen: 

u=p(2); (2) 
fo bietet dad Maclaurin’fche Theorem für eine Variable folgende 
Entwidelung dar: 
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(0) ( da \(9 (25 d?u je y? | 
= * — — — +..... 
= ‚dy ’ dy?/ ı2 * | 
art, \ 0 yr-1 dku\far) yx a) 
+ (=) 1.2.3...(k—1) + dy* ) 123...K. 


() /du\®) d2u \(® Pan (0) 
“(2)”, (9 (>) 
die aus den Gleichungen (1) und (2) gefolgerten Werthe von: 


du deu dk-1a 
” u, k—1 


. dy ’ day’ 





wo 





vorſtellen, wenn nach vollzogenen Differenziationen y = o geſetzt 


wird; ferner ftellt 
dk u\ (ar) 
(2) 


den Werth des kten Differenzialquotienten von u nad) y vor, 
wenn gleichfalls nach vollgogener Differenziation y in ay ume 
geſetzt wird, wo « einen ehtgebrochenen pofitiven Zahlenwerth 
bedeutet. 

Es erübriget ung nur noch die eben erwähnten Differenzialquo- 
tienten durch einfache und leicht faßliche Formen darzuftellen, worin 
die eigentlidy beachtenswerthe Seite diefer Reihe, vom analytiſchen 
Standpunkte angeſehen, beſteht. 

Bedenkt man, das eben erwähnte Ziel vor Augen habend, daß 
u unmittelbar vor z, und z mittelft der Gleichung (1) von y de— 
pendirt; fo hat man, nad) Gleichung (a) Nr. 260, 

YyE% (4) 

Differenziet man, diefer Gleichung eine andere Form zu geben, 
die Bleichung (1) partiell nad) x und z, und eben fo nad) y und z; 
ſtellt zur Vereinfachung der Darftelung durch Fı den Diferen- 
jialquotienten von: 


Fix+yfiz)! nach x-y f(z) 
vor, fo findet man: 2. 
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du dz 
du # \ er — 
a — — 


Verfährt man mit dieſer, wie mit den Gleichungen (5) und (7), 
fo erhält man: 


du dz 
du © | far q = 
dy® dx? ’ 
und wenn in dieſer Weife fortgefahren wird, erhält man allgemein: 
. „du dz 
FL. uses BIC Dir Pohl ro 
dy* dx“ 


welche für ganze Werthe von k befteht. 
Um diefe Ergebniffe zur Erreichung des ung am Eingange ge 
ſteckten Zieles zu benußen, haben wir noch, mie die Gleichung (3) 
zeigt, Ddiefe gewonnenen Differenzialquotienten von u nach y für 


y==o anzugeben. 
Stellt man durdh: 
(0) dz \(9) 
z'’ und (“) 
dz 
z und Ir 


die Werthe von 


bei der Annahme y= o vor, fo bietet die Gleichung (1) folgende 
Beftimmungen dar: 


—W 
2600 — EF(x) und (4) = F,(x); 


ftelt man ferner durch 
du \(9) 
(=) 


den erften Differenzialquotienten von u nach z gleichfalle für y=o 
vor, dann hat man nad) Bleichung (2) folgende: 


(0) 
("ne 
die, wegen des eben für 20 aufgeftellten Werthes, in folgende 
übergeht: 
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(0 
(&) — m(F(x)) . 


Mit Berücfichtigung diefer Gleichungen erhält man nad) @lei- 
hung (9) folgende allgemeine Beftimmung: 
da, art eF@))“ vılFlR)) Fılz) | 
(a) TR 
wo 
pı(Fix) ) und Fı(x) 

Differenzialquotienten oder Ableitungen vorftellen, wie folche im 
erften Theile der Differenzialvechnung in der Gleichung (1) Ne. 16 
daſelbſt fefigeftellt worden find. 

Stellt man ferner den aus Gleichung (1) gefolgerten Werth 
von z, wenn dafelbft y inay umgefeßt wird, durch z(@”) nor und, 
zur Vereinfachung der Darftellung, die Gleichungen: 


(Een), 

(2)”= Fı} xy f(zan) 
dx g -ay (zen) F, N x+ay f(z(ar) | ’ 

fo bat man auch: . 
Kann gk-1 taden du )” ( du )” | 

(a) Tan 
Ale diefe Ergebniffe in Gleichung (3) eingefekt, echält man: 
ga)=P(Fia))+F(FR)) gı(Fix)) Fıtz).y 


BELUCHLNLIODLICTEE 


dx 1.2 
de FG) Gel) Fi) 7 
ee nn © 
dx? 41.2.3 
„ELF )*" au(FiR)) Fı@)| yı' 
dx*-° 1.2.3 ...(k-1) 
— s( „(an))* (2) (2) . 
dz dx y .D 
+ 001 1 N — — 
dxk-1 1.2.3...k 


Raabe, DIE, u, Int, Rechnung. u. 4 
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Dieſe Gleichung ſtellt bei Zugrundelegung der Gleichung (1) das 
Lagrange'ſche Theorem für Umkehrung der Reihen vor; 
die Gliederreihe zur Rechten, das letzte Glied ausgenommen, ſtellt 
die verallgemeinerte Lagrange'ſche Umkehrungsreihe vor; 
dieſes letzte Glied ſelbſt kann Ergänzung dieſer Reihe genannt 
werden. 


§. I. 
Ueber den Marimum- oder Minimumzuſtand einer 
Function zweier und mehrerer Bariabeln. 

269. Stellt der Kürze wegen u irgend eine Sunction meb- 

rerer Variabeln x, y,z.. vor, nämlich hat man: 
u=f(x,y,z,...), 

fo werden wir uns im vorliegenden Paragraphen damit befaffen, 
jene zugleic) beftehenden reellen Werthe von x, y,2,... zu ermit- 
ten, die u zu einem Maximum, oder zu einem Minimum machen. 

Sind nun a, b, c, . . . der Ordnung nach reelle Wertbe 


bon x, y,Z,..., die u in den Zuftand eines Marimum, oder 
eines Minimum verfegen; fo muß im erften Falle die Ungleichheit: 


ffa+o, b-ron, c+ag,...) <fa,b,e,...), 
und im zweiten die folgende: 
fato, b+a, c+wg,...)>f(a,h,c,...) 


beftehen, wenn o, oı, ws, ... unendlid) Eleinwerdende, reelle, mit 
pofitiven oder negativen Zeichen begabte Größen vorftellen, die an 
keinerlei gegenfeitigen Abhängigkeit gebunden find. 

Dieſem Begriffe gemäß wird u bei der Annahme: 


x=a, y=b, z=ec,... 


den Zuftend eines Marimum oder den eins Minimum ein: 
gehen, je nachdem der Grenzausdruck: 


Lim: Ifia+o, b+o,, c+wg,..)—fa,b,c,..)} ’ 
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bei der eben erwähnten Befchaffenheit der Größen &, wi, wa, . 
ein negatives oder ein poſitives Zeichen trägt. 

Seken wir die Function u in der Nachbarfchaft der veellen 
Werthe a,b, c,... von x, y, 2,... mit der Eigenfchaft der Eon- 
tinuität begabt voraus, dann bietet der fo eben aufgeführte Grenz⸗ 
ausdrud, wenn man der Einfachheit wegen u lediglich als Func- 
tion von x, y und z vorausſetzt, folgenden Grenzwerth dar: 


of 


fiellen nun die partiellen Differenzialquotienten: 


du du da 
«' y' 7Tre 
fir x=a, y=b, z=c angebbare Refultate dar, dann wird diefer 
Ausdruck, ald Werth des obigen Grenzausdrudes, dem Zeichen 
nach von den unendlich Eleinwerdenden Größen &, @1, @z depen- 
diren; dieſes widerfpricht aber dem oben feftgeftellten Begriffe eines 
Maximum oder Minimum von u: daher ift man zue Annahme 
folgender Gleichungen bemüßiget: 


du__ du _ du 
dx 9 y 9 iz 9° 


wo aber nunmehr, nad) dem Zaylor’fchen Theoreme mehrerer Va— 
tiabein, der obige Grenzausdruck folgenden Grenzwerth darbietet: 


Dr 2 d?u 


du 
Frei Hay + + up 2 xdy wur +2 -—— wwg +2 





dꝰu | 

dydz “ ? 12 
Ob nun ein Ausdrud diefer Form Werthe, die von den Zeichen 
der Größen &, wı, @ unabhängig find, darbieten kann oder nicht, 
werden wir in den nächftfolgenden Nrn. beſonders unterfuchen ; vor 
der Hand begnügen wir und mit einer gedrängten Zuſammenſtel⸗ 


lung und Verallgemeinerung der bereits gewonnenen Ergebniffe: 
Wenn man die Gleichung ' 


du 
dxdz 


u=f(x;, X2, X3, Xı, :» X,) (1) 


hat, wo x, %3, X, x, bon einander- unabhängige variable Größen 
find; fo müffen die reellen Werthe diefer Variabeln, die die Function u 
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zum Marimum oder Minimum machen, folgenden n Gleichungen 
Genüge thun: 
du du du du 


— e.1 


rer el S. .So " 


oder, die diefen Gleichungen entfprechenden veellen Beftimmungen ter 
allgemeinen Größen xı, xz, xz, ... x, find e8 lediglich, die Die Func 
tion u der Gleichung (1) in den Zuftand eines Marimum oder eine 
Minimum verfegen können; und damit jener oder diefer Zuſtand 
auch eintreffe, muß (wenn der Faktor — unberücfichtiget gelaſſen 
wird) der Ausdruck I, den folgende Gleichung: 


d?u 2 du d?u du 


JI=-_— — u? + —? +... + — 
Mir Fr Dear Fr I ee Pr a dx 2 ”n 
+2 Eu +2 u 040) 2 ALP) 
dx,dxg dx, 13 dxodx; 3 


du 


+ 2————o or 
- n—-1" n 
dx, _,dx, 


(3, 
beftimmt, wenn in die Ergebniffe der zweiten partiellen Differen- 
zialquotienten: 


d?u d’u du du d?u du 
dx?” dx?’ dx2’'""dxidxs' dxidxz“ dxsdxz’ ""° 


diefed Ausdruckes die aus (2) gefolgerten reellen AWerthe von x,, x:, 
x 5... eingefeßt werden, im erften Falle ein negatives und im zwei: 
ten ein pofitives Zeichen tragen, die Zeichen der unendlich kleinwer⸗ 
denden und gleichfall8 reellen Größen oı, w2, ws... und ihre ge 
genfeitigen Beziehungen mögen wie immer gedacht fein. 

270. Die Unterfuchung des Beichenzuftandes eines Ausdruckes 
wie J in Gleichung (3) vorangehender Nr. wird am ficherften ge 
leitet, wenn man denfelben, wie fofort gezeigt werden foll, als eine 
algebraifche Summe quadratifcher Ausdrücke darſtellt. 

Stellt man zur Vereinfachung der Darftelung folgende Be: 
zeichnungen feft: | | 

d?u du _ du _ du _ 


dx,? An dx? 
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d?u du du du 


dxıdx — Ayss ’ dx.dx. dx, — 13 > dxsdx, = Ay,3 X "de, „dx =A, u 2 


wo die Ausdrücke zur Rechten die Repräſentanten der zur Linken 
find, wenn man letztere nach den aus den Gleichungen (2) vorange⸗ 
hender Nr. gefolgerten reellen Werthen von X, xz, xz, « « Xn Des 
ftimmt bat; dann hat man es mit der Umformung eines Aus⸗ 
drudes der Form: 
A, 42 + Az w@+A; 03 -r-A, wu +... #A, 0,3 

+2 (A, . Wr A, zw HA, 00 An On o,) \ m 
in einem, eine alaebraifche Summe n quadratifcher Glieder um- 


faffenden Ausdruck zu thun. 
Stellen wir den umgeformten Ausdrud von (D, wie folgt dar: 


2 
( a, a WA Wr... ra,_2, 02a, Ar 2,,00,) 


2 
n-2,1 2 n-1,1 oA) 
.\2 
(au — PER ... = Wr, 0.2) 
He (II) 
2 
+(2,..3 0, + 22-3 @n + 23.n-3 OF ) 
- " 2 
+(a,02 u, Ron-2 @;) 
2 
+ (a, o,) , 
wo die Coefficienten: 
a0r Agos Aygyı rn Aypı Aaase rc Are 
vor der Hand unbekannt, jedoch wie die Eoefflcienten : 
Aı; As, A;, oo Aus; Ayss, og; 
von den Größen wi, @2> @3, . . . unabhängig gedacht find; fo 


beflimmen mir erftere aus der Spdentität beider Ausdrücke (1) 
und (ID. 

Wenn nämlich nach gemein üblicher Weife verfahren wird, ftellen 
fich) folgende Gleichungen heraug, deren Anzahl gleich der der Unbe- 
fannten in (IT) ift und, wie wir in einigen befondern Fällen zeigen 
werden, zur Beftimmung derfelben völlig ausreichen. 
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. 


Diefe Gleichungen find: - 
a), + a2, + a, + 2°; +...+22 ,= 


A 
3 2 2 2 = 3 — 
aa rar at... ta, 9 mA,, 
A 


N 


2 _ 2. 2 2 2 
a;,o z a; | + aʒꝛ + a3 t- Een ai} 


2 2 2 2 3 — 
a ο A. 


2 2 2 2 — 5 
rt Ar 3,3 — Aus 
11775 


3 3 3 — 
R 12,0 + a 1.21 +a 2,2 — An ’ 


2 2 — 
2 1-1,9 + A ne,i — A, ’ 


a0 A Aa Aa Ag ta Az FR a Ran a Ars 
a " — 
a0 A a At ta a Ars» 


a0 Ar rt ri Aunı 


R20 a0 + A,ı 21 + [ur zur wur | — A203 9,03 = Ay, % 
at A Ay As I Az v 
Ro A100 rt A 1 An Az. ’ 


99.0 9.0 — A, ; 


ta rt a da * A;ı» 


a, An-1,0 rt %3ı Anıı = A, 
A; 0 


ni ’ 


A .2,0 A 1,0 + A 1.21 11 = Au.2,0 ’ 


8 1.2,0 91,0 = Aa ; 


. 


A 11,0 07 Aın s 


Differenzialvehnung. IV. 271. 55 


aus welchen wir in «der folgenden Nr. die zwei befondern Fälle 
o=2 und n=3 ausführlich entwicheln werden. 

271. Bei der befondern Annahme n —= 2 redueiren fich die 
allgemeinen Gleichungen vorangehender Nr. auf folgende drei: 


2 2 — 2 — . 
a0.” Aıı *— A,, a2, =A;; 


2,0 %, = A,» . 


Aus der zweiten diefer Gleichungen beſtimmt man as. , bierauf 
aus der dritten a, und mit Hülfe diefer aus der erften as. Man 
findet, wenn in diefer Weife verfahren wird, 


wodurch die Gleichheit: 
A,A,-A,”, w 


2 


j . 4 \ 
A,0?+A,05?+2A, 0, 0, = —( A,20,+Agu * vr 


Az 
erhalten wird. 


© 
Wird ferner in den allgemeinen Gleichungen Ausgangs voran- 
gehender Nr. n=3 angenommen , dann bieten folcye folgende 
fech8 dar: 


tat, A,, 
a0 + a4 =A,, 
a, = A, ; 
20 At Ar 21, Ars ı 
a,0 930 — A,s;5 
2,0 Ro m Ag, ; 


aus denen die Buchftabengrößen zur Linken in folgender Weiſe be- 
ftimmt, werden. 

Aus der dritten diefer Gleichungen befliimmt man az, worauf 
dann aus der fünften und fechsten die Größen a,,o. und az, ermit- 
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telt werden; mit Zuziehung der leßtern wird aus der zweiten as, 
worauf aus der vierten ayı ermittelt werden kann; aus der erften 
endlich ergiebt fi) nunmehr dev Werth von. as... 


Derfährt man in eben bezeichneter Weiſe, fo erhält man: 


n A, n A,; A; 
ya y, =—, 1, =2—, 

vA; VA; vA; 

Ay. Az- Ay; Ag; Ag A, ” Ay; 


a mm — —— „ 8 Tem — 5, 
14 vA; VAsA;- AP; 2 vA; VA; A;- Ay; 


oo VI(A,RA,-A2,) (A,A5- A) — (A,2A,;-A, 3 A.) 
1,2 VA; A, A;- Ag, 


und es befteht folgende Gleichheit: 


A,w?+A,02 + A, 02 + 2(A 50,0; + A, zn 0, HA, -— 
* 2 
=, Au, + Aa,0 + A,o,) 


1 HAysA, -A,3A2;) wi + (A, A,-A2 23) 0; !® 
IR AgA;-Ap, 
1 (A, A,-A,2,) (A, A, - A.>;) — (A,2A; -A,3A,; 3”; 


— 2. 5 
Az A,A; - Ay, 1 5) 


+ 
Sn ähnlicher Weiſe wird man aus den allgemeinen Gleichungen 
vorangehender Nr. die beſondern Fälle n=4,5,... deduciren; 
wir halten uns jedoch hiermit nicht auf, und übergehen ſchon in 
der folgenden Pr. aus der bier gewonnenen Gleichung (4) die Kenn⸗ 
zeichen eines Marimum, oder eines Diinimum einer Function zweier 
Bariabeln aufzuftellen und zu begründen: - 
272. Wenn man | 
u=f(x,y) (4‘) 
bat, wo alfo u der KRepräfentant einer Function zweier allgemeinen 
Größen x und yift, fo können nad) Nr. 269 nur die den Gleichungen 


du du ; 
am 0 | (29 


Genüge thuenden Werthe von x und y, die wir iedoch beſtändig 
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reell vorausfeßen, in u einen Maximum- oder Minimumzuftand 

herporbringen. Sener, diefer oder Feiner diefer Zuftände wird ein⸗ 

treten, je nachdem der Ausdrud: 
d?’u .- du 


_— 4⸗ 
= re dy? 








93 + 2 aa > 


deu 
dxdy 
der nach Gleichung (4) vorangehender Nr. folgendermaßen geſtellt 
werden kann: 

d?a denu ( deu J 


4 d?u d?u 2 dx? dy2 T \dxdy 8 z⸗ 
=. (ea) + du ’ (3') 
de?  . dy? 


ein negatives, ein pofitives oder ein unentichiedenes Zeichen an- 
nimmt. 

Sn diefem Ausdrucke für I find für-x und y die aus (2°) ge- 
folgerten reellen Beflimmungen derfelben zu fegen, und die in dem- 
felben vorkommenden Größen & und wı find unendlicd) Eleinwerdend, 
reell und gegenfeitig in keinerlei beftimmten Abhängigkeit, d. h. in 
jedwedem Zufammenhange vorausgefekt gedacht. 

Sndem wir gegenwärtig von dem Falle, wenn alle drei partiellen 
Differenzialguotienten : 

KR u 2 
u dx? ’° dy? ’ dxdy 


für die aus (2°) gefolgerten Beftimmungen von x und y zugleich 
verſchwinden, abfehen, da wir diefen Fall in Pr. 275 eigens un- 
terfuchen werden; und indem ferner die andern Fälle, wenn einer 
oder zmei diefer partiellen Differenzialguotienten für befagte Beftim- 
mungen von x und y verfchwinden, ihrer Einfachheit- wegen, Feiner 
befondern Erörterung bedürfen: fo können wir in unfern folgenden 
Betrachtungen diefer und der folgenden Pr. die befagten partiellen 
Differenzialguotienten alle, ald angebbare, endliche und reelle Größen 
erklären. 


Seßen wir ferner gegenwärtig feft, der Ausdrud: 





Wu du ( d?u J 
dx? dy?_  \dxdy 


= 
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ftellit für die aus (2°) gefolgeiten x und y ein von Null verfchie- 
denes Refultat dar, indem wir den Gall des Nullwerdens Diefes 
Ausdrucdes für befagte Werthe von x und y in der nädhftfolgentden 
Pr. befonders befprechgn werden; fo zeigt und die Gleichung (3), 
daß I nur dann bei jeglicher Verfügung über die unendlich Flein- 
werdenden reellen Größen » und @’ ein von Null verfchiedenes, 
heftändig mit demfelben Zeichen verfehenes Refultat darbieten Tann, 
wenn folgende zwei Ausdrüde: 

du du _ (du): 
1 dx? dy? dxdy 
er und Jen 

dy? dy? 


für die fchon mehrmals erwähnten Werthe von x und y Refultate 
mit einerlei Zeichen darbieten. Zrifft folches ein, dann gebt u ein 
Maximum oder ein Minimum ein, je nachdem diefes gemeinfchaft: 
liche Zeichen negativ oder pofitiv if. 


d? ob: 

Mag nun das Zeichen 5 pofitiv oder negativ fein, fo kann 
diefer Anforderung nur dann entfprochen werden, wenn der Ausdrud: 
deu d’u ( d?u J 

dx? dy?_ (cxdy 
ein mit poſitivem Zeichen begabtes Reſultat darbietet; und da 
diefes dann nur eintreffen kann, wenn die zwei partiellen Differen- 
jialquotienten : 


d?u N d?u 
dm dy? 





Refultate mit einerlei Zeichen vorftellen, fo gewinnen wir folgende 
Regel, den Maximum- oder Minimumzuftand einer Function; zweier 
Bariabeln zu erfennen. | 

Damit die aus (2°) gefolgerten Beftimmungen für x 
und y in (1) gefeßt, der Function u einen Marimum, 
oder einen. Minimummerth beilegen, und zwar unter 
sjedweder Berfügung über die reellen unendlich Elein- 
werdenden Nenderungen « und wo, der eben genannten 
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Größen x und y; ift vorerft unerläßlih, daß der von 
Null verfhhiedene Ausdrud: 


d2u d2u ( Y 
dx? dy? ° N\dxdy 


einen pofitiven Werth vorftelle, wo dann u ein Ma 
rimunr oder ein Minimum fein wird, je nachdem dag 
gemeinfhaftlihe Zeichen beider partiellen Differen- 
zialquotienten: 


du » d?u 
des Hay: 


negativ oder pofitiv fih herausſtellt. 
273. Iſt der in vorangehender Pr. öfters ermähnte Ausdrud: 


du du d?u J 
dx? dy2  N\dxdy 


für die aus (2°) derfelben Nr. gefolgerten Beftimmungen über x und 
y der Nulle gleich, dann gebt die Gleichung (3°) dafelbft über in 


Bu deu  \2 
J -(Vr o 5% Vz o) ; 
und da auch beim Statthaben dieſer Annahme beide partiellen Dif: 
ferenzialquotienten : 





da _ du 

. und 
Reſultate mit einerlei Zeichen darbieten müſſen: ſo zeigt die eben 
aufgeſtellte Gleichung, daß J poſitiv oder negativ ausfällt, je nach⸗ 
dem dieſes gemeinſchaftliche Zeichen poſitiv oder negativ iſt; und 
daß alſo, wenn nur von einem einzigen Zuſammenhange unter w 
und ws abgefehen wird, die Function u, in Webereinftimmung mit 
der Ausgangs vorhergehenden Nr. aufgeftellten Regel, ein Marı- 
mum oder ein Minimum eingeht, je nachdem das eben erwähnte 
gemeinfchaftliche Zeichen negativ oder poſitiv ift. 

Diefer eine Zufammenhang ift der, den die Gleichung: 


Va Vz 
dx? () + nme , 
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oder auch die folgende: 


w — * w° (&) 
darftellt, wo w und ws reell und unendlich Eleinwerdend verbleiben, 
J aber in Null übergeht. In diefem einen Falle bleibt ed noch 
unentschieden, ob u ein Marimum, oder ob ein Minimum eingeht. 
Während nämlicy bei jedem fonftigen Zufammenhange unter » und 
1 die Function u ein Marimum 3. B. eingeht (für die aus (2°) 
gefolgerten x und y), kann diefelbe Function u, für diefelbe Be— 
fimmung über x und y, aber unter dem durch die Gleichung («) 
ausgedrüchten Zufammenhange zwifchen & und wı, die man refpec- 
tive durch dx und dy erfeßen kann, entweder gleichfalls ein Ma- 
rimum, oder aber auch ein Minimum eingehen, oder endlich weder 
diefes noch jenes. 

Obwohl nun von einem Marimum der Function u unter jed- 
weden Zufammenhange der reellen unendlich Eleinwerdenden Größen 
@ und wı im vorliegenden Falle nur dann die Rede fein kann, wenn 
foiches auch noch beim Beftandhaben der Gleichung (x) erkannt wird 
(das gleiche Bewenden, nur im entgegengefekten Sinne, hat es mit 
einem Minimum der Sunction u); hört deswegen, im Falle aud) 
Legteres nicht eintrifft, die Function uw nicht auf ein Maximum zu 
verbleiben. Es erftredt ſich alsdann diefer Marimumzuftand von 
. u vorläufig bloß über jene unendlich Heinmwerdenden und reellen Aen- 
derungen & und oı der Variabeln x und y, die der Gleichung («) 
nicht genügen; für diefe aber kann, mwie vorhin ſchon erwähnt wurde, 
u ein Marimum fowohl, ald auch ein Minimum eingehen, oder auch 
im neutralen Zuftande verbleiben *). 





* So ein ein Fall dürfte eintreffen , wenn fowohl die Gleichungen (2°), als 
auch die folgende: 
du du [ du J — 0 
dx?2 dy? dxdy 


welche Ießtere die Baſis der Crgebniffe vorliegender Nr. ift, wenn dieſe drei 
Gleichungen für einen einzigen Zufammenhang zwifchen x und y realifirt 
würden; in der Weiſe etwa, daß die Ausdrüde zur Linken der Gleichheits⸗ 
zeichen diefer Oleichungen irgend eine Yunction von x und y, als gemein: 
Shaftlihen Faktor mitführten, der, der Null gleich geſetzt, beſagten Zuſam⸗ 
menhang darböte. 
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Um nun zu erfahren, ob die Function u bei Zugrundelegung 
von (a) ein Marimum oder ein Minimum eingehet, ziehen wir aber- 
mals das Zaylor’fche Theorem mehrerer Variabeln zu Hülfe. 

Da wir im vorliegenden Falle den Grenzausdrud: 


Lin: $fa+o,b+o) — f(a, b) } 


“ in Bezug auf das Zeichen zu unterfuchen haben, wo a und b Werthe 
von x und y vorftellen die den Gleichungen (2°) genügen, und dag 
Taylor’fche Theorem gegenwärtig, als Werth diefes Grenzausdruckes, 
folgendes darbietet: 














d’u d’u du d’u 1 
3 7 2 m) — 
—3 a dxꝰdy m 3 dxdy? wen dy? u ) 1.2.3 ' 


welcher Ausdruck mit Zuziehung der Gleichung («) in 


übergeht, wo M eine leicht herzuftellende Function der partiellen 
Differenzialquotienten zweiter und dritter Ordnung von u nach x 
und y iſt; fo muß aus leicht begreiflichen Gründen diefe Größe M, 
wenn in derfelben noch immer a und b ftatt x und y gefekt werden, in 
Null übergehen, damit u auch bei Zugrundelegung der Gleichung 
(c) ein Maximum oder ein Minimum verbleibe. Beim Nichtein- 
treffen diefer Anforderung ift in dieſem Falle u weder ein Mapi- 
mum noch ein Minimum; beim Eintreffen derfelben hingegen bietet 
abermals das Zaylor’fche Theorem für den obigen Grenzausdrud 
folgendes dar: 


deu d’u su 
_— 9% + A oda + 6 


dxs dx’dy 








d 
2,2 
dxtdye "I 1 


1.2.3.4 ' 





4 _du I + d* 
dxdy? ee dy? 


das gleichfalls mit Zuziehung der Gleihung (m) in 


— _ x % 
1234 


übergeht. Diefe Größe N umfaßt die partiellen Differentialquo- 
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tienten zweiter und vierter Ordnung der $unction u nady x und y 
und muß, wenn leßtere durch a und b erfeßt werden, ein angeb- 
bares Refultat mit negativem oder mit pofitivem Zeichen dar- 
ftellen, damit u einen Marimum: oder Minimumzufteand eingebe. 

Erhält man aber N=o, fo ftele man jene Bliederfuumme 
„des oben aufgeftellten Grenzausdrudes her, die nad) Einführung 
der Gleichung (&) folgende Form 


1 


— — 5 
EN ee 


annimmt, wo dann zum Beftehen eines Maximum oder eines Mi- 
nimum P= o fich ergeben muß. Beim Eintreffen diefer Bedin— 
gung ftele man jene Gliederfumme obigen Grenzausdrudes her, 
die mit Zuziehung der Gleichung (x) einen Ausdrud der Form: 


1 
— —— 6 
EN 


darbietet, wo nunmehr u ein Marimum oder ein Minimum fein 
wird, je nachdem Q negativ ober pofitiv ausfällt u. f. w. 

Hat man fi) auf diefem Wege über die Befchaffenheit von u, 
in Rücficht auf Maximum oder Minimum, bei Zugrundelegung 
der Gleichung («) Aufklärung verfhafft; dann hat man auch, wenn 
der Einfachheit wegen nur den Fall eines Marimum im Auge behal- 
ten wird, eine klare Einficht in die Function u, ob nämlich diefelbe 
bei jedwedem Zufammenhange der reell gedachten unendlich klein⸗ 
werdenden Größen » und oı ein Marimum eingehet, oder aber, ob 
diefelbe bei der unter (a) feitgeftellten Relation diefer Größen o 
und os eine Unterbrechung diefes Marimumzuftandes erleidet, in 
welchem Unterbrechungsmomente, wie wir fo eben gefehen haben, 
diefelbe weder ein Marimum nod ein Minimum, oder unter ge- 
wiffen Umftänden fogar ein Minimum eingehen kann. 

274. Uuf die Ergebniffe der beiden vorangehenden Nein. gelangt 
man auch durch folgende Betrachtungen. 

Die Größe J in Nr. 272, nämlid): 





d’a ,„ 2 du 
dx? ® dxdy 


‘ 








d2u 
J = 0 + dy? w2 , 
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Die auch in folgender Weife geftellt werden tan: 





mp man 


gefeßt hat, muß, wie aus der citirten Nr. erhellet, im Falle eines 
Marimum oder eines Minimum von u für jeden nur denkbaren 
reellen Werth von m angebbare und mit einerlei Zeichen begabte 
Werthe darbietef. 

Da der quadratifhe Faktor wı? wegen des Reellfein von wı auf 
dieſes Zeichen feinen meitern Einfluß ausübt, fo muß das eben 
Yusgefagte bei dem Ausdrucke: 


- d?u du d’u 
' — — — 2 [U U} —i 1 
= m? + 2 - m + (8) 


nachdem man flatt x und y die aus (2°) gefolgerten Ergebniffe einge- 
führt bat, ein Statt finden; dem, wie aus der Lehre der Gleihun- 
gen bekannt ift, entfprochen werden kann: 
a) Wenn diefer Ausdruck (6) nur für imagindre Werthe von m 
in Null übergeht; d. h. wenn der Ausdruck: 
du de _ (Bu) 
dx? dy? dxdy 


einen angebbaren pofitiven Werth darftellt. 
b) Wenn derfelbe Ausdruck DZ ein vollſtändiges Quadrat if; 
nämlich, wenn man 
a du _ (ru 
dx? dy? dxdy 
hat. 
Faſſen wir beide Fälle zuſammen, fo ſtellt ſich folgendes heraus: 
Die Function u in Gleichung (19 geht nur dann für 
die aus (2°) gefolgerte Beltimmung über x und y einen 
Marimum- oder einen Minimumyuftand ein, wenn die 
Wurzeln der Gleichung des zweiten Grades in Bezug 
auf m: 


— 
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nicht ungleich und reell find. 

- Die weitern Folgerungen hievon find diefelben, wie folche in | 
den zwei vorausgefchicdten Pirn., für den Sal a) in Nr. 272 un | 
für den Fall b) in Nr. 273 mit genügender Ausführlichfeit mritge- 
theilt worden find. 

275. Sn Ne. 272 haben wir den Fall, wenn fämmtliche pur: 
tiellen Zifferenzialquotienten zweiter Ordnung von u nach x un 
nad) y verfchwinden , ausgefchloffen, und die Betrachtnahme dei | 
felben auf vorliegende Pr. verwiefen; wozu wir uns auch fofort | 
anfchicken. 

Da nunmehr außer den Sleichungen (1°) und (2°) befagter Nr. 
auch folgende beftehen : 

2 2 
= 4 =, (3') 


dy? 
fo geht der Grenzausdrud : 
Lim: |fa+o, b+o) —fia,b) $ , 

















wo a und b die Werthe non x und y find, welche den Gleichungen 























(2) und (4/) genügen, nad) dem Taylor'ſchen Theoreme über in: 
du _ dꝰ d’u d’u 1 
| dx? ir dx?’dy wa +3 dxdy? wat dy3 an’ 1.2.3 ’ 
oder auch in: 
A Az Pu d3u 
TIEFE WR Bar 7 er — J556* 
wo man 
U) 
m = — 
a; 
gefeßt hat. Im diefem Ausdrude ift m jedweden reellen Werthes, 


und die unendlich Tleinmwerdende veelle Größe wı des pofitiven wie 
des negativen Zeichens fähig. Damit aber u den Marimum- oder 
den Minimumzuftand eingebe, muß das Zeichen diefes Ausdrucks 
unabhängig von dem von oı fein, dem nur entfbrochen werden 
kann, wenn man folgende Sleichung feftftellt: 
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dꝰu d’u d’u du ° 
1x3 m’ + 3 dxtdy in —3 7777} m + F =0; 
es ift aber in diefer Gleichung m eine durchaus willführliche reelle 
Größe: daher kann diefelbe nur infofern beſtehen, ald folgende 
Bleichungen: 
d’u d’u d’u du _ , 
a, *0, ray 0 Kuy =°9 5, >° (5) - 








Beftand haben, d. h. beim gleichzeitigen Beſtehen der Gleichungen 
(2°) und (4°) ift zum Eintreffen eined Marimum- oder Minimum⸗ 
zuftandes von u unerläßlich, daß auch die zulekt aufgeftellten Glei- 
chungen beftehen; oder, wenn nebft den partiellen Diffe- 
rvenzialquotienten erfter Ordnung auch noch die der 
zweiten Drdnung verſchwinden, alsdann ift auch uner: - 
Läßlich, Daß die der dritten Ordnung für diefelben Be 
ffimmungen von x und y in Nullen übergehen. 

Beim Nichteintreffen diefer letern Anforderung, nämlich, wenn 
die Bleichungen (5°) nicht zugleich mit den in (4), für x=a und 
y=b, verſchwinden; alddann ift die Function u weder eines Dia- 
rimum noch eines Minimum fähig. Beim Eintreffen derfelben aber 
bietet der oben aufgeftellte Grenzausdruck, falls wir folchen durch: 


J . 
1.2.3.4 


vorftellen, folgende Beftimmung für J dar: 


4 4 4 4 4 

Jj= o# = nr , 
wo m durch die obige Gleichung gegeben, und ſonach jedes reellen 
Werthes fähig iſt. 

Da nun der Faktor a,* auf das Zeichen von I keinen Einfluß 
ausübt, fo muß der innerhalb der Klammern enthaltene Faktor, 
beim Statthaben eines Marimum oder Minimum von u, filr jeden 
reellen Werth von m ein und dasfelbe Zeichen darbieten. 

Diefes wird, wie aus der Lehre der Gleichungen bekannt, er- 
reicht, wenn die folgende Gleichung des vierten Grades: 

Raabe, Diff. u. Int. Rechnung. n. . 5 
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d’u d’u d’u d’u d’un 
— mt 3 —— m? —— _ = 
a +6 a" u Fr Tr Fr 0, 


nachdem man in die Coefficienten der verfchiedenen Potenzen ver 
m für x und y die aus (2°) gefolgerten reellen Beftimmungen ker: 
felben eingeführt bat, in ihren vier Wurzeln einer der folgender. 
Anforderungen nachkömmt: 
a) Wenn fänmtliche vier Wurzeln derfelben imaginär find. 
b) Wenn nur zwei der Wurzeln imaginär, die beiden reellen abe: 
unter einander gleich find. 
c) Wenn zwar fämmtliche vier Wurzeln reell find, jedoch entweder 
alle unter einander gleich, oder es wenigſtens paarweife find. 

Sm Falle a) findet ein Maximum -oder ein Minimum für jet 

weden Zufammenhang unter den unendlich Eleinmwerdenden Größen eo 
und oı Statt; in den Fällen b) und c) findet zwar gleichfalls der 
eine oder andere diefer Zuftände Statt, unter ähnlichen Befchrän- 
fungen jedoch, wie foldye in der Mr. 273 ausführlich erörtert worden 
find, über die befonderd einzutreten wir bier unnöthig erachten. 
a Bietet aber diefelbe Gleichung des vierten Grades Wurzeln dar, 
die feinem der drei Fälle a), b) oder c) entfprechen, jedoch unter 
der Vorausfekung, daß nicht ſämmtliche partiellen Differenzialguo 
tienten der vierten Drdnung für die aus (2°) gefolgerten Werthe 
von x und y verfchminden; dann ift die Function u weder eines 
Marimum noch eines Minimum fähig. 

Verſchwinden aber fänmtliche partiellen Differenzialquotienten 
der vierten Ordnung, dann müffen zum Dafein eines Maximum 
oder Minimum bon u auch fämmtliche Differenzialguotienten der 
fünften Ordnung verfchmwinden; beim Eintreffen diefes gelangt man 
auf eine Bleichung vom fechsten Grade, die, wie die eben betrachtete 
vom vierten Grade, in ihren Wurzeln ganz analogen Anforderungen 
nachfommen muß. Diefe Gleichung anzugeben und die eben ange 
deuteten Anforderungen vorzuführen unterlaffen wir gleichfalls, und 
fügen bloß noch die Bemerkung bei, daß man im Allgemeinen eine 
Gleichung von geradem Grade in Betreff der Wurzeln zu analyfiren 
haben wird. 

276. Wir fehließen den vorliegenden Gegenftand mit der Mit- 
theilung der Kennzeichen, die dad Dafein eines Maximum oder 
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Minimum einer Function dreier Variabeln bedingen, und zwar 
unter jeglihem Zufammenhange der reellen ohne Ende abnehmenden 
Yenderungen w, 1, ws der Variabeln x, y, z. 


Hat man die Gleichung: 
u= f(x, y, z) (1”) 


fo kann nad) Ne. 269 ein Maximum⸗ oder ein Minimumzuſtand 
diefer Function u nur bei jenen Werthen von x, y und z eintreten, 
die den Gleichungen: 


du - da du 
un. y°’ >! (2") 


genügen; jener oder diefer tritt wirklich ein, wenn der Ausdruck: 


u „. Pu d?u . Lu 
dxdy ꝰ 1 cqg ‚Aydz 2 (> 


den wir ber Kürze wegen durch J andeuten wollen, bei jedwedem 
Zufammenhang der reellen unendlich Eleinwerdenden Größen , ws, 
2, welche die unendlich Eleinwerdenden Zunahmen der aus (2%) 
gefolgerten reellen Beftimmungen der Variabeln x, y, z find, wenn 
diefee Ausdruck J ein negatives oder ein pofitived Reſultat darftelit. 


Um zur Kenntniß der diefer Anforderung entfprechenden Be⸗ 
dingungen zu gelangen, umformen wir den Ausdruck für J nad 
Gleichung (5) Nr. 271. 

Nach diefer Gleichung ſtellt fih, wenn zur Vereinfachung der 
Darftellung die Gleichungen 


_ du da ( )’ 
— Ay? dz?  N\dyda’ ° 





d?a du d?u \2 
B= du? de (5) _ 
_ da du _ ( d?u ) 

— dx? dy?2 . \dxdy/ ° 


feftgeftellt werden, folgende Umformung für J heraus: 


= 
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12 1 d2u + d?u .„ Fa 2 
a drdz ®  dyiz n | 





+ 1 ( du du du du ) -A 2 
den | \dxdy dz?_ dxdz dydz/ ” vr 
4 du du du du \8 

* | AB— (cas dz?_ _ dxdz dir) ' wi 
dz? 


aus der entnommen wird, daß I nur dann bei jeder Relation unter 
den reellen unendlich Pleinwerdenden Größen &, @ı, wg ein pofitives 
oder auch ein negatives Zeichen annimmt, wenn die zwei Ausdrücke: 


du du du du 
dxdy dz? dxdz dydz 


. welchen letztern wir einftweilen durch K andeuten wollen, angebbare 
pofitive MWerthe annehmen, nachdem man in denfelben die reellen 
Variabeln x, y, z den Gleichungen (2°) gemäß beftimmt hat. Findet 
diefe Bedingung Statt, dann trägt J das Zeichen des partiellen 
d? 

Differenzialquotienten Er unter derfelben Beftimmung von x, y, z; 
und je nachdem diefes Zeichen negativ oder pofitiv ift, ſtellt u aus 
Bleihung (1% ein Marimum oder ein Minimum vor. 

Diefed eben Mitgetheilte reicht ſchon nolftändig hin, den Ma— 
zimum - oder Minimumzuftand der Function zu erkennen; zieht man 


aber die Folgerungen diefer Bedingungen in Betracht und berüd- 
fihtiget, daß man auch folgende zwei Formenwerthe für K bat: 
v 





dz! da d’u du du \? 
ke Be — (aa: dx?  d2dx dydı ) 
dx? 
du 
K=Daor 
wo der Kürze wegen: . 
D- du du du du du da 


'dx® dy® dı® +2 dxdy dzdx dydz 
_ du da _ Mu du du du 
dx? dydz dy? dzdx da! dxdy 
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gefett wurde; fo ftellt fich auch folgende Regel, betreffend den Ma⸗ 
rimum⸗ oder Minimumzuftand von u heraus: 

Damit die aus (2) gefolgerten Bellimmungen von 
x, y und z in (1) gefeßt, die Function win einen Mas 
gimum- oder Minimumzuftand verfeßen; und zwar bei 
jeder Verfügung über die reellen unendlich Fleinwer- 
denden Aenderungen w, oı und ws der eben genannten 
Bariabeln x, y und z: ift vorerft nöthig, daß die drei 
Ausdrüde für A, Bund C für diefelben Werthe von 
x, y und z, ald pofitive Größen fich herausftellen; als- 
dann wird u ein Marimum oder ein Minimum fein, je 
nachdem das gemeinfchaftliche Zeichen folgender vier 
Ausdrüde: 

d’u d’u d?u 


7 * 5 7 und D 


negatin oder pofitiv ift. 


Anmerkung. Wie aus dieſer Hegel erhellet, ift zum Dafein eines Mas 
zimum oder Minimum von u unerläßlich, daß die oben aufgeftellten Ausdrücke 
für A, B, C für die aus (2) gefolgerten Beſtimmungen Über x, y, z po⸗ 
fitive Werthe vepräfentiren; beim Negativwerden ſchon nur eines dieſer 
Ausdrücke ſtellt weder ein Maximum noch ein Minimum vor; beim Null: 
werden hingegen eined, zweier oder aller drei Ausdrüde, mit Ausfchliefung 
jedody des alles, daß Tämmtliche partiellen Differenzialquotienten zweiter 
Drdnung Nullwerthe haben, fellt die Function u noch immer, mit allfälliger 
Ausfchliefung beſtimmter Melationen unter den unendlich kleinwerdenden 
reellen Größen co, wı, wg, ein Maximum oder ein Minimum vor Mit 
diefem Maximum: oder Minimumzuftand von u hat es dann ein ähnliches 
Bewenden, wie mit dem in Ne. 273 bei einer Function zweier Variabeln 
beleuchteten analogen Falle. 


Wiertes Bad. 


Die Sutegralrechnung. 


Zweiten Theiles erfte Abtheilung. 
Sünftes Kapitel. 


Sntegration linearer Differenzialfunctionen zweier 
und mehrerer Dariabeln. 


277. Wenn, wie im erften Theile der Integralrechnung, unter 
Sntegriren die entgegengefehte Operation vom Differenziren 
verftanden wird, nämlich, zu einer vorgelegten Differenzialfunction 
eine Sntegralfunction herftellen, die der Operation des Differen- 
jirens unterzogen, erftere hervorruft; fo zeugt dad in Differenzial- 
rechnung III vorliegenden Bandes Mitgetheilte von der großen 
Mannigfaltigfeit diefer inverfen Operation, fobald man eg mit mehr 
als einer Bariabeln zu thun hat und giebt, ſowohl bei der Auf: 
ftellung der Grundbegriffe diefer verfchiedenen inverfen Operationen, 
als auch bei der Anordnung der Neben- wie Unterabtheilungen und 
Berücfichtigung aller Verzweigungen derfelben, den mwefentlichften 
Anhaltspunft ab. 

Bei einem Hinblick auf die erften Nrn. diefer citirten Abtheilung 
der Differenzialvechnung, namentlich auf die Gleichungen (A) und 
(B) der Pen. 249 und 250, ftellt fich alsbald heraus, daß in der 
Sntegralrechnung mit mehrern Variabeln die linearen Differenzial- 
formen, die wir in folgender Nr. näher bezeichnen werden, zuerft 
und vor allen andern in Betrachtnahme zu ziehen find; mit welchen 
wir in der nächften Mr. auch den Anfang machen. 

278. Unter einer linearen Differenzialfunction mehrerer Varia⸗ 
bein x, y, 2, . . . berftehen wir irgend eine Function diefer Va⸗ 
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riabeln und deren Differenzialien dx, dy, dz, ..., in welcher diefe 
Differenzialien aber nur in den erften und pofitiven Dimenfionen 
vorkommen. j 

Wenn ſonach dur P, Q, R, . . beliebige Functionen von x, 
Y>s Z, . . vorgeftellt werden, dann ftellt der eben gemachten Mit: 
theilung gemäß der Ausdrud: 


Pdx + Qdy + Rdz +... 


eine lineare Differenzialfunction der Bariabelnx, y, 
zZ, . . bor. | 

Einer folhen Differenzialfunction Integrale wird jene $unc- 
tion von x, Y, zZ, . . . . genannt, deren totaled Differenziale 
(Nr. 248, (c)) nach allen diefen Bariabeln die vorgelegte Differens 
jialfunction hervorruft. 

In dem erften Theile, wo wir die Sntegralvechnung mit $uncs 
tionen einer Bariabeln behandelten, ftellten wir gleich am Eingange, 
in Nr. 31, den Begriff eines Integrals in ganz ähnlicher Weiſe, 
wie fo eben bei mehrern Variabeln fef. Dort ließen wir aber die 
Borunterfuchung, ob jede Differenzialformel einer Variabeln diefem 
Begriffe entfpricht, unberührt. Wit gingen dafelbft gerade dem 
Endziele zu, zue Herftellung der Sntegralfunctionen vorgelegter 
Differenzialformen, und zeigten duch die That, daß demfelben 
jedesmal ein Genüge gefchehen Kann. Erftens haben wir in der In⸗ 
tegralrechnung II an die zweihundert Differenzialfunctionen wirklich 

integrirt, nämlih, wir ftellten die denfelben entfprechenden Inte⸗ 
gralfunctionen her; zweitens haben wir in der Integralrechnung III 
mehrere Differenzialfunctionen, und zwar gleichfalls in nicht gerin- 
ger Anzahl, in der Weife behandelt, daß wir zum Theil vorfätlich 
von deren Sntegralfunctionen abgefehen,, zum großen Zheil -aus 
Unfenntniß derfelben hiezu bemüßiget, haben wir doch die Werthe diefer 
uns unbefannten Sntegralfunctionen für befondere Werthe der allge- 
meinen Größe auf unzweidentige Weiſe hergeftellt; drittens haben wir 
in Sntegralvechhnung IV mehrere Sntegralfunctionen duch ohne 
Ende fortlaufende convergente Reihen beftimmt ; viertens endlich, 
was. unftreitig die Hauptftüße für das Vorhandenſein einer Inte⸗ 
gralfunction zu jeder vorgelegten linearen Differenzialfunction einer 
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Variabeln ift, haben wir im Schlußparagraphen der Integralredh- 
nung IV zu jeder vorgelegten Differenzialformel, wenn gleich 
nicht die Sntegralfunction derfelben, jedod) den Werth diefer unbe⸗ 
Eannten Sntegralfunction fir irgend einen, im Bereiche der Conti- 
nuitätsgrenzen berfelben fallenden Werth der allgemeinen Größe mit 
jeder verlangten Genauigkeit herftellen gelehrt. — Nicht dasfelbe 
Bewenden hat ed aber mit den Differenzialfunctionen mehrerer 
Variabeln; von vorne herein wird hier geradezu dargethan, dag nicht 
jede Differenzialfunction mehrerer Variabeln dem oben aufgeftellten 
Begriffe eines Integrals genügen kann, wenn nicht unter den Va⸗ 
riabeln gewiſſe gegenfeitige Beziehungen feftgeftellt werden. Dieſes 
zu zeigen, vor der Hand wenigftens bei linearen Differenzialfunc- 
tionen mehrerer Bariabeln, werden wir in den nächftfolgenden drei 
Pen. uns angelegen fein laffen. 

279. Bon den einfachen zu den zufammengefehten Fällen über: 
zugehen beabfichtigend, beginnen wir mit den Unterfuchungen über SIn- 
tegrabilität bei der linearen Difterenzialfunction zweier Variabeln, 
der Form: 

Pdx + Ody, (a) 


wo P und Q beliebige Functionen von x und y find; d. h. wir be 
ginnen mit der Erörterung der Frage, ob eine $unction von x 
und y denkbar ift, die nach diefen von einander unabhängig gedachten 
Bariabeln differenziert, die vorgelegte Differenzialfunction hervorruft. 

Zur Beantwortung diefer Frage ſchlagen wir den analytifchen 
eg ein, der bei allen derartigen Unterfuchungen, mit Aufmerf: 
famteit und Umfi cht verfolgt, faſt immer eines guten Erfolges ſich 
erfreuet. 

Wir gehen nämlich von der Annahme aus, eine ſolche Function 
von x und y, die wir Kürze halber durch u vorſtellen wollen, findet 
Statt, und richten al’ unfre Aufmerkfamteit darauf, die Folge 
rungen diefer Annahme berzuftellen. 

Die Gleihung (A) Nr. 249 bietet zunächft, wenn das totale 
Differenziale von u hergeftellt wird, folgende Gleichung dar: 

du 


da 
du=, at, dy ; 
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fol diefes Ergebnig für das totale Differenziale von u genau unſre 
vorgelegte Differenzialfunction (a) darftellen, dann muß folgende 
Sleichung: | 

da d 


u 
da dx tr a, dy = Pix - Qdy, 


oder auch folgende: 


identifch beftehen, d. h. diefelbe muß frei von jedwedem Zufammen- 
bang zwifchen x und y, alfo für jedes nur denkbare Verhältniß 
zwifchen dx und dy Statt haben, welches offenbar nur dann rea⸗ 


liſirt werden Tann, wenn die Eoefficienten von dx und dy in der- 


felben,, jeder für fi) und unabhängig von befondern Annahmen über 
x und y in Null übergeht; nämlich, folgende zwei Gleichungen: 
da 


——-P=o, ——-0=o 


dx dy 


müſſen als Gleichheiten beftehen *). 

Bisher hat ung die Annahme, bie vorgelegte Differenzialfunc- 
tion läßt unabhängig von jedwedem Zufammenhange zwifchen x und 
y eine Integralfunction zu, weder auf eine Ungereimtheit noch auf 
welchen Zufammenhang unter den Gunctionen P und Q geführt. 
Da man nämlich die Function u nicht Zennt, fo läßt fi) von vorne 
herein über das Statthaben diefer zwei Bleichheiten weder im beja⸗ 
benden noch im verneinenden Sinne etwas mit Beftimmtheit aus⸗ 
fügen. Werden aber die Folgerungen aus dem Umftande gezogen, 
daß diefelben Bleichheiten vorftellen follen und ſonach, unter diefer 
Vorausſetzung, der Operation des Differenzirens nach jeder einzel- 
nen der Dariabeln x und y unterzogen werden dürfen; fo gelangt 
man, wie fofort gezeigt werden foll, auf eine von u befreiete Glei- 
hung, die die Bedingung für das Vorhandenfein .einer Sntegral- 


*“) Zwiſchen Gleichung und Gleichheit befteht der Unterfchied, daß Ichtere 
das Ziel der erſtern ift, wenn nämlich in diefer Cin der Gleichung) eine paſ⸗ 
fende Verfügung zuerfi über die allgemeinen Größen getroffen wird. 
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function u ausdrückt, und deswegen auch die Bedingungsglei— 
hung der ISntegrabilität, oder auch einfah Bedingung 
gleichung genannt wird. . 
Stellt man die obigen zwei Bleichheiten folgendermaßen: 
du du 
dx =P, dy =Q, 


differenziert die erfte partiell nach y und die zweite in gleicher Weiſe 
nach x, wodurdh 


Du u _ A 
Ay a N Aydz dx 
erhalten wird, berückfichtiget die erfte der Gleichungen (c) Nr. 251, die 
du du 
dxdy “ dydx 
darbietet; fo ergiebt fich folgende von u unabhängige Bleichung : 
dP _ dQ 
Ya. (b) 


die gleichfall8 den Charakter einer Gleichheit Haben muß. Diefe 
ftellt die vorhin erwähnte Bedingungsgleichung dar, an deren Be— 
ftehen das Dafein einer Integralfunction zur vorgelegten Differen- 
zialfunetion geknüpft ift, aus der alfo die Entfcheidung der am 
Eingange geftellten Frage auf eine unzweideutige Weiſe hervorgeht. 
Beim Nichtſtatthaben derſelben nämlich iſt man ſofort zum Schluſſe 
berechtiget, die vorgelegte lineare Differenzialfunction (a) geſtattet 
feine Integralfunetion; wodurch unſere Behauptung Ausgangs vor: 
angehender Pr. gerechtfertiget dafteht, daß nicht jeder Differenzial- 
function mit mehr ald ‚einer Variabeln auch eine Integralfunction 
entfpricht. — Ob man aber umgekehrt, vom Statthaben diefer DBe- 
dingungsgleichung ausgehend, annehmen darf, befagte Differenzial- 
function läßt dann eine SIntegralfunction zu; dieſes werden wir im 
Verfolge diefes Kapitels in Pr. 282 eigens darthun und fogar 
das Verfahren, diefe Sntegralfunction herzuftellen, dafelbft mitthei- 
len. Wir fchieben diefe Mittheilung nur fo lange auf, bis wir 
analoge Bedingungsgleichungen wie (b) für lineare Differenzialfunc- 
tionen mit dreien und mehrern Variabeln entwicelt haben werden. 
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280. Stellt man durch P, Q und R beliebige Functionen dreier 
PBariabeln x, y und z vor, wodurch der Ausdrud: 


Pdx + Qdy + Rdz (a‘) 


zur linearen Differenzialfunction der drei Variabeln x, y, z wird; 
fo ftellen wir ung in vorliegender Nr. die Aufgabe, die Bedin⸗ 
gungsgleichungen der Sntegrabilität diefer Differenzialfunction ab- 
zuleiten. 

Geſetzt, es eriftirt eine Function u der befagten drei Variabeln, 
deren totales Differenziale, nach Gleichung (B) Nr. 250 durch die 
Bleichung : 

da=2 dz + 3* dy + * dz 
dargeſtellt, genau die vorgelegte lineare Differenzialfunction dar⸗ 
bietet; fo gelangt man duch ähnliche Betrachtungen wie in der 
vorangehenden Nr. auf die Gleichheit: 


du 
( - P) ix + (7 — )y+ (2 -Ra=o ; 
in der, damit folche ald Bleichheit beftehe, die Ausdrücke zur Linken 
fich gegenfeitig aufheben, und zwar unter jedwedem Zufammenhang 
der Variabeln x, y, z. Nun wird bei diefer Vorausfekung über 
die Variabeln x, y, z fein Glied, dag mit dx multiplicirt ift, ein 
Begenglied unter den mit dy oder mit dz multiplicirten Bliedern 
antreffen, und zwar lediglich der völligen Unabhängigkeit wegen 
diefer Differenzialen dx, dy, dz unter einander; fonach muß der 
mit dx behaftete Coefficient der letzten Gleichheit felbft der Nulle 
gleich fein, und da es ein gleiches Bewenden mit den Coefflcienten 
von dy und dz diefer Gleichheit hat: fo ftellt fich als Folge der 
obigen Bleichheit das gleichzeitige Beſtehen folgender drei Gleich- 
heiten heraus: 
* — —=R. o 
Aus dieſem fließen die Bedingungsgleichungen der Integrabilität 
der vorgelegten linearen Differenzialfunction in folgender Weiſe: 
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Differenziet man die erfte diefer Gleichheiten nach y unb di 
zweite nach x, ebenfo die dritte nach x und die erfte nach z, entlit 


die zweite nach z und die dritte nach y; fo ergeben fih, mit de 


rücfichtigung der in Nr. 251 aufgeftelten Gleichungen (c), foren 
folgende drei Bedingungsgleichungen : 


dp do dR dP do daR , 
ya’ ak’ u %’ 6 
an deren Realifirung zunächſt dad Dafein einer Integralfunction 
zur vorgelegten linearen Differenzialfunction (a) gebunden erfcheint. 
Beim Nichtftatthaben diefer Bedingungsgleichungen giebt es Feine 
Function von x, y, z, deren totales Differenziale die vorgelegte (a‘: 
hervorruft; beim Statthaben derfelben aber werden wir die Snre 
gralfunction zu (a), in Nr. 283, fogar berftellen lehren. 
281. Hat man endlid ganz allgemein die lineare Differen: 
zialfunction: 
H,dx, -* Hadxz; + H;dx; + H,dz, +... + H,dx, , 
wo | 
H,, Hsa, H,, H,,...H, 


beliebige $unctionen der n Variabeln 
Xi, X2, X35 X4, X5, Ioy oo. X, 


vorftellen ; fo gelangt man durch Betrachtungen, denen der beiden 
vorangefchicften Nrn. ähnlich, auf folgendes Endergebniß. 

Damit diefe vorgelegte Differenzialfunction unmittelbares Er- 
gebniß der Differenziation einer Function der Variabeln x, X3; X, 
... %n fei, müffen folgende Bedingungsgleichungen realifirt werden: 


dH, _ dH⸗ dH, _ dHs dH, — dH. dH, __ H. , 
dx du’ dr ir’ di a’ din 0 dd! 
dH; _ dH; dH, _ dH, dHs _ dA, . 
ds — de’ du, du’ din di! 
dH; _ dH, dA; _ dH, , 
ds; ds’ dan day’ 

dH..ı _ dHn 

du dx 
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| Beim Nichteintreffen derfelben ift es geradezu unmöglich zur 
vorgelegten Differenzialfunction eine Integralfunction, anzugeben, 
unter der Vorausſetzung jedoch, daß die n Variabeln in keinerlei 
gegenfeitige Abhängigkeit verfeßt werden; hingegen ift diefe Inte 
gralfunction gar wohl denkbar, ja diefelbe ift fogar jedesmal herzu⸗ 
ftellen möglich, wie in Nr. 285 wird gezeigt werden, wenn die eben 
aufgeführten Bedingungsgleichungen, deren Anzahl gleich: 
— n (n—1) 

iſt, als beftehend erkannt werden. 

282. Wir haben jede der drei vorangehenden Nrn. mit der 
Behauptung gefchloffen, daß beim Eintrefien der dafelbft aufgeftelften 
Bedingungsgleichungen die betreffenden linearen Differenzialfunctionen 
“ auch) Sntegralfunctionen zulaffen. Indem wir uns anſchicken diefes 
Darzuthun, bemerken wir voraus, daß wir, gleich wie bei der Ent- 
wickelung der Bedingungsgleichungen, auch bei der Begründung diefer 
Behauptung mit dem einfachlten Fall den Anfang machen und nad) 
und nad) zu den zufammengefeßtern übergehen werden. 

Diefem nad) beginnen wir mit der linearen Differenzialfunction:: 


Pdx + Ody, 


| in der P und Q Functionen der zwei Bariabeln x und y find, die 
der Bedingungsgleichung : 


ein Genüge thun. — Um die derfelben entfprechende Integralfunc- 
tion zu finden, und zwar unter Vorausfekung des Beftandhabeng 
der letzten Bedingungsgleichung, betrachten wir einftweilen eine der 
Dariabeln, die Variable y 3. B., als eine Conftante und inte- 
griren dann die vorgelegte Differenzialfunction, welche nach der eben 
getroffenen Verfügung über y in Pax übergeht, lediglich nad) x. 
Stellt u die Integralfunction vor, fo kann nad) der eben getrof« 
fenen Verfügung über y zur Beftimmung derfelben folgende Gleichung: 


” fPdx+Y 
“aufgeftellt werden, wo: 
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SPäx das Integrale der Differenzialformel Pdx vorftellt, 


falls man die in P etwa vorkommende Größe y conftant fein läßt, 
und die beigefügte Größe Y, die Conftante der Integration, von x 
unabhängig und im Allgemeinen eine $unction von y fein wird. 

Gelingt ed nun Y der eben gefällten Ausfage gemäß zu beftim- 
men, daß wenn auch y variabel erklärt wird, u gleichwohl die Sn- 
tegralfunction der vorgelegten linearen Differenzialfunction verbleibt ; 
dann ift unfer Zweck erreicht, nämlich, nicht allein die Möglichkeit 
einer Sntegralfunction dargethan, fondern diefelbe fogar dargeftellt 
zu haben. 

3u diefem Ende ftellen wir das Differenziale von u unter der 
Vorausfeßung ber, x und y find zugleich variabel, wodurch wir: 


d. [ Pax 
— — d 


du = Pdx + + dY 





erhalten. Vergleicht man diefes Ergebniß für du mit der vorgelegten 
linearen Differenzialfunction, fo ſtellt ſich zur Erreichung unferes 
eben ausgefprochenen Zieles folgende Beftimmung für das Diffe- 
renziale von Y heraus: 


aloe, 


wo in diefer , wie in der derfelben vorangehenden Gleichung unter 


d. a [par Pdx der partielle Differenzialquotient von f Pax 


nach y zu eriehen ift, indem dag Integrale [| Pdx außer x auch 
y enthalten kann. 

Nach dem Urfprunge der Größe Y darf folche in Feinerlei Ab- 
hängigfeit zur Variabeln x ftehen; diefem nach muß der Differen- 
zialcoefficient in der letzten Gleichung gleichfalls von x unabhängig 
fein, und wenn derfelbe Kürze halber durch Q’ dargeftellt wird, 
wo man fonach 
av — Qdy und 0 = 0 — 2 
hat: fo haben wir zuerſt zu begründen, daß Q’ in keinerlei Bezie— 
hung zu x fteht, oder daß Q’ keine Function von x iſt. 
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Stellt man zu diefem Behufe den Differenzialquotienten von 
Q’ nad) x her, welches am bequemften erreicht wird, wenn man 
zuerft die Q’ darftellende Gleichung, nad) Nr. 73 Gleichung (E) 
des erften Theiles, wie folgt umftellr: 


fo erhält man: 


a0 _a0 ap 
d« dx dy ’ 


die, vermöge der am Eingange aufgeftellten Bedingungsgleichung, 
in folgende übergeht: 

do’ _ 

u >. 
Diefes Ergebniß in Verbindung mit dem Sundamentaltheorem 
in Nr. 16 des erſten Theiles der Differenzialrechnung bieten die 
verlangte Begründung dar, und man hat nunmehr 


Y.= (Od, 


wo alfo Y in der That feine Function von x fein wird und Tedig- 
lich eine Sunction von y fein kann, die in die obige u darftellende 
Gleichung gefekt, letztere als Sntegralfunction der vorgelegten Dif- 
ferenzialfunction herausſtellt. 

Alles bisher Mitgetheilte zufammengefaßt, haben wir folgendes 
Theorem. 

Wenn in der linearen Differenzialfunction: 


Pdx -+ Qdy (a) 
die Coefficienten P und Q der Bedingungsgleihung: 
dP _ dQ 
Yu (b) 


entfprechen; dann hat (a) eine Sntegralfunetion, die, 


wenn durch -u Dargeftellt, durch folgende Gleichung 
beffimmt wird: 


u fPdx + [O’dy + Const., - (6) 
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wo Q/, durch die Gleichung: 


0 = 0 — 4SPix 


8 (4) 





beftimmt, einen von xindependenten Wusdrud vorftellt. 

Diefem zufolge reducirt ſich die Integration einer linearen Dif- 
ferenzialfunction zweier Variabeln, wenn diefelbe eine Integralfunc- 
tion geftattet, auf zwei Sntegrationen zweier Differenzialformeln, 
deren jede nur eine variable Größe enthält, und da die weitere 
Behandlung derfelben dem erften Theile der Integralvechnung zu- 
fällt; ‚fo Eönnen wie den vorliegenden Begenftand, die Integration 
einer linearen Differenzialfunction mit zweien Bariabeln, ald dem in 
vorliegender Abtheilung der Sntegralrechnung uns geftedtem End» 
ziele zugeführt, d. h., als erlediget erklären. 

Wir fchliegen diefe Ne. mit der Bemerkung, dag man ftatt der 
Gleichungen (c) und (d) obigen Theorems aud) folgende hat: 


a= fP’‘dx + [Qdy + Const. , (c‘) 

wo P’, durch die Gleichung: 
m d. f QOdy f 
PP= pP ZT (d‘) 


beftimmt, einen von y independenten Ausdruck vorftellt. 

Auf diefed Ergebniß würde man unmittelbar geführt worden 
fein, wenn gleih im Anfange unſrer Betrachtungen vorliegender 
Nr., anftatt y, x conftant vorausgefeßt worden wäre. 

283. Es fei ferner die lineare Differenzialfunction der drei 
Variabeln x, y und z; 

Pdx + Qdy + Rdz , 
zur Sntegration vorgelegt, wo P, Q und R ald $unctionen von 
x, y, z folgenden Bedingungsgleichungen heben 


P_dO dR _dP dQ 
u a _ 9 


dy — dx 
Betrachtet man eine der Bariabeln, 3. B. z, ab Eonftante, fo 
geht die vorgelegte Differenzialfunction in folgende über: 
Pdx + Qdy,, 


— — 


a — = 
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die, vermöge des in der vorangehenden Nr. Mitgetheilten, beim 
Eintreffen der erſten dieſer drei aufgeſtellten Bedingungsgleichungen 
eine Sntegralfunction nach den Variabeln x und y darbieten wird, 
in der die willtührliche Gonftante der Integration die Größe z noch 
enthalten kann. Stellt man diefelbe duch Z vor, fo hat man, 
wenn duch u diefe Integralfunction nach x und y angedeutet wird, 
bei Zugrundelegung der Gleichung (c) des Theorems vorangehender 
Nr. die BSleichung: 


u= [Pd + (Q’dy-+Z, 


wo Q’ aus der Gleichung (d) desfelben Theorems entnommen 
werden kann. j 

Das Ergebnif der Differenziation von u nach allen dreien Va— 
riabeln x, y und z muß, falls diefelbe auch als Sntegrale der am 
Eingange vorgelegten Differenzialfunction auftreten foll, dieſe vor⸗ 
gelegte Differenzialfunction felbft darbieten; und da wegen des Um⸗ 
ftandes, daß Q’ unabhängig von x ift, die eben aufgeftellte Glei⸗ 
chung folgende Beftimmung für das Differenziale von u darbietet: 


du — Pax + I.SPdx „4 SPüx 5, 
dy dz 
4 
+ Qrdy + & a dz + dZ, 


welche Sleichung, wenn Q’dy nach Bleichung (d) vorangehender 
Tr. erfekt wird, in folgende übergeht: 


du — Pdx + Qdy (ee SO) an az; 


fo ergiebt fi) durch Vergleichung dieſes Ergebniffed mit der vor- 
gelegten Differenzialfunction folgende Beftimmung für dZ; 
ız=(R _ 4 [Pax _ ig) dz. 
dz dz 

Kann nun dargethan werden, es fei der Eoefficient von dz in 
diefer Gleichung von x ſowohl, als auch von y unabhängig; danıt 
erhält man nad) einer einfachen Integration der Differenzialformel 
zur Rechten, die nunmehr nur noch z enthalten fann, Z als Funcs 
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tion von z ausgedrückt, welche in die obige u darſtellende Sleichun: 
gefekt, die gefuchte Sntegralfunction darbieten wird. 

Stellt man diefes darzuthun den befagten Differenzialcoefficienter 
durch R’ vor, ſetzt man nämlid): 


wor SPdx _ d. (Q’dy 
dz dz 
fo echält man, wenn die partiellen Differenzialquotienten von R‘ 
fowohl nad) x ald nad) y hergeftellt werden, mit Beachtung des 
Umftandes, daß Q’ von x unabhängig ift, folgende zwei Gleichungen: 


«  k 2’ 
ARD AR dQO de fPax 


dy  dy dz dzdy 





die Gleichung (d) vorangehender Pe. giebt aber: 
do’ do d2 j Pdx 


— en GE | — GE 


dz — dz dydz 
daher gehen die zwei partiellen Differenzialguotienten von RR’ über in: 
dR’ dR dP - 


ER’ dR 40 
dy — dy dz 
die, beachtend die zweite und dritte der am Eingange aufgefteliten 
drei Bedingungsgleichungen, in folgende übergehen: 


dR‘ dR‘ - 
x = 0 und F = 0 
aus denen nunmehr die Unabhängigkeit des Differenzialcoefficienten 
R’ von x und y hervorgeht, folglich zue Beſtimmung von Z al 
Function von z die Bleichung: 
Z = f R’dz 
ganz brauchbar erkannt wird. 
Die Ergebniffe vorliegender Nr. zufammengefaßt, ftellt fich fol- 
gendes Theorem begründet heraus, 
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Wenn in der linearen Differenzialfunction: 
Pdx + OQOdy -+ Rdz (a) 


Die CoefficientenP, Qund R, als Functionen von x, y 

und z, den folgenden Bedingungsgleichungen nach- 

tommen: 
dP 


_dO dR_dP dO_aR 
—Ay — 4 


ie’ a a a (b) 
fo läßt diefelbe eine von x, y und z abhängige Inte- 
gralfunction zu, die folgende Gleichung darftellt: 
u= [Pdx + [OQ’dy + fR’dz -+ Const. . (ce) 
Die erſte Integration ift hier nur auf x, die zweite nur auf y 
und die dritte lediglich auf z bezogen; ferner hängen die Eoefficien- 
ten Q’ und R’ in folgender Weife von P, Q und R ab: 


0 =0— 1 (Pax 
y 
[4 (d) 
Ron 4JPdx _ a. SQrdy 
“ dz de, 


wo Q’ unabhängig von x, und R’ von x ſowohl ald von y unab- 
hängig if. 

Außer der Gleichung (e) kann man fünf analoge zu derfelben, 
die u angeben, aufftellen; fo daß u eben fo vieler Darftellungsfor- 
men fähig ift, als die drei Variabeln x, y, z fich verfeken laſſen. 

Nur eine diefer analogen zu (ec) theilen wir hier noch mit, aus 
der die Angabe der übrigen leicht zu entnehmen fein dürfte. 

Dieſe iſt: 

u fP'dx + (Qdy + (FRXar -+ Const.. (c’) 


Die erfte Integration bezieht ſich hier Tediglich auf x, die zweite nur 
auf y, die dritte endlich bloß auf z; die Eoefficienten P“ und R“ 
hängen in folgender Weiſe von den Eoefflcienten P, Q und R der 
vorgelegten Differenzialfunction (a) ab: 


pı pP — d. fQdy 
dx ’ 


n (d’) 
RR d. [Qdy _ d. fP dx 
dz dz 
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wo, beim Gtatthaben der Bedingungsgleichungen (b), P* unabhan- 
gig von y, R“ aber von y fowohl als von x unabhängig fein wirt. 
284. Bevor wir zum allgemeinen Falle von n Variabeln tiber- 
geben, mollen wir noch die lineare Tifferenzialfunctton mit ten 
vier Variabeln x4, x9, X und x, einer etwas ausführlichen Er: 
Örterung unterziehen. 
Stellt man diefelbe durch: 


Hıdx, + H.dxz + H;dx; + H,dz, 


vor, mo jeder der Eoefficienten H,, H-, H;, H, von fänmtlichen 
. vier Variabeln abhängen kann; fo werden wir zeigen, wie bon der 
Annahme des Statthabens folgender ſechs Bedingungsgleichungen: 

4 _ de AM _ dH, AH, _ AH, 

ds dx, ’ ds, dx,” de — dx ’ 

dH, _ dH, dA, _ dH, dH, _ dA, 

dx, ds’ dx, de’ dx, "du 








ausgehend, die Darftellbarkeit der Integralfunction der vorgelegten 
Differenzialfunction ohne weiters erkannt wird. ' 

Erflärt man einftweilen eine der vier Variabeln, 3. B. x;, 
als Eonftante; fo ift unter Zuziehung der drei erften diefer ſechs 
Bedingungsgleichungen, vermöge des in vorangehender Nr. auf: 
geftellten Theorems, die Differenzialfunction : 


H,dxı + H⸗dx⸗ + H;dxz 
einer Sntegralfunction fähig. 


Berücfichtiget man nämlich die Gleichungen (c) und (d) befagter 
Nr., fo ftelit der Ausdrud: 


fHıdz, + [H'sdx; + [H'sdx; -+ Const. 
diefe Sntegralfunction vor, wobei der Kürze wegen: 


H‘ — H, _ d. Smin , 
d. | Hıd d. | H’gd 
Hy, H, — rum — ——— 


geſetzt wurde, und wo die willkührliche Conſtante der Integration 
die big jetzt als Conſtante behandelte Variable x, impliciren kann. 
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Diefes Refultat befteht, wie fchon erwähnt wurde, unter der 
Vorausſetzung des Statthabens der drei erfiern der am Eingange 
aufgeftellten fech8 Bedingungsgleichungen; die drei noch unbenußt 
gelaffenen diefer Bedingungsgleichungen werden wir nun dazu vers 
brauchen, auch wenn x, den Charakter der Variabilität beibehält, 
Das Sntegrale der vorgelegten Differenzialfunction herzuftellen. 

Stellt man durch u diefe verlangte Integralfunction vor, und feßt: 


um f Hıdzı + [H’sdx; + S H’sdx; +K, 


wo K eine noch unbeftimmte Function von x, bedeutet; fo haben 
wir diefe der Art zu beftimmen, daß der Ausdruck zur Rechten vom 
Gleichheitszeichen, ald Intregrale der vorgelegten Differenzialfunc- 
tion erkannt werde. 
Stellt man das totale Differenziale von u diefer Gleichung nach 

fämmtlichen Variabeln xı, x2, x3, x, her und bedenkt hierbei, daß 

H‘, von xı unabhängig, dann daß . 

H’; fowohl von x, ald auch von xs unabhängig ift; 
fo erhält man: 


— d. IHdx d. SHıdx, d. fHıdx, 
du = H,dx, * u dxz ++ — — dx; + a, iu 


' ‘ ” 
-+ H’gdxz + d. [H’sdx; dx; + d. Hædx: .,. 
dx; dx; 


d H’;dxz 
xy 


+ H’;dx; +— Fr dx; 


+ dK ‚ 
oder auch, wenn die erften Blieder auf der zweiten und dritten 


Zeile diefer Gleichung ducch die für Hs und H’, aufgeftellten Werthe 
umgefeßt werden, 


du — H,dx, + d. —— dx, + d. —— dx, . d. ca dx, 
3 4 
‘ ‘ 

+ Hydx, — - —— dx⸗ + — dx; + d. ) H'sdxs J —— dx, 
4 4 

+ Hyd; — d. a do; — d. = 2dx⸗ dx; + d. u 34x3 dx, 
3 X3 X 


+dK, 





— 
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aus der endlich die folgende: 
du= H,dx; + H.dxz + H;dx;z 


>. d. [ Hıdxı + d. SH'sdxz . d. [ H'5dx; dx, = dk 
ds, ' dx, dx, 


gezogen wird. 

Dem oben Gefagten gemäß fol der Ausdruck zur Rechten dieſer 
Bleichung genau die vorgelegte Differenzialfunction geben; daher 
ergiebt fi), wenn 


_ m _ 4 fHıdx, _ d. fHrdrz _ d. (H’sdzz 
mh dx, dx; de, 
gefeßt wird, folgende Gleichung zur Beftimmung von K: 
d«&k=H dx. N 


fo dag wenn wir darthun, der Differenzialcvefficient H/, in diefer 
Bleichung ift von xı, 2 und x; unabhängig, dann gelangen wir 
auch nad) vollgogener Integration der Differenzialformel zur Rechten 
nach der einzigen Variabeln x, zur Beflimmung von K, und mithin 
auch zu der von u. 

Diefes darzuthun ftellen wir die partiellen Differenzialquotienten 
von H’, nach jeder der drei Variabeln x, xz und x; ber. Bedenken 
wir hierbei die oben gemachte Ausfage über H‘, und H/;, daß näm- 
lich erſtere von x,, und lektere von x, fowohl ald von x, indepen- 
dent fei; fo erhalten wir die Gleichungen: 


dH’, dH, dH, 








Ar — Au dx; ’ 

dH‘, _ dH, _ d! fHıdx, _ dH 

dx⸗ — dx⸗ dx,dxg dx, u 

dH', _ dA, 4 [ Hıdxı _4 (H‘dxs _ dH’Y 
ds; — dx; dx,dx; dx,dx; dx, ’ 


die, mit Beachtung der Gleichungen: 
dH% _ dH, _ d® fHıdzı 





dx, = dx; dxzdx, 
dH‘, _ dA; _ 4 ( Hıdx, _ d? [H'dx, 
dx, dx, dx;dx, dx;dz, ' 


in folgende übergehen: 





Sntegralrehnung. V. 284. 87 


— — — — | GE — — 


WE u ⏑ — — 








dx⸗ dx⸗ dx, ’ . 
dH, _ dl, ds 
dx; — dxz dx, ’ 


aus denen, mit Zuziehung der drei Ießten der am Eingange auf- 
geftellten- fech8 Bedingungsgleichungen, 
dd, _, du dH’, 


dı dia —  ’ da 








gefolgert wird. Vermöge diefer drei Gleichungen find wir mit Zu⸗ 
ziehung des Fundamentaltheorems der Differenzialrechnung Nr. 16 
die Function H/%, als unabhängig von xı, x: und x; zu erklären 
berechtiget; fo daß die Gleichung: 
K= f H’,dx, N 

eine völlig beftimmte Function von x, für K barbieten wird. 

Wenn die Ergebniffe diefer Nr. zufammengefaßt werden, ftelit 
ſich folgendes Theorem ald begründet heraus. 


Die lineare Differenzialfunction: 
H,dx, + Hadxz -+ H;dx; -+ Hıdx; , (a) 
in der die Eovefficienten 
H,, HB, H,, H,, 
als Functionen von xı, X, x, x,, den Bedingungs- 
gleihungen: 


dl, _ di, dH, _ di, dHı _ dM, 
ds dx °’ ds dx dx, dx, 





4, _ db, dH _ AH, ) 
dx; — dx⸗ dx, — dx⸗ _ 
dH; _ dH, 
d, ds 


nachkommen, bietet folgende Integralfunction: 
u = [Hıdxı + f H’dx; + S[H'dx; + SH'.dx, -+ Const. (c) 
dar, wo man: 
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H‘ — H⸗ — 4. Han 


dxg ’ 
d. H,dx, d. S H'sdx, 
Lo _ —_— _4 278 
H,=B; dx; dx; ’ (4 
HH — d. [Hıdx, _ d. [H‘sdx; _ d. [H'dx; 
h ” dx, dx, dx, 


geſetzt hat. 

Sn der Gleichung (c) diefes Theorems ift jede der vier noch 
auszuführenden Sntegrationsoperationen auf die Variable jedesmal 
zu beziehen, deren Differenziale beigefeßt ift; die übrigen Bariabeln 
werden dann während diefer Sntegrationsoperation, als Eonftante 
behandelt. Eben fo fließt aus den Ergebniffen diefer und der beiten 
vorangehenden Nrn., daß H’, unabhängig von x, H/; unabhängig 
von x, und x3, H’, endlich von x,, x und x; unabhängig fei. 

285. Der in der vorangehenden Nr. befolgte Weg und bie 
dafelbft gewonnenen Ergebniffe machen es unnöthig, die Integra- 
tion einer linearen Differenzialfunction mit mehr denn bier Varia— 
bein einer ausführlichen Erörterung befonders zu unterziehen. Die 
dort aufgeftellten Gleichungen (b), (c) und (d) zeigen auf unzmei- 
deutige Weiſe das Bildungsgefek auch für den Fall an, wenn man 
mit einer linearen Differenzialfunction von n Variabeln zu thun 
bat, die einer SIntegralfunction fähig ift. 

Sn der allgemein bekannten Weiſe wie Folgerungen, auf Sn: 
ductionen geftüßt, abfolute Gültigkeit erlangen können, haben wir 
folgendes allgemeine Endergebniß ermwahret. 

Wenn in der linearen Differenzialfunction: 


Hıdx, + Hodxz + Hidx; +... + H.dz, M 


die Coefficienten der Differenzialien den in Nr. 281 aufgeſtellten 
Bedingungsgleichungen entſprechen; fo bat dieſelbe eine Sntegral- 
function u, die folgende Gleichung darftelft: 

u [Hıdx, + (H’dxy + (H’sdx3+... + [H’, dx, +Const., (II) 
in der die nm auszuführenden Sntegrationsoperationen der Reihe 
nach auf die einzelnen Variabeln xı, xz, X3, ... X fi) erſtrecken, 


fo daß.man n Integrationen von n Differenzialformeln, deren jede 
nur auf eine Variable bezogen ift, auszuführen hat. 











Sntegralrehnung. V. 286. 89 


Endlich Hat man zur Beflimmung der Eoefficienten: 
H’, H’;, H4%, ...H‘ ’ 


folgende Gleichungen: 


H', — H, _ d. H,dx, 


dx 
d. fH, dxı _ d. SHidzs 
I um a —— — 
H I H; - dx; dxz 
Hu, —H.- d. Sie _ d. fH’ 2dx⸗ d. d. Madx dx; (III) 
‘—H N dx; du 


a. pa, ix, 1. rar, i. fa’ dx. d. SH_.dx, 4 
H_ =H - — —— - — — — ——-.- et, 
2 a dx dx, dx dx, 


wo H’, von x,, H/; von x, und x, H/, von 4, x: und x;, und 
endlich H’n von xı, Xz, X35 Kay .... %n.ı Unabhängig ift. 

Zum Schluffe noch die Bemerkung, die SIntegralfunction u ges 
ftattet eben fo viel Darftellungsformen, als die n DBariabeln: 


X, X2y XÄ3, «.. X, 5 


ſich verfeßen oder permutiren laffen. 
Zur Erhöhung der Deutlichkeit fügen wir einen diefer, von 
(II) verfchiedenen Formenwerthe der Integralfunction u bei: 


u= fH,dx, + ([H!dx, + [Hidx, + [Hidx, -r...-+ [H!'dx -+Const., 
- wo man folgende abkürzende Bezeichnung feftgeftellt hat: 


E"—H _4. [H,dx, 
sm dx, ’ 


—— EZ d. a, 


m—H a.fH,dx,_ d. fHrax, _ d (Htax, 
’ x, dx, dx, 

MH. d. | H,dx, _ d. IHdx. d. Hidx. . SH" dx, 4 j 
un dx, dx, dx, _ dx, 


286. Wenn gleich aus den vorangehenden Nrn. zur Genüge 
hervorgeht , daß die Integration einer linearen Differenzialfunction 
mehrerer Variabeln, wenn folche zu den Möglichkeiten gehört, auf 


% 
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Quadraturen, d. h. auf Integrationen von Differenzialformeln einer 
Variabeln zurück zu bringen möglich ſei; dag ſonach, vom theoreti— 
ſchen Standpunkte aus, der vorliegende Theil der Integralrechnung, 
als ſeinem Endziele zugeführt angeſehen werden kann: erachten wir 
gleichwohl nicht ganz nutzlos, auch Einiges von den Methoden oder 
Verfahrungsweiſen noch mitzutheilen, die zwar nur in einzelnen be 
fondern Fällen Anwendung finden, dafür aber dann auch fchneller, 
als die allgemeinen Borfchriften zu einem Endziele führen. 

So erleichtert man nicht felten die Operation des Integrirens 


dadurch, daß man ftatt der urfprünglichen Variabeln Zunctionen 


neuer einführt, worin das Weſen des Integrivens „nach der Me— 
thode des Zurückführens auf dem Wege der Subſtitution“ befteht. 
Welche Lortheile diefe Methode gewährt, haben wir im erften 
&heile der Integralrechnung zu zeigen gar oftmals die Gelegenheit 
benußt; daß diefelbe auch bei der Integration linearer Differenzial: 
funetionen mehrerer Bariabeln mit Erfolg benukt werden Tann, 
diefes werden die in der folgenden Nr. zu behandelnden befondern 
Fälle ganz augenfällig darthun. 

287. Wir legen ung zuerft die lineare Differenzialfunction: 

ydx — xdy 

y? + x? 

zue Umformung vor. 

Seht man hier 

y= rSın.u und x = rCos.u, 

wo r und u zwei neue Variabeln find, fo erhält man, wegen: 


dy = Sin.udr + rCos.udu, 
— dx = Cos.udr — rSin.udu, 
die Gleichung: | 
ydx — xdy = — r?du, 
und da man auch 
y? + x? = r3 
bat; fo ergiebt ſich: | 
ydx — xdy 
y2 + x 
Es veducirt fich diefem nach die Integration der vorgelegten 
Differenzialfunction zweier Variabeln auf die Integration der ein- 


= — du. 
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fachſten aller Differenzialformeln , nämlich auf die Integration von 
/ au; daher hat man, beachtend' die Gleichung : 


Arctang. z + Arctang. 7 = 5 j 


folgende Integralbeftimmung: 


5 = Arctang. — Const.. 
Vy X y 


Ein zweiter befonderer Fall ſei folgender: 
— 43 (1- =) ) 
v5 Very 


Werden hier die Variabeln x und y in gleicher Weife wie im 
vorhergehenden Falle durch r und u erfeßt, fo erhält man: 





Sin. | 
— ,dy 1-—_—_ı_\- _ 2 an ⸗ E 
Ze a u 2 a 
2 


alfo redueirt fi hier die Integration auf die zweier Differenzinl- 
formeln, deren jede nur eine Variable enthält. Da das Ergebniß 
der Integration des Differenzialausdrudes vechterhand folgender 
Ausdruck darftelt : | | 

2 log. Cos. — +log.r, oder log.r(Cos. =) j 
oder auch: 
- log.r(1 -+ Cos.u) -* Const. ; 
fo hat man nad) Reftitution der Werthe von r und u: 

„I x _ 
Ss at —{t — — = log. (x+ 294 y2)+ Const. 
roch folgenden befondern Fall: 


y?dx + x?dy 
a(x -+-y) xy + bx?y? ’ 





®) Befondere Fälle linearer Differenzialfunctionen mehrerer Variabeln, die 
den Bedingungen der Antegeabilität entfprechen, find fehr bald hergeſtellt, in: 
dem man in irgend einer Differenzialfunction einer Variabeln flatt dieſer 
irgend eine Function mehrerer Variabeln ſetzt. 
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wollen wir durch Einführung zwei neuer Wariabeln auf eine 

lineare Differenzialfunction zurüdführen, deren Integrale unmit— 

telbar in die Augen fällt. 
Wird nämlich: 

’ 1 


stm = 
u y=y 


angenommen, wo alfo u und v die neuen Variabeln find, fo hat man: | 


y2dx + x?dy du + dv 


alx+y)ıy +bx?y 7 b-+ a(u+v) ’ 
‚der Ausdruck zur Rechten wird fofort als das Differenziale von: 
_ - log. |{b + aa-+v) } 


erkannt, der nach Reftitution der Werthe von u und v in: 


xy 


1 
T 108. a(x+y) +bxy 


übergeht; daher hat man: 


2dx + x?2d 1 x 
= log. — Eher + Const. 

Nach der Ableitungsmethode (Integralvechnung II, Nr. 41), 
die, wie aus dem erften heile aus mehrern Stellen herporgeht, 
nur. die entgegengefeßte der Subftitutionsmethode ift, Tieße fich aus 
den eben behandelten drei befondern Fällen die Sntegralfunction von 
fo mander Tinearen Differenzialfunction herftellen; berückfichtigend 
jedoch, daß hierbei nichts Neues zu zeigen ift, unterlaffen wir fol- 
ches und machen ung in den folgenden Nrn. daran, einige Bemer- 
tungen, die diefe beide Sntegrationsverfahren betreffen, mitzutheilen 
und zu erörtern. 

288. Zuerſt drängt fih die Frage auf, ob nicht eine lineare 
Differenzialfunction mehrerer Variabeln durch's Einführen neuer 
Variabeln, wie in der norangehenden Nr. geſchah, eine Aenderung 
in Bezug auf den Integrabilitätszuftend erfahren kann; d. h., wenn 
diefelbe urfprünglich den Bedingungen der Integrabilität entfprochen, 
ob diefelbe nachher gleichfalls noch den zur Sntegrabilität unerläß- 
lichen Bedingungsgleichungen nachktömmt; und umgelehrt? — Die 
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in der vorangefchichten Nr. behandelten befondern Fälle geben der 
fofort zu begründenden Vermuthung Raum, daß wenn die Anzahl 
der Variabeln in der transformirten Differenzialformel der in der 
urfprünglich vorgelegten gleich fümmt, daß dann von der einen auf 
der andern ſowohl in Beziehung auf Integrabilität, ald auf Nicht⸗ 
integrabilität gefchloffen werden darf. 

Sn der Mittheilung des Beweifes diefer Behauptung befchränfen 
wir und jedoch auf den allgemeinften Gall einer lineaven Differen- 
zialfunction zweier Variabeln. 

Hat man nämlich die Differenzialfunction: _ 


Pdx + Ody, («) 


wo P und Q Functionen von x und y find, und führt man ftatt 
x und y die zwei neuen DBariabeln x’ und y’ ein, fo daß: 


x dx 
dx= I dr’ + I day’, | 
dx dy y (6) 
_dy,,,_4 „. \ 


erhalten wird; dann geht die vorgelegte Differenzialfunction über in: 


P'dx' + Q’dy’, (a‘) 
wo der Kürze wegen: 
dx dy 
*5—27 
p 4 Ir 
Q =P dy' + Q dy' ’ 


gefeßt wurde. 

Wird die erfte diefer Gleichungen partiell nach y’ und die zweite in 
gleicher Weife nach x’ differenziert, jedoch fo, daß x und y als Fune⸗ 
tionen von x’, y’ gedacht find; fo erhält man nad) vollzogener Sub» 
traktion der Ergebniffe folgende Gleichheit: 


dPP ag‘ (® 2) (& dy dx 8). 


m (ou (SD , —,  erumpeeim — (EEE Gi — — 


AI dx’ “"\dy dx’ dy’ dy’ dx’ 
oder, wenn der Kürze wegen: 


Say gi | ” 
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gefeßt wird, die folgende: 


dPPO{ÄAdQ' _ [dP do j . 

7 w=5-8)0% \ 

Vorausgefekt nun, was wir in der folgenden Nr. nachtweifen 

werden, der Ausdruck für A ift weder unendlich groß noch der Nui 
gleich, fo hat man beim Statthaben der Gleichheit: 


dP _ dQ 
dy “ dx 
auch folgende : 
apı _ a0 
Ce 
und wenn man 
dP _dQ > 0 ‘ 
dy dx < 
bat, dann ift auch, wie die obige Gleichheit (3) zeigt, 
dP’ do > 


Yy "m <. 


d. h., die linearen Differenzialfunctionen («) und («’) find zugleich 
integrabel und zugleich nichtintegrabel, w. 3. b. w. 

289. Um die in vorangehender Nr. gemachte Ausfage über die 
Befchaffenheit des Ausdrudes für A aus Gleichung (8) nachzumweifen, 
bemerfen wir vorerft, daß, unter der Vorausſetzung die Variabeln 
y und x ftehen in keinerlei gegenfeitiger Abhängigkeit, die Glei- 
dungen, fo y und x als Funetionen von y’, x‘ darftellen, auch um- 
gekehrt jede der letztern durch die erfteren angeben; daß ſonach 
auch y’ und x’ Feinerlei gegenfeitige Beziehung eingehen werden. 

Diefes vorausgefeht, hat man folgende zwei Gleichungen: 

Er = 0 und = 4; 
ferner hat man, wenn x’ ald Function von x und y gebacht wich, 
folgende zwei Gleichungen: 
| di _ did, «cd 
dy’ — dx dy': dy dy'’ 
de _ de de, de a 
dx “ dx dx‘ dy dx’ ’ 





Sntegralrehnung V. 29%. 95 


ſonach hat man audh: 
dx’ dx dx’ dy 
:iyty 55 
dx’ dx dx’ dy _ 
dx dx’ dy dx’ 
aus denen: 


dx’ (= dy dx dy Y)= dy 

dx \dx' dy dy' dx’ dy' ’ 
oder beachtend die Bedeutung von A, die folgende gezogen wird: 
dx’ - 4. , 


Mittelft diefer Gleichung nun find wir nachzumeifen im Stande, 
Daß A weder eine unendlich Eleinmerdende noch eine unendlich groß- 
werdende Größe vorftellt. 

Da wir y ald Function von x’ und y’ vn diefer und der vor⸗ 


angehenden Pr. vorausgefekt haben und —— den Differenzialguo- 


tienten diefer Function nach) y’ vorftellt; fo ann leßterer nach dem 
Sundamentaltheorem der Differenzialrechnung Nr. 16, wenn über- 
y’ nicht befonders verfügt wird, weder unendlich Elein- noch unend- 
lich großmwerdend fein. Da ferner, wie am Eingange diefer Pr. 
erwähnt wurde, x’ nunmehr eine Function von x und y fein muß; 
fo kann aus gleihem Grunde der Differengialquotient diefer Sune- 


tion nad) x, nämlich ber Ausdruck a wenn nicht über x eigens 


verfügt wird, weder eine unendlich Hein. noch) eine unendlich groß- 
werdende Größe vorftellen. Durch) Zufammenftellung endlich diefer 
beiden Folgerungen entnehmen wir aus der Gleichung (7) zum deuts 
lichften die Richtigkeit unferer vorigen Behauptung , daß nämlich der 
Ausdruck für A in Bleichung (>) vorangedender Pr. weder uns 
endlich Klein noch unendlich groß fei, wie wir ſolches nachzumeifen 
und vorgeſetzt. 

290. Erklären wir nunmehr den in Nr. 288 angeregten Ges 
genftand in dem alle erlediget, wenn die transformirte und ur⸗ 
ſprüngliche Differenzialfunction gleichviel variable Größen ent» 
halten; fo daß alsdann beide zugleich entweder integrabel oder nicht» 
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integrabel find: dann fällt ung nicht mehr ſchwer ganz dasfelbe auch 
in dem alle darzuthun, wenn. die transformirte lineare Differen- 


zialfunction eine größere Anzahl von Variabeln, als die vorgelegte 


enthält. 


Wenn erftens die vorgelegte lineare Differenzialfunction, die 


wir von der Form: 
” Pdx # QOdy + Rdz +... (a) 


borausfeßen, eine von x, y, Z, . . . dependivende Function, als 
Integrale hat, wenn man nämlid): 
d.g(x,y,2,...)=Pdx + OQdy + Rdz + .... (b) 


bat, wo alfo durch »(x, y, 2,..) die eben erwähnte Sntegralfunc- 
tion vorgeftellt ift; dann befteht Teßtere Gleichung, als Gleichheit, 
d. h. jede der Variabeln x, y, z, . . diefer Gleichheit kann durch 
jedwede Function irgend weldyer Anzahl neuer Variabeln erfegt 
werden. — Diefes zugegeben, zeigt der Ausdruck zur Linken diejer 
Gleichheit, daß wenn die vorgelegte Differenzialfunction (a) eine SIn- 
tegralfunction hat, auch die duch Einführung neuer Variabeln ge- 
wonnene, wenn gleich leßtere mehr Variable ald (a) felbft umfaßt, 
eine Integralfunction zulaffen wird; und zwar wird diefe Integral- 
function durch: 
(X, Y, 2, ...) 

vorgeftellt fein, mwerm man hier ftatt x, y, 2, ... . der Reihe nad 
diefelben Functionen der neu eingeführten Variabeln feßt, die 
man in (a) zur Erzeugung der * transformirten aus derfelben ein: 
geführt hat. 

Geftattet aber zweitens die Iineare Differenzialfunction in (a) 
feine Integralfunction, fo wird auch die durch Transformation der- 
felben gewonnene, falls folche mehr Variabeln enthält, feine Sntegral- 
function zulaffen; dieſes jedoch unter der Vorausfeßung, daß durch's 
Einführen der neuen Variabeln keinerlei gegenfeitige Abhängigkeit 
unter den urfprünglichen Variabeln hervorgerufen wird. 

Letztere Behauptung zu rechtfertigen, laffen wir in der transfor- 
mirten gerade fo viel Variable conftant werden, daß die Anzahl der 
noch übrigen Variabeln der in der vorgelegten (a) gleich komme. Als- 
dann wird die transformirte, vermöge des am Eingange Mitgetheilten, 


| 
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Feine SIntegralfunction zulaffen; indem der gegenwärtigen Annahme 
zufolge auch die vorgelegte (a) feine Integralfunction zuläßt, und beide 
Differenzialfunctionen gleichviel von einander unabhängige Variabeln 
enthalten. Um fo mehr find wir zu derfelben Behauptung beredy- 
tiget, wenn die conftant erflärten Variabeln wieder den Charakter 
Der Bariabilität annehmen. Denn durch das Hinzutreten neuer 
lieder, die von den variabelerflärten Conftanten (die aber urfprünglich 
auch variabel waren) herrühren, wird dem Mißftande, daß gemiffe 
Bedingungsgleichungen nicht in Erfüllung gehen, nicht nur nicht 
vorgebeugt, vielmehr treten noch neue Bedingungsgleichungen hinzu, 
Die im allergünftigften Falle diefe nichtrealifirten Bedingungsalei- 
chungen nicht um einige vermehren, diefelben jedoch aber niemals 
der Anzahl nad) verringern werden, woraus die Richtigkeit obiger 
Ausfage ohne weiteres gefolgert wird. 

Beachtend nun diefes und dag in Mr. 288 gewonnene Ergebnif 
ſtellt fich folgender Sat als begründet heraus: 

Wenn aus einer linearen Differenzialfunction meh: 
rerer Variabeln durch's Umfeken dieſer in Functionen 
neuer Variabeln, die jedoch erftere in Feinerlei gegen- 
feitige Abhängigkeit verfegen, eine neue lineare Dif- 
ferenzialfunction von eben fo viel oder von noch mehr 
Variabeln, bervorgerufen wird; dann find beide zu- 
gleich integrabel oder zugleich nichtintegrabel. 

291. Die Bollftändigkeit verlangt endlich, daß wir etwelche 
Aufmerkſamkeit auch dem Falle zuwenden, wenn die Zahl der von 
einander unabhängigen Variabeln in der trangformirten geringer, 
als in der vovgelegten linearen Differenzialfunetion ift; welcher Fall 
offenbar dann eintreten fann, wenn unter den urfprünglich gegen⸗ 
feitig independenten Variabeln der vorgelegten Differenzialfunetion 
irgend ein Zufammenhang eingeführt wird. 

Da diefer Gall nur infofern von analytifchem Intereſſe fein Bann, 
ald die vorgelegte lineare Differenzialfunction den Bedingungen der 
Sntegrabilität nicht entfpricht; fo gehen wir auch lediglich von diefer 
Annahme aus. Wir bemerken aber im voraus, daß ung gegenwärtig 
nur darum zu thun fei, die Möglichkeit nachzumweifen, dag beim 
Umfeßen einer folchen Differenzialfunction in eine ähnliche von 

Raabe, Diff. u. Int. Rechnung. II. 7 
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einer geringeren Anzahl Variabeln, eine integrable Differenzialfunc- 
tion allerdings erzielt werden kann. 
Wenn in ber linearen Differenzialfunction der drei Variabeb 
x, y und z: | 
Pdx + Qdy -+ Rdz, 
die Coefficienten P, Q, und R, als Functionen von x, y, z einer, 
zweien oder allen dreien der folgenden drei Ungleichheiten entfprechen: 
dP dO> dR dP> dO dR> 
Ya<!! tu <' a y<.: 
in welchem Kalle die Differenzialfunction Feine Integralfunction ber 
von einander unabhängig gedachten Variabeln x, y, z zuläßt; danr. 
wird folche, durch's Umfegen derfelben in eine mit einer DBaric- 
bein, fofort integrabel gemacht. 
Stelit man durdy u eine neue Variable vor, und erfekt xy 
und z durch beliebige Functionen diefer Variabeln; oder, was auf 
das gleiche hinausläuft, erfeßt man die Variabeln y und z durd 


beliebige $unctionen von x: dann geht die vorgelegte Differenzial: 


function der drei Variabeln x, y und z in eine Differenzialfunc- 
tion einer Variabeln, der Form: 
op(x)dx 


über, welche, nach der Methode der Duadraturen, ohne irgend 


welcher Bedingungsaleichung zu unterliegen, als integrirbar jedesmal 
vorausgefeht werden darf. 

Wir gehen aber noch einen Schritt weiter und behaupten, daf 
man diefelbe Differenzialfunction der drei Variabeln auch in eine 
ähnliche mit zwei von einander unabhängigen. Variabeln umferen 
fann, die nach diefen Variabeln integrivbar, wenn gleich die vorge: 
legte nach den primitiven drei Variabeln es nicht ift. 

Diefes zu zeigen, ftellen wir, ftatt die drei Variabeln x, y und 
z. durch Functionen von zwei neuen Variabeln zu erfeken, unter 
den primitiven Variabeln felbft, unter x, y und z, eine Relation 
fett. Wenn aus diefer Relation eine der VBariabeln, 3. B. z, ala 
Function der beiden andern ausgedrückt und in die vorgelegte Dif— 
ferenzialfunction gefeßt gedacht wird, dann nimmt folche folgente 
Form an: 
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Padx + Q'dy, 
wo man der Kürze wegen: 


PP=P+RZ und 0 =0+R 
x 
gefeßt hat, und wo: 
dz N dz 
dx un dy ’ 
Die aus der angenommenen Relation zwifchen x, y, 2 gefolgerten 
voartiellen Differenzialquotienten von z nad) x und von z nach y 
vorftellen. 
Damit diefe: lineare Differenzialfunction der zwei Variabeln x 
und y-eine Sntegralfunction zulaffe, wenn auch x und y gegenfeitig 
völlig unabhängig verbleiben, dann muß man identifch: 
| dPP a0: 


di 
haben; nun hat man, wenn in P, Q und R die Variable z als 
- Function von’x und y auftritt, folgende zwei Gleichungen: 


m P,BE,(MRa En 
dy dy :dz dy dy * dz dy) dx dxdy ’ 
dQ’ dO _dOQ da dR dR dı\ dz d2z 
Fri ir ä—. 


Daber muß die oben erwähnte Relation zwifchen x, y und z der 
Art fein, daß man: ’ 
dp 140 _ (IR _ IP) du _(dQ_ AR) de 
dy dx dx dz / dy dz dy 
habe. . 

Sft hier auch nicht der Ort, das Verfahren auseinander zu 
feßen, das jene Relation zwifchen x, y und z herbeifülhret, die diefer 
Sleihung im Allgemeinen ein Genüge thut, denn es fällt die Er- 
ledigung dieſes Gegenftandes in die zweite Abtheilung der Integral 
rechnung mit mehrern VBarinbeln, die von der Integration der 
Differenzialgleichungen handelt; fo darf um fo weniger zur Erhär⸗ 
tung unferer obigen Ausſage ein befonderer Fall fehlen, der doc) 
menigftens von der Möglichkeit zeuget, daß derfelben ein Genüge 


dx — 
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gefchehen kann: wie foldyes aus dem folgenden befondern alt te 
vorgehen wird. 
Die lineare Differenzialfunction: 


ydx + zdy + xdz , 


die den in Nr. 280 aufgeftellten Bedingungsgleichungen der Sat: 
grabilität nicht entfpricht, geftattet, fall unter x, y, z feiner 
Zufammenhang eingeführt wird, feine diefe Variabeln enthalten: 
Sntegralfunction. — Stellt nun gly—x) irgend eine- Funetion vs 
y—x vor, und gıly—x) den Differenzialgquotienten diefer Fun: 
tion nah y—x, wo alſo y —x aß eine Variable gleichfam anf 
teitt; dann geht, wenn zwiſchen z, y, x die Relation: 
2 = x + gıy—x) ?) 

feftgeftellt wird , die vorgelegte Tinenre Differenzialfunction mit de 
drei Variabeln x, y, z in folgende: 


ya x— xgsliyox) !de+ |x + galy—x) + xgs(y—a)} dy, 


nur noch die zwei Variabeln y und x enthaltende lineare Difteren: 
zialfunction über, wo gs(y—x) in derfelben Beziehung zu @uly—x', 
wie diefe u @(y—x) ſteht; d. b., wo gs(y—x) den erſten Die 
renzialquotienten von gı(ly—x), oder den zweiten von g(y—x) nal) 
der allgemeinen Größe y—x vorftellt. 

Diefe lineare Differenzialfunction entfpricht der Bedingungsgler 
chung der Integrabilität (Gleichung (b) Nr. 282); vollzieht man 
die Integration, und zwar indem man zuerſt x als Conſtante be— 
handelt, fo ergiebt ſich nach den Gleichungen (c) und (d) derſelben 
eitirten Nr. folgende Integralfunction: 

x? + xy XGPI(VA) + g(y—x), 
wo die durch @ angedeutete Function völlig willkührlich ift. Ä 

Ein ähnliches Bewenden hat es mit den- linearen Differenzial 
functionen von vier und mehreren Variabeln, die den Bedingungs- 
gleichungen-der Sntegrabilität nicht entfprechen, aber durch Trans: 
formation derſelben in andere mit weniger Variabeln fofort inte: 


*) Wie man zur Kenntniß diefer Annahme gelangt, müſſen wir auf bie 
zweite Abtheilung der Integralrechnung mit mehreren Variabeln verſchieben. 
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wabel ſich herausftellen. Wie aber zu verfahren fei, damit die 
ransformirte und integrable Differenzialfunction die möglichft größte 
Anzahl von Variabeln noch beibehalte; dieſes fällt, wie ſchon oben 
erwähnt wurde, in die zweite Abtheilung der Integralrechnung mit 
mehrern DVariabeln, oder in jene Abtheilung, die die Integration 
ber Differenzialgleichungen behandelt, momit wir uns im dritten 
oder nächftfolgenden Bande vorliegenden Werkes ausfchließlich be: 
fchäftigen werten. 

292. Nachdem wir nun die Sntegrabilität linearer Differen- 
zialfunctionen unterfucht und mit der nothivendigen Ausführlichkeit 
bei der Auffindung der Sntegralfunctionen derfelben verweilt ha— 
ben; erübrigt ung, über die Werthe diefer Integralfunctionen für 
beftimmte Werthe der VBariabeln, oder über die beſtimmten In— 
tegralien linearer Differenzialfunctionen mehrerer 
Bariabeln Einiges noch mitzutheilen. 

Was in der SIntegralrechnung I Nr. 32 und 33 über die Snte> 
gralfunction einer linearen Differenzialformel oder Differenzialfunc- 
tion mit einer Variabeln mitgetheilt wurde, kann mit geringen Ab- 
änderungen auch auf die der linearen Differenzialfunction mit meh⸗ 
veren Bariabeln, die den Bedingungsgleichungen der Integrabilität 
entfpricht, ausgedehnt werden. Um jedoch diefem Gegenftand nicht 
unnöthigerweife eine allzu große Ausdehnung zu geben, befchränfen 
wir unfere gegenwärtigen Unterfuchungen lediglich auf lineare Dif- 
ferenzial- und deren Integralfunctionen zweier von einander unab⸗ 
hängigen Variabeln. 

Stellt man unter a(x,y) und (xy) Yunctionen von x und 
y vor, die der Bedingungsgleichung: M 


da, y) _ dyz,y) a) 
dy — dx 


entſprechen; ſo wird die Differenzialfunction: 
plx,y)dx + ıy(x,y)dy 


eine von x und y abhängige Function, als Sntegralfunction, d. i. 
ald Integrale darbieten. — Stellt man diefelbe durch F(x,y) dar 
und die willtührliche Conftante der Integration durch C; fo kann man 
folgende, in Bezug auf x und y identifche Gleichung aufftellen: 
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Ktoay)dx + va,ndy} = Fix +C., G 
wo der Ausdruck zur Rechten die Sntegralfunction der innerbalt 


der Klammern zur Linken enthaltenen Differenzialfunction vorite:: 


und, bei allen analytifchen Lnterfuchungen, wenn nur die Bet 
gungsgleihung (1) Statt findet, ftatt des Gefammtausdruckes zur 
Linken, wie auch umgefehrt, gefeßt werden darf. 

Die Willkiihrlichkeit der Sntegrationsconftante C geftattet für 
x und y refpektive die ganz beliebigen Werthe a und b zu jeken, 
damit die Integralfunction in Null übergehe. Führt man bieic 
MWerthe für x und y in (2) ein, fo bat man folgende Gleichung: 


0—= F(a,b) *C., 
welche von (2) fubtrahirt, diefe in folgende umfekt: 
Sa(z,y)dx * wix,y)dy! = F(z,y) — F(a,b).. 5, 


Auch in diefer Gleichheit ftellt der Ausdrud zur Rechten die Snte 
gralfunction der Differenzialfunction inner den Klammern zur Linfen 
vor. Diefe SIntegralfunction ift jedoch in fo weit befiimmt, vaf 
von derfeiben ausgefagt werden Fann, für x=a und y — b geht 
folhe in Null über. Wird unter diefer Annahme, oder bei Zu: 
grumdelegung der Bleichung (3), der Werth der Integralfunction 
für x== A und y=B verlangt; dann feßt man diefe Werthe für 


x und y in den Ausdruck zur Rechten diefer Gleichheit (3) ein, 


und deutet diefes durch folgende Gleichung an: 


x—A,y=B 
SS Irmy)dx + wia,y)dy! = F(A,B)—F(a,b). ( 
x, y—ıh . 


Der Ausdruck zur Linken, wie folcher hier dargeftellt ift, zeigt 
an, daß unter der Annahme des Verſchwindens der Sntegralfune: 
tion folgender Differenzialfunction: 


g(x,y)dx # ıy(x,y)dy 
für x=aund y=b, der Werth diefer Sntegralfunetion für x =A 


nnd y = B angegeben werden fol; der Ausdruck zur Rechten aber 


ſtellt dieſen Werth bereits ausgedrückt dar. 
Die Willkührlichkeit der Conſtante C in (2) geftattet aber auch 
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die Annahme, die Sntegralfuncion gebt für x — A und y=B 
in Null über. — Wird unter diefer Annahme der Werth derfelben 
- Spntegralfunction für x=a und y=b verlangt; fo hat man, 
analog mit (4), auch folgende Gleichung: 


x=a, y 
f Ig(z,y)dx + (x, y)dyt = F(a,b) —F(A,B), 
x=A,y=B . 
welche, verglichen mit (4), auf folgende führt: 
s=A,y=B x=e, y=h 
S Ira pdHyıydayi=— f tyra pn yody ‚ (5) 
x=a, y=h x=A,y=B 


die die analoge zur Gleichung (4) Pr. 32 im erften Theile der In⸗ 
tegralrechnung ift. 

293. Auch ſtellt der beftimmte Sntegralwerth einer integrabeln 
linearen Differenzialfunction zweier und mehrerer Bariabeln eben 
fo viele Reihenfummen vor, als diefelbe unabhängige Variable zählt; 
diefelben werden aus der Differenzialfunction in ähnlicher Weiſe 
gebildet, wie in der Sntegralrechnung I Nr. 33 bei der Differen- 
zialformel einer Bariabeln mitgetheilt worden ift. 

Behalten wir diefes zu zeigen die in borangehender Nr. feſtge⸗ 
ftellte Bezeichnung, wie die Gleichungen dafelbft bei; feßen überdieß 
die Integralfunction F(x,y) für alle Werthe vonx=a big = A 
und für alle von y=b bi y=B mit der Eigenfchaft der Eon- 
tinuität begabt voraus: fo befteht die Gleichheit: 


og(Ky)+o'y(x,y) =Lim: |F(x-ro,y-+o')—F(x,y)} , (6) 


in der das Grenzzeichen auf die von einander unabhängigen um- 
endlich Eleinwerdenden Größen » und ©’ Bezug hat, für alle diefe 
eben erwähnten Werthe von x und y. 

Wird in diefe Gleichheit der Reihe nach: 
x=a,y=b, vw, wo ; 
x=a4+m, yzb+o', wo, wu; 
sea m ten, yzb+ro, to, van, Wa; 


xzat+n +0 FW, y=Eh+-oo ro, + mg, ʒ, wW =w';; 


— mn ‘ —— 
x za tm ta. tn .. +0 naar MO 0 oa 
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geſetzt; werden dann die ſich fo ergebenden n Gleichungen ſaddirt: 
dabei ferner: | 
A=-aı Go + m + 13 r..: 0,49 


(7} 
B=b+ ou, ro, +09 +...+0, 1 


feitgeftellt, wo, wenn A um eine endliche Größe wenigftens von a 
abfteht und desgleihen B von b, die ganze Zahl n nothmwendig 
unendlic) großwerdend fein muß: fo ergiebt fich folgende Gleichung: 


F(A,B)—-F(ab)= 
o (a, h) + wı gla-+og, b+w'g) + w3g (at +, btw tw)... 
........ +0,19A- 0,4: B— o',ı) 
-+0', y(a,b)+0’, y(a+09, b+@,)+w’swlatogt+0, b+rW/ WB) +... 
....... +0, y(A—=o,ı, B-w,,)- (8) 


Ganz in ähnlicher Weife wird man auch auf folgende Gleichung 
geführt: 
F(A,B)— Fl(a,b) = 
=oygla ta, brw)tunga rn ran, brou to) ..... 
.+0,39g(A—o, 1: B- 0,1) A, B) 
+o,yyvlatroo,b+oo)+w, var ta, b+oo+w;) + un. 


+0, 3vVlA—-o,1; Bw, .) tw, ıWlA,B). (9) 


Diefe zwei Gleichungen in Vereinigung mit der Bleichung (4) 
vorangehender Nr. vechtfertigen die anfangs vorliegender Nr. ge 
machte Behauptung und geftatten, die für Differenzialfunctionen 
mit einer Variabeln feftftiehenden Bezeichnungen und Benennungen 
auch auf integrable lineare Differenzialfunctionen mit mehrern Va— 
riabeln zu übertragen. Diefem nad) kann von einem beftimmten Sn- 
tegrale einer integrabeln linearen Differenzialfunction mit mehrern 
Bariabeln, von den Grenzen diefes beftimmten SIntegrals, von den 
obern und untern Grenzen u. dgl. m. gar wohl die Rede fein. Man 
kann diefelben auf ähnliche Weife, wie bei $unctionen einer Varia— 
bein andeuten oder bezeichnen und benennen. Endlich gelten die 
Kennzeichen und VBorfchriften, die wie im erften Theile der Inte⸗ 
gealrechnung, in den Nrn. 34, 105 und 106 über die Zuläffigkeit 
eines beftinnmten SIntegrals im Bereiche mathematifcher Größen 
mitgetheilt haben, auch für beftimmte Sntegralien der integrabeln 
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linearen Differenzialfunctionen mehrerer Variabeln; fo 3. B. haben 
die obigen Gleichungen (8) und (9) nur alsdann Beftand, wenn 
jedes Glied in den Reihen rechter Hand der Gleichheitszeichen einen 
unendlich Eleinwerdenden Grenzwerth darbietet. 

294. Wir Haben in den’ beiden vorangefchickten Nrn. überall, 
mo von einer linearen Diffetenzialfunction mit mehrern Variabeln 
die Rede war, diefelbe als eine integrable zu bezeichnen nie unter- 
laſſen. Auf diefe Sntegrabilität zeigen die Gleichheiten (1) und (6) 
befagter Nen. hin, die den Ergebniffen dafelbft zu Grunde Liegen und 
nichts anderes, als die Bedingung der Sntegrabilität der dort behan- 
delten linearen Differenzialfunction ausfpredhen. Da wir hier diefe 
Ergebniffe zu meitern Folgerungen unterlegen; fo erinnern wir, 
möglichen Mißdeutungen vorzubeugen, nochmals, daß von einem be⸗ 
fiimmten Sntegrale einer linearen Differenzialfunction mehrerer 
Variabeln nur infofern die Rede fein kann, als diefelbe den Bedin- 
gungen der Sntegrabilität entfpricht; welche Vorausfegung wir 
allen unfern folgenden Betrachtungen unterlegen. 

Sn den Gleichungen (8) und (9) vorangehender Nr. ſtellen die 
Größen: 


0, Wr, WI, WI, .- .. 1 («) 


die unendlich Eleinmwerdenden Aenderungen der Variabeln x beim 
eontinuirlichen Uebergange derfelben von a bis A vor; eben fo ftelfen 


' ; 4 1 
Qi, Hr 0, WI — («') 


die unendlich Eleinwerdenden Aenderungen der Variabeln y vor, bei 
dem continuirlichen Uebergange von y=b bis y=B. Da biefe 
zwei Reihen unendlich Eleinwerdender Größen in (x) und (a’) kei: 
nevlei fonftigen Bedingung, ald den Gleichungen in (7) zu genügen, 
unterliegen; fo ift man auch folgende Gleichungen aufzuftellen be- 
rechtiget : 

== =07=..=20,170, 
mn —... — 1 Zu; 
wo dann d und o’ unendlich Eleinwerdende Größen vorftellen, die 
den Bleichungen: 


A=za-+no, B=b-+ m’ 


nachzukommen haben. 
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Gehen wir nun von biefen zwei Gleichungen aus, und efimini- 


ren aus bdenfelben die unbeftimmte, ganze und unendlich großwer— 

dende Zahl n; fo ſtellt fich folgender Zufammenhang unter den bi: 

jeßt von einander völlig unabhängigen Größen » und »&’ heraus: 
(A—a)o' — B—-b)u. 


Bedenkt man ferner, daß » und w’ vefpective die unendlich klein 
werdenden Aenderungen oder die Differenzialien von x und Y repra- 
fentiren; fo bat man aud): 

(A—a)dy = (B—b)dx, 

woraus 





(ie 


gefolgert wird. 

Hieraus entnehmen wir, daß bei der Integration einer integru- 
bein linearen Differenzialfunction zweier Variabeln zwifchen gege- 
benen Grenzen es gleichgültig fei, ob man zuerft die Integration 
nach den von einander unabhängig gedachten Variabeln innerhalb 
der verlangten Grenzen, nach Gleichung (4) Nr. 292 vollzieht; oder 
aber, ob man vor der Integration noch eine diefer Gleichung (10: 
entfprechende Relation unter den Sntegrationsvariabeln einführt, 
und hierauf dann zwifchen den Grenzen der noch zurückbleibenden Sn- 
tegrationsvariabeln die Integration vollzieht. Sn dem einen mie in 
dem andern Falle gelangt man auf das gleiche Endergebniß. 

DBetreffend diefe eben erwähnte Relation unter den Integra— 
tionsvariabeln y und x, zeigt die Gleichung (10), für y fei eine 
folhe Function von x vor der Integration einzuführen, daß der 


Differenztalquotient derfelben, nämlich daf z der von x unabhän: 
gigen Größe: 

B-b 

A-—a 
gleich werde. Zieht man ſonach das Fundamentaltheorem der Dif— 
. ferenzialrechnung Mr. 16 zu; fo kann die befagte Function von x 
nur von der Form: 





B—b 


Ar r+rt 
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fein, wo auch C eine von x unabhängige, übrigens willkührliche 
Größe vorftellt. 

Faſſen wir die Ergebniffe diefer Nr. zufammen, fo ftellt fich 
folgendes ald begründet heraus. 

Wenn die integrable lineare Differenzialfunction: 


PX, y)dx + yia,y)dy 


von x S a bis x=A und von y=b bi8 y=B nad) Gleichung 
(4) Nr. 292 integrivt werden fol; fo gelangt man zu dem gleichen 
Endergebniffe, wenn aus diefer Differenzialfunction zuerft y oder x 
mittelft folgender Gleichung : 


(A-a)y — B—b)x = C 


eliminirt wird, und im erſtern Sal (menn man y eliminirt bat) 
die Integration nah x von x=a bis x—=A vollzieht, im letztern 
Falle aber (wenn x die eliminirte Variable iſt) nach y, von y=b 
bis y=B die Integration vollzieht. 
Betreffend endlich die Größe C bedenke man, daß man zugleich 

entweder: 

x=a und y=b 
oder 

x=A und y=B 


hat; die eine wie die andere Annahme bietet diefelbe Beſtimmung 
für C dar, nämlich: 
C=Ab—Ba; 
fo daß die in Rede ftehende Relation zwifchen y und x folgende ift: 
(A-a)y — IB-b)x = Ab—Ba. (11) 
Man hat alfo bei Zugrundelegung biefer Gleichung (11) entweder: 


x—=A,y=B B— 
K Aam,y)dx+y(x,y)dy} * Hy) + I > pay)|dx, (12) 


x=a,y=h 


oder auch): 


x=A,y=B 


' B 
, A- 
F G y)dx+y(x,y)dy | =f} B =EHX,y) + Wix,y) dy . (13) 
h 





a, y=h 
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Dieſes Ergebniß verdient fihon deswegen alle Aufmerkſamkeit, 
indem wir aus demfelben entnehmen, daß man eine integrable Iineare 
Differenzialfunction zweier Variabeln, die die Variabeln nicht ge 
fondert enthält, gleichwie eine gefonderte zu behandeln habe, wem 
es fich um deren beftimmten Integralwerth handelt. 

Zur Erläuterung diefer Ausfage fügen wir noch folgendes bei: 

Gefeßt man hätte die Differenzialfunction: 

- g(x)dx + w(y)dy , | 

in der o(x) bloß Function von x und „Y(y) folches bloß von y if; 
fo fann man, da bier die Variabeln x und y von einander abge 
fondert find, weswegen die Differenzialfunction eine gefonderte 
genannt wird, falls folhe von x=a bi x=A nad x und von 

—b bi y=B nad) y integrivt werden fol, die Integrationd- 
grenzen der Variabeln y denen von x gleich, wie auch umgekehrt 
machen. Erſteres wird erreicht, wenn man (Integralrechnung III 
Nr. 144) - - 








y= A—a x A—a 
annimmt, leßteres wenn 
A—a Ba—Ab 
Br’ 35 
gefeßt wird. Das oben gewonnene Ergebniß zeigt ſonach, daß es 
ein gleiches Bewenden mit der integrabeln linearen Differenzialfunc- 
tion zweier Variabeln auch dann noch habe, wenn diefe gleich unge: 
fondert oder vermifcht in derfelben vorkommen. 

Das Ähnliche Bewenden hat e8 mit integrabeln linearen Diffe: 
venzialfunctionen von drei, vier und mehreren Variabeln; wir er: 
achten jedoch unnöthig bei diefen zu verweilen, und ziehen es vor 
in der folgenden Nr., mit der wir diefes Kapitel fchließen, zur 
Erhärtung des Ergebniffes vorliegender Nr., dasfelbe auf ein Paar 
befondere Fälle zur Anwendung zu bringen. 

295. Als erften.befondern Fall legen wir das beftimmte Integrale: 

x—=A,y=B 


ydx — xdy 
y? >» x? 


x — 





xzua, y=b 


zur Ausmittelung vor. 
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Get man der Kürze wegen : 


Ab-Ba 
A—a ! 





B—b 
_ a=7—Z, und 5 = 


fo bieten die Gleichungen (11) und (12) vorangehender Nr. folgende 
Gleichung dar: 


A 
J——— _ dx , 
yirı ( ß B?-+20ßx+(1-+02)x? ’ 


x=a, y=h 


es ift aber (Integralvechnung II, Pr. 44, Gl. 21): 


dx , aß+(1-rad)x 
ß f BrZaßx +1 rn) Arctanp. — 3 
daher hat man: 
x=A,y=B 
ydı—xdy _ (A—a)(1+u3)3 
f ya Arelang. art raAllaßrlttade] ’ 
x=ı,y=h 
oder auch: 
xa=A,ye=B 1 
ydx—xdy| _ B(A—a) 
f —— 2xꝰ * Aretang. B?-+-aBA-+-ußa+(1+n2)aA ” 
x==a,y=b 
oder endlich: N 
z==A, y=B 1 “ 
ydx—xdy | _ BA) 
f y2+-x? = Arctang. (B+aA)(d-+aa)+Aa j . 
za, y=h 


Berücfichtiget man nun die oben für « und 6 feftgeftellten 
MWerthe, die: 
B+roA=B, B-+raa=b, 
ß(A—a)=Ab—Ba_ 


geben; fo ftellt fich folgende Beftimmung für das vorgelegte be- 
ftimmte Integrale dar: 


yds—xdy Ab- Ba 
| besser] ann BC 
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Ganz dasfelbe Refultat bietet die Gleichung (4), Ar. 292 dar. Sn | 
Pe. 287 haben wir nämlich gefunden: | 


f —— = Arctang. ” + Const. ; 
ytx y 


wendet man auf diefe Gleichheit die eben citirte Bleichung (4) an, 
fo ergiebt fich: 


x=A,y—B 
f a | = Arctung. 3 — Arctang. — 
æa, y==b 
aus der, wie vorhin: 
xA, yB 
ydax-xdy | _ Ab—Ba 
—— — == Arctang. GssBn 
zea,yh 


gefunden wird. 
Als zweiten befondern Fall legen wir das beſtimmte Integrale: 
u , 
RT ra le 15 
Var * Vrt+ry2] \ 
x—a,y=h 
deffen Werth wir der Kürze wegen durch u andeuten wollen, zur 
Ausmittelung vor. 
Stellen & und 8 diefelben. Größen, wie im vorigen Beifpiele vor, 
- fo. geben die Gleichungen (11) und (12) vorangehender Nr, folgen: 
den Werth für u: 


f dx | f | dx 

u — ——+ß ö— — ———; 
ß-rax (Brtax) VAr+2adx+(1ra)x? 
nun ift: 


dx _ 
cx Brax = log. (d-+ax) j 


und nach Sntegralvechnung I, Nr. 46, Gleichung (30) hat man: 


ß Sa — lo —28x—2ß 2 Prr2aßxHiro?)x? 
(Brax) VR%+20ßx+(1+02)22 5 P+ax 


daher ergiebt ſich: 
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A-+Y — -+a2)A2 
a-+ Vß?+20ja t+(1-+a2)a? 


um log. 


oder aud): 


A-+- V(ß+aA)?-+-A? 


u = log. : 
a+ Y(ö-raa)?-+u2 


es ift aber, wie ſchon im vorangefchieften Beifpiele bemerkt wurde: 
B+oA=B und $+oa=b, 


Daher hat man: 
A-+ VA?+B2 


u == log. , 
a + Ya?-+-h? 


- 


mithin auch: 


x=A,y=B 
f | dx * A _ x ) 1 A-+ VA?-+B? 
Veayp  y Vaayp)| or yore 
x=a,y—=h . 


worauf auch die Bleichung (4) Nr. 292 führt, wenn man das Er- 
gebniß des in Pr. 287 behandelten zweiten Beifpieles zu Grunde legt. 





Sechstes Kapitel. 


Nichtlinenre, eingliedrige Differenzialfunetionen einer, 
zweier und mehrerer VBariabeln. 


296, Stellt man unter ꝙ (x, y, 2, ...) irgend eine Function der 
Variabeln x, y, zZ, ... dor, fo ift jedes Produkt aus den mit ganjen 
und pofitiven Erponenten begabten Differenzialien diefer Variabein 
X, y, z, .. in diefe Function p(x,y,z,..) eine nichtlineare, 
eingliedrige Differenzialfunetion befagter Variabeln. 

Diefem nach ift der Ausdruck: 


g(X,y,2,...)dx” dy” da’..:, (A) 


wo ın, n, p,.. nichtnegative ganze Zahlen vorftellen, die der Be— 


dingung: 
m+-DnD+p+...k 


entfprechen, in der k der Anzahl der Variabeln x, y, 2, - . . gleich 
kömmt, eine folche Differenzialfunction. Das Gleihheitszeichen in | 
diefer Bedingung fällt aus, wenn k=1 ift, in dem Falle nämlich, 
wenn man eine eingliedrige nichtlineare Differenzialfunctton einer 
Bariabeln hat. 

Aus dem, was in der Differenzialrechnung mit $unctionen meb- 
rerer Variabeln mitgetheilt wurde, namentlich aus dem dritten Buche 
$. I der Differenzialrechnung gebt hervor, daß eine Differenzialfunc: 
tion wie (A) nur durch ein fucceffives, partielle Differenziren einer 
Function von x, Y, 2, ... in beliebiger Ordnungsfolge mmal nad) 
x, nmal nad) y, pmal nad) z u. f. w. entftanden fein kann; wenn 
ſonach die Sntegralfunction von (A) duch F(x,y,z,...) borge: 
ftelt wird, dann muß ſolche folgender Bleichheit entfprechen: 

mtntpt... 


d F(ix,yı2,...) _ | 
FR Fey Li DEE (RB, 
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3u einer vorgelegten Function (X, y, 2, + . .) die entfprechende 
F(x, y, z, . .) angeben, die diefer Gleichheit ein Genüge thut, heißt 
die Differenzialfunction (A) integriren, welches Zweck und In— 
halt vorliegenden Kapitels ift. 


$. I. 


Sntegration der eingliedrigen nichtlinearen Diffe- 
venzialfunction einer Variabeln. 


297. Hat man die Differenzialfunction g(x) dx” vorgelegt, wo 
(x) eine $Zunction bloß von x, und. m eine pofitive ganze Zahl 
ift; fo wird die Integralfunstion derfelben erft nach einer ın maligen 
fuccefiiven Differenzintion nach der Variabeln x, mobei jedoch dx 
eonftant verbleibt, die vorgelegte Differenzialfunction darbieten. 
Diefem nady wäre folgendes Berfahren das natürlichfte, zur Kenntniß 
der Sntegralfunction derfelben zu gelangen. 

Man ftele zuerft die Sntegralfunction von g(x)dx her; das 
Ergebniß, das eine willtührliche Eonftante mitführt, multiplicire 
man mit dx und ftelle zu der fo erhaltenen Differenzialfunction 
das entfprechende Integrale her, das nunmehr zwei mwillführliche 
Conftanten enthalten wird; diefes multiplicire man abermals mit 
dx und integrivre nach x, wodurch eine Function von x mit drei 
willführlichen Conftanten erhalten wird; fährt man in diefer Weife _ 
fort, das jedesmal gewonnene Ergebniß der Integration mit dx 
zu multiplieiren, diefes nach x zu integriven und dem Ergebniffe 
. eine willtührliche Eonftante beizufeßen: fo erhält man nad) einem 
m maligen Wiederholen die der Differenzialfunction: 

y(z)dx” , 
entfprechende Sintegralfunction, welche, wie aus dem eben mitge- 
theilten Verfahren erhellet, m wilfführliche Conftanten enthalten wird. 

Es unterliegt aber diefed Verfahren dem Webelftande, daß im 
Derfolge der fucceffiven SIntegrationen, bisweilen ſchon bei der erften 
eine nicht fo leicht integrirbare Differenzialformel jeder weitern, 
Fortfekung des Integrirens fich entgegenftellt, und dadurch die Her: 

8 


Raabe, Til. u. Int Rechnung N. 
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ftellung des Endrefultates faft unausführbar macht. Als Beleg 
hierzu führen wir die nichtlineare Differenzialfunction e”’xdx? an. 
Das Integrale von ex?xdx ift te” +a, wo a die Conftante der 
Sntegration iſt. Multiplieirt man diefes Integrale mit dx, fo hat 
man die Differenzialformel adx + 4e*”dx zu integriren, und da 
ex? dx durch Feine bekannte Function integrirbar ift; fo fieht man 
fi) im Fortgange gehemmt, will man nicht die Function e*” in eine 
ohne Ende fortlaufende Reihe auflöfen, wodurch äußerſt verwickelte 
Sormen herbeigeführt werden. Dieſem Mifftande nun foll durch 
die Betrachtungen der folgenden Nrnun. abgeholfen werden. In Folge 
diefer Betrachtungen wird die Sntegralfunction der in Rede ftehen- 
den Differenzialfunction gleichfali3 von ın noch auszuführenden Sn- 
tegrationsoperationen abhängig dargeftellt werden; alfein da diefelben, 
als in Teinerlei gegenfeitigen Abhängigkeit ftehend werden erfannt 
werden, fo kann dann auch der vorhin erwähnte -Uebelftand nicht 
eintreten; denn die allenfalls noch vorkommenden nicht fo leicht vollzieh- 
baren Integrationen werden nunmehr ifolirt und ohne irgend welchen 
Einfluß auf die übrigen da ftehen, wie wir folches zur Erhöhung 
der Deutlichkeit in Nr. 300 an demfelben fo eben befprochenen be= 
fondern Falle eigens zeigen werden. 


298. Stellt man durch um jene Function von x vor, die mmal 
nacheinander nach x, unter der Annahme des Lonftantfein von dx 
differenzirt, die Differenzialfunction ꝙ (x) dxm darbietet, fo dag man: 





d”u,, 
KT 
bat, aus der folgende Gleichungen: 
du d2 du 
—=1@), 7 =qg(%), er =), 


wie auch die folgenden: 
n=fe(ddx, we l(folk)dx?, m flfgcddx u. f w. 


fließen ; fo ift unfer nächftes Streben dahin gerichtet, unter den 
Größen: 


u; ) ug, U3, .0 0% un 
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eine Relation oder, zur Beftimmung von um, eine Recurfionsglei- 
chung hberzuftellen. 

Berückfichtiget man die letztern us, us, us, . „ darftellenden Qlei- 
chungen, fo ift man zur Aufftelung folgender Gleichung bewechtiget: 


U — F Un dx 3 («) 


| 
behandelt man den Ausdeud zur Rechten nad) der theilweifen In⸗ | 
tegration, d. i., nach der Fundamentalgleichung (4) Nr. 38 des | 
erften Theiles, fo hat man auch: 


u=xu., — fSxduu» 


oder auch, wegen: 
d.u 


nm“1 = U 1.2 dx ’ 


folgende: 
wu 09 Sun xdx. 
Behandelt man den Sntegralausdrud zur Rechten in ähnlicher 
Weiſe wie den analogen in Bleihung (a), wo nunmehr xdx ftatt 
ax fteht; fo erhält man: - 
wu, -3Ru,.+r4fxrdu,s: 
woraus, wegen: 
d.u.g = Un.34X ; 
folgende Gleichung gezogen wird: 
u —ıu 0 ya2u ty Sun, ax . 
Wird hier der Sntegralausdrud zur Rechten, wo x2dx flatt dx 
fteht, in ähnlicher Weife, wie die analogen Ausdrücke der beiden 
vorhergehenden Fälle behandelt; fo ergiebt ſich, megen: 
d.u.; =u,,dx, 


folgende Gleichung: 
u. zu. 2 zu. + * xꝰ u .3 —- 35 f U, xdx. 


Auf dem hier vorgezeichneten Wege fortgefahren, gewinnt man 
folgende allgemeine Bleichung: 








116 ---  SIntegralrvehnung. VL 29. 





1 1 
u mi, Zu ;3+ oz * xꝰu — u. ... 


#23...‘ ut MVCA Yun, X dx; 


wird bir k—=m—1 gefeßt, und berüdfichtiget man die Gleichung: 


w=g(x), 
fo erhält man die Anfangs diefer Nr. angekündigte Recurſions 
gleichung: 
x? ("x m.1 (- "1 nA jun 
at ge en) — ar 


mit deren Löſung wir uns fofort in der nächftfolgenden Nr. be: 


faffen werden. 

299. Die Recurfionsgleichung (8) zu löfen, d. i. um indepen- 
dent von u, Us, Us, U, . .um.ı darzuftellen, laffen wir in derfel. 
ben die ganze Zahl m der Reihe nad) in ın, m-f, m-2, m-3, 

3, 2, 1 übergehen, wodurch folgendes Syſtem von Gleichungen 
erhalten wird: 


BU tn IE Uma t * 15 en an He — 3. * 5 q(x)dx, 
x? nt u —— 
u mei -Xun2T77 1. 2 Un.” “*1.2.3...1m-2) (m-2) FE land (m-2) x q (x)dx, 


u 
m? 123... (m3) M1=723.(m-3) 


(- ee ms _ Amt 1y”- „4 ‘ 
Um-3”°*°4,2.3,..(m) 01723, (mb) x" g(a)dz, 


BO _ 2 d 
3 3 13 "= iz xy (x)dx, 


y—- xu= 4 —5 
F wu= f o(x)dx ; 
werben diefe Gleichungen in der Ordnung ihrer Folge mit: 


x? x3 xn-) zu gun] 


1, x En —— rue uses — — 
‚73’ 123° 1.2.3..(m-3) ’ 1.2.3... (m-2) 12.3, (ml) 


-xun3t:-: (mx? ( 7" fr m-3y(x)dx, | 





4 
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multiplicirt und hierauf addirt ; berücfihtiget man dann die 
Bleichheit: 


1 1 1 1 AT eNE_ 
123.% 11.23..(kl) * 121.93..062) 1.231.2.3.463) —193.4kA)d 188.0. 


= 1-0) Wr] 


die für alle ganzen und pofitiven Zahlenwerthe von k befteht, biefe 
aber wegen: 

1- (7) +()- (5) te) +A'G)et-N=0, 
in . J 
1 1 1 (-1)« 
733.8 I123.dkn) * TAS. IK md Ed) TAA =0 


übergeht: fo erhält man: 





Un = 
; | x" fgx)dz- (”}" "fx z)dxt("7')x" xy ez)dx 
12. mt) BEER Da Weg )x f x"? (K)dxt-1 "(77 ) f x", (x)dx 
welche Gleichung die verlangte Auflöfung der Recurfionsgleichung 
(8) und die Nöfung unferes Problems darftellt. Denn deutet 


man eine mmalige Sntegration, wie wir folche in Neo. 297 be. 
fchrieben haben, durch das Symbol: 


(m) 
f yg(z)dx" F 
an; fo hat man nach der eben aufgeſtellten Gleichung (): 
(m) 
f ı(x)dx'” = 
4 "I fg(x)dx- (7; )x" Sxg(z)dx +") [z?g(x)dx 
12. mn) (1 m x Sx”" (x)dx+-1"'(57} ) (z""g(x)dx 


aus der ganz augenfähig die Richtigkeit unferer Ausfage am Schluffe 


der Nr. 297 hervorgeht, wie folches noch deutlicher aus bem in 
der folgenden Nr. zu behandelnden befondern Fall hervorgehen wird. 
300. Nach der Gleichung (I) wollen wir hier die Integral: 
function von: 
SSSe’ xdx?, oder von 12 "ans 
herſtellen, welche wir in Nr. 297 nur auf: 
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(Se +2 ex? )dx? 
zurück zu bringen vermochten. 
Die allgemeine Gleichung (D auf den vorliegenden Gall ange 
wandt, bietet folgende Beſtimmung dar: 


(3) . 
f e* xd x’ e*xdx — 2x fe" x2dx + [e* x’dx ; 
1.2 
nun findet man fehr leicht: 
f e’xdie=e” +c, 
fe* wi (z?—1)e” ra j 


wo a und b von x unabhängige und willlührliche Größen find: je 
nach hat mar: 


(3) 
Se dr ar ex + (2 _ =) e” _2xfe”" x2dz ' » 


aus welchem Ergebniffe ganz deutlich hervorgeht, daß, um zum 
Endziele zu gelangen, nur noch die Integration der Differenzialfor: 
mel e”’x?dx erübriget. Diefe Integration Tann man zwar von der | 
der Formel ex’dx abhängig machen; allein das Integrale fer’ax | 
ift eine noch nicht bekannte Funetion von x und kann, wie aus dem 
erften Theile der Sntegralrechnung hervorgeht, bloß durch unendliche 
Reihen dargeftellt werden. Stellt man daher die Conftante der 
Integration von: 


fe* ’dx 


durch b vor; fo erhält man endlich: 
(ä Fr xir = a+bx-+ cx? — > er + x [e”dx | N) 


wo a, b, c die Eonftanten der Integration find. 

Diefe Function von x zur Rechten vom Gleichheitszeichen ent: 
fpeicht der Anforderung, nach einer fucceffiven dreimaligen Diffe 
renziation in Bezug auf x die Differenzialfunction: 

. e* x dx? 
darzubieten, wenn bei einer jeden Differenziation dx als Conftante 
behandelt wird. 
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301. Die Sleichung (T), die das mfache Integrale der Diffe- 
venzialfunction: 

Fa) dx” | 
durch m noch zu , volfziehenden, aber abgefonderten oder von ein- 
ander unabhängigen Sntegrationen darftellt, ruft, wie wir auch in 
der vorangehenden Nr. an einem befondern Falle gefehen, eine gleich 
große Anzahl, nämlich m, willkührliche Conftanten hervor, die 
vermöge diefer Wilfführlichkeit uns in die Lage feßen, dasfelbe mfache 
Integrale nur noch von der Ausmittelung eines einzigen beflimmten 
Sntegrals einer DBariabeln, jedoch mit allgemeinen SIntegrationg- 
grenzen verfehen, abhängig darzuftelen. Mit der Einleitung hiezu 
befaffen wir ung noch in vorliegender Nr. 

Bei der Annahme: 
d. F(x) = f(x)dx , 


wo F(x) und f(x) Functionen von x find, hat man aud): 
f fx)dx= Fix) + A— Flo), 


wo A— Fa) die willkührliche Conftante dev Integration vorftellt ; 
nun hat man unter derfelben VBorausfekung : 


F(x) — Fe) = — 
u 
daher ift auch: j 
f f(x)dx = f f(x)dx A, (8) 
qa 


wo « irgend einen Zahlenwerth vorftellt, welcher ftatt x’ in Kx)dx’ 
gefeßt (Sntegralrechnung III. Nr. 105 und 106) für leßtere einen 
unendlich Eleinwerdenden Werth, darbieten muß, und wo A die will 
führliche Conſtante der Integration vorftellt. 

Mittelft diefer Gleihung nun werden wir in der folgenden Nr. 
das in, Rede ftehende mfache Integrale, wie vorhin erwähnt wurde, 
duch ein einziges beſtimmtes Integrale, zwifchen den Grenzen « 
und x, wie durch eine algebraifch rationale und ganze Function von 
x darftellen, welche leßtere die m millführlichen Gonftanten impli- 
eiren wird. 

302. Wird in der Gleichung (6) vorangehender Nr. die Func- 
tion Fx) nach und nach durch: 
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at), Xq (xX), x2g(x),.-..- x"!y(x) 
erfeht, fo ergeben fich in derfelben Drdnungsfolge die Gleichungen 


f g(x)dx =f c(x)dix +A, 


@ 


f xy(x)dx — f xg(x)dx+-A', 
a 


f x2g(x)dx— f RrglaNdx' + A”, 
@ 
St agieren , 
[74 
wo « irgend einen beftimmten Zahlenwerth vorftellt, der flatt x 
gefeßt, ſämmtliche zu integrirende Differenzialfunctionen zur Rechten, 
als unendlich Eleinmwerdende Größen darftellt, und A, A’, A... 
Am-1) mwilfführliche und von x independente Größen vorftellen. 
Multipliciet man diefe Gleichungen in der Ordnung ihrer Folge | 
mit den aufeinanderfolgenden m Bliedern aus der Entwickelung von 
(x—1)”-1 nach) abfteigenden Potenzen von =, nämlich mit: 


zu _ ("®) u (*) a3 _ (m m uw; 








nimmt hierauf deren Summe; febt endlich) 


(m AN) 


IE... mir 


wo k aller ganzen Bahlenwerthe von O angefangen bis umd mit 
(m —1) fähig ift: fo erhält man, beachtend die Bleihung (D) Ne. 
299, folgende Bleichung: 


(m) m 4 x me 
f g(x)dx = 133... anf, n ? y(x')dx 


AT AKT Ar r... + An s8xtA ., (I) 


welche die Ausgangs vorhergehender Nr. angekündigte ift. 
In dieſer Gleichung ftellen die m Coefficienten: 
Ad, Ar, As, Ası--- Ans 
willführliche, aber von x unabhängige Größen vor, und für « ift 
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jeder Zahlenwerth zu feßen geftattet, für welchen die Differenzial- 

‚ function zur Rechten nod) unendlich kleinwerdend verbleibt. | 
| 303. Mittelſt der m willkührlichen Eonftanten der Gleichung | 
(IT) vorangehender Nr. kann eben fo vielen der Sntegralfunction 

geftellten Anforderungen entfprochen werden. 

Eine ſolche Anforderung wäre: Die SIntegralfunction und bie 
aufeinanderfolgenden (m—1) Differenzialquotienten nach) x follen der | 
Drdnung nad) für: | 

xy, ma, Xm9,...x9,4 
verfchwinden. 


Diefer Anforderung zu entfprechen, haben wir vorerft den Dif- 
. ferenzialquotienten von: 


f (x m-1 (x')dx’ 
& 
: nach x herzuftellen. Stellt man denfelben durch u vor, fo hat man: 


xt@ m-1 x m-1 
S @-x+o) gea)dx’— [(x-x') gex')dx' 
u Lim: — — — — — , 


wo das Grenzzeichen auf die unendlich kleinwerdende Abnahme von 
& Bezug hat. 
« Nun bat man: 


(x - x’ +)" = (x—x')”! +-(m-—1) (x— x’)? (0) 
Daher ift: . 
. . tw nm-2 ' 1 i „re ‚ym-1 N 4 
u—Lim: ſe-n S (z-x')" ga )dx’+ 7 S (z-x')" o(x’)dx ; 
oder auch: 


u=Lim: (m-1) RR glzdz' + 0° f (x'-+ x)dx’ | s 
a o 
woraus endlich: 
u=(m-i) S (x—x' royz')dx’ 


gezogen wird. Geht man aber auf die Bedeutung von u zurück, fo 
bat man: 


da. f (xy! (z)dx' . 
& 
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Mittelſt diefee Gleichung, kann man die fucceffivenr Differenzialen 
der Gleichung (II) nach x herftellen, und hierauf die Coefficienten 
Ay An Az, . . der geftellten Anforderung gemäß beftimmen. 

Eine zweite Anforderung wäre: Die Integralfumction felbit geh: 
für eine Reihe von Werthen für x, nämlich für: 


x 9, xza,, x 4, 0... ZA 


jedesmal in Null über. 

Die ganze Schwierigkeit würde fich hier auf die Auflöfung eine: 
Syſtems von m linearen Gleichungen - veduciren. 

Noc ähnlichen Anforderungen diefer Art ließe fi) mit Hülfe 
der m willführlichen Conftanten der Gleichung (II) entfprechen; wir 
begnügen ung bier jedoch mit den zwei fo eben angeführten, un 
fehließen in der folgenden Nr. den vorliegenden Paragraphen mit 
der Mittheilung einer zu beachtenden Bemerkung. 


304. Die im erften Theile der Integralrechnung ($. II Ne. 4 
und $. III Nr. 50) zur Anwendung gebrachten Sntegrationsmethoten, 
die der „Ableitung“ und die des „Zurücführens auf dem Wege der 
Subftitution“ erfreuen ſich auch im vorliegenden Falle eines guten 
Erfolges, wenn nur die wahre Bedeutung der hier feftgeftellten Be— 
zeichnung nicht außer Acht gelaffen wird. 

Das Wefen der am citirten Orte mitgetheilten Ableitungsme. 
thode befteht nämlich darin, daß man, wenn „ı(x) den Differen: 
zialquotienten von g(x) nach x vorftellt, von der Gleichheit: 


m-1 


f gılz)dx = gix) + Const. 


ausgeht und, indem man für x irgend eine Function von x, 3. 8. 
f(x), zu beiden Geiten des Gleichheitszeicheng einfeßt, auf di: 
Bleichheit: 

f gı(flx)) filxz)dx = glflx)) + Const. 


geführt wird, die und die Beftimmung des nunmehr zur Linken 
befindlichen Integrals darbietet, in welchem f(x) den Pifferenzial: 
quotienten von f(x) nad) x vorftellt. 

Sn ähnlicher aber entgegengefeßter Weife führten wir nach der 
zweiten der oben citirten Methoden die Beftimmung eines Integrale 
der Form: 
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S yz)dx 
‚auf die eines Integrals der Form: 


SFT) Kıly)dy 
zurüd, indem wir: 
x=f(y) und dx—f(y)dy 
gefeßt haben. 
Ein durchaus irriges Refultat ergäbe fich aber, wenn in Gleis . 

‘ ung (II) Ne. 302 beim Umſetzen der Variabeln x dafeldft in irgend 
eine Function von x, 3. B. in fx), wodurch dx in fa(x)dx übergeht, 
wenn man bei einem folchen Umſetzen der Integrationsvariabeln auch: 


dx” durch f(x)” dx” 

| zu erſetzen verſuchen würde. 

Zur Erhöhung der Deutlichkeit faſſen wir den beſondern Fall: 
— ade 

ind Auge. Nah Nr. 297 hat man: 


(3) 
Kae —=fe LS ERdx]dx} dx; 


d. h., wie nämlich der Ausdrud zur Rechten zeigt, zuerſt integrire 
man den Ausdrud alx)dx, dann das mit dx multiplicirte Ergebniß, 
- hierauf endlich ift diefes Ergebniß noch einmal mit dx zu multipli- 
eiren und nad) x zu integriren; das Endergebniß, das fo erhalten 
würde, wäre dann auch dem Ausdruck zur Rechten in Gleichung (ID) 
bei der Annahme m = 3 gleich. — Diefem nad) gewinnt man aus 
der Gleichung: 


(3) x 
S — As, 


die aus (TI) durch die Annahme m=3 entſpringt, folgende nach 
der Ableitungsmethode : 


SISCSERCKAR] Fılz)dz} fılz)dx = 
f(x) 

= TT F f(x)—x' { 9 g(xz')dx’-+ Auf(x)? + A,f(x)-+ As; 
& . 


d. h. der Ausdruck zur Rechten vom Gleichheitszeichen vepräfentiet 
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eine in folgendem Sinne zu vollziehende dreifache Integration: Zueri 
ift die Differenzialformel: 
q (f(x)) f,(x)dx 
zu integriven, das Ergebniß ift mit ſ.(x)dx zu multipliciren m 
"abermals zu integriven, und dag Ergebniß diefer Integration endlid 
bat man wieder mit fi(x)dx zu multiplieiren und zu integriren 
Nur in diefem Sinne ift jede aus (II) durch Ableitung gewonnen: 
neue Gleichung zu deuten. Unterläßt man ſolches und erlaubt fid, 
wie oben bemerkt wurde, mit Außerachtlaffung der Bedeutung des 
Syumbols: 
(a) 
S a)dx", 
beim Umfeßen von x in f(x) auch: 
dx” in fı(z)” dx" 
umzufeben; fo begeht man den analogen Fehler, ald wenn der mr 
partielle Differenzialquotient: 
da 
dx” 
bei der Annahme x = fly), durdy folgenden Ausdrud : 
4 d”a 
fly)” dy” 
erfet würde. Hier wie dort würde mohl das Zeichen, nicht aber 
die wahre Bedeutung diefes Zeichens berückfichtiget worden fein. 


So 3. B. hat man: 
(m) 


S Sina f J— 


4 -3 
+ A,z” +Aı — pet A XA;3 








läßt man in dieſe, nach dem Geiſte der Ableitungsmethode, x in 
log. x übergehen, fo ergiebt fi ©: 


[= f[=[= ......* = 1735. — rt das. xx" dx‘ 
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wo linkerhand die Sntegeationsoperation mmal vorzunehmen: ift. 
Vollzieht man die Integration zur Rechten, fo hat man, da gegen- 
wärtig «= o gefeßt werden darf, 


:f«lf& — 
(=[= Zn. 


| = 133. m: x)" +Ao(log. xy>iLA, (log. xy”? rt... A „log. xrA 
wo Ay, As, As,.. An.ı die m willführlichen Conftanten der m Inte⸗ 
: grationgoperationen find. 

Ein analoges Bewenden hat ed, wenn man die Integrationg- 
methode des Zurückfahrens auf dem Wege der Subftitution zur 
Anwendung bringt, die nur die inverfe der eben betrachteten ift. 


m-1 [} 


$. II. 


Sntegration der eingliedrigen nichtlinearen Differen- 
zialfunetionen zweier und mehrerer Variabeln. 


305. Die Integration einer nichtlinearen Differenzialfunction 
zweier Variabeln, wie die folgende: 


r(x,y)dx" dy", 


womit wir bier den Anfang machen, Tann, gleichwie folche durch 
fucceffives partielle Differenziren entftanden, auch durch ein fuccef 
fiveg partielles Sntegriven nach den einzelnen Bariabeln erzielt werden. 
Während man nad) einer der Variabeln, nad) x oder nach y die 
Integration vollzieht, verbleibt die andere, nämlich y oder x con⸗ 
ftant; daher ift auch die beizufügende willführliche Conftante der In⸗ 
tegration im erſtern Falle eine milltührliche Sunction von y, im 
leßtern aber eine folche von x. Gleich wie ferner bei einer fücceffinen 
partiellen Differenziation einer Function von x und y die, Ordnungs⸗ 
folge betreffend diefe Variabeln willkührlich iſt; fo auch, menn 
zur Kenntniß der SIntegralfunction in fucceffiver Weife verfahren 
wird, es ganz freigeftellt bleibt, in welcher Ordnung die einzelnen 
Sntegrationen nach x und nach y einander zu folgen haben. 
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Zur Erläuterung des fucceffiven Sntegrationsverfahreng leger 
wir die Differenzialfunction: 
x?y dx’dy® 


zur Sntegration vor, und deuten die worzunehmenden fünf Inte: 
geationen, dreimal nad) x und zweimal nad) y, durch ein dieim 
Differenzialfunction vorgefeßtes: _ 

@) 0) 


S 


an; fo dag wir ung mit der Ausmittelung von: 


() 9 
SG Sf zeyds’dy? 
zu befaffen haben, 
Wird nun einmal nach x integrirt, fo hat man: 
(2) (2) 
Sy "eyanrayı= | f (32 + V)yaway, 


wo Y die willführliche Eonftante diefer erften Integration ift, bie, 
weit y conftant behandelt wurde, "eine willführlihe Function von 
y vorſtellt. 

Integrirt man den Differenzialausdeud rechterhand abermals 
nach x, fü hat man, wegen: 

(2) X: 


f 56 —x3+Y —R f X 12 ger Ya+Y )ydndp, 


folgende 2 
(2) (1) 


2 
Ss wrdwip= [ f (+ Ver y)ricar, 


wo Y’ die Eonftante der zweiten Integration, und daher gleichfalls 
eine willführliche Function von y ift. 

Wir brechen mit dem Sntegriven nad) x ab, indem wir den 
Differenzialausdrud zur Rechten zuerft nad) y integriren. Man 
hat dann, wegen: . 


((sr+r+r)o=% 3% Ay + xfYydy+fYydy+-X, 


oder auch, da Y und Y’ willkührliche Functionen bon y find, wo» 
durch der Ausdruck rechterhand auch, wie folgt, geftellt werden darf: 
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pH YHV+X, 


folgende Gleichung: 


va 
) (3 - 1 
55x?y dxꝰ dyꝰ = f f (35 xy? + xY + V' + X)dxdy ; 


in der X eine willführliche Function von x ift, welche Gleichung 
auch folgendermaßen geftellt werden darf: 


(2) (3) 
S Sf zyd3dy? = f [@ (3% sy + xY + V'+X)dedy. 


Sntegrirt man nun rechterhand zuerft nach x und hierauf nach y, 
oder auch umgefehrt; fo erhält man in dem einen wie in dem andern 
Falle, beachtend die Willführlichkeit von X und Y’ als Sunctionen 


von y und die von X as Function von x, folgende Endgleichung: 
(8) (3) 1 
f Sf zydrdy? — En PP + Z—eY+xV' +Y'HyXH+X, 





wo Y, Y’, V“ willführliche $unctionen von y, und X, X/ dev- 
gleichen von x find. 


Der Ausdruck zur Rechten vom Bleichheitszeichen ftelit die In— 
tegralfunction der nichtlinearen Differemialfunction: 
x?ydx?dy? 


in dem Sinne vor, daß wenn erfterer nach x dreimal und nach 
y zweimal partiell differenziet wird, wobei die Differenzialien von . 
x und y jedesmal als Conftante auftreten, die zuleßt angegebene 
Differenzialfunction ald Endergebniß ſich darftellt. 

306. Da das fucceffive Integrationsverfahren im vorliegenden 
Falle demfelben in Nr. 297 befprochenen Mißftande, wenn nicht 
in noch vergrößertem Maße, unterliegt; fo theilen wir auch bier 
analoge zu den im vorangefchickten Paragraphen unter (D und (ID 
aufgeftellten Gleichungen mit, die, wie diefe, befagten Mißſtand 
befeitigen. 

Wenn y unabhängig von x ift, und g(x,y) eine Function von 


x und y vorftellt; dann bietet die Gleichung (IT) Nr. 302 auch 
folgende dar : 


(m) 
Ss y(z,y)dx” 1. 9,3, Br 1) [ (x- x )"!g (x’, y)dx’ 


+ ya + Yu? + Ya”? + ...+-Y nat Ya s 





— 
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wo Yo, Yı, Ya... VA beliebige, von x ımabhängige Grüße 
alfo willkührliche Funcetionen von y vorftellen und mo a, gleihm 
in der Gleichung (IT), einen Zahlenwerth vorftellt, der in die Ti’ 
ferenzialformel zur Rechten flatt x’ gefeht, ein unendlich kleinwer 
dendes Reſultat hervorruft. 

Multiplieiren wir diefe Gleichung mit dyr und integriren ker: 


beiderſeits nmal hintereinander in Bezug auf y, fo erhalten wır. 


wenn der Kürze wegen: 


ke=n.1 


k-i Del n-2 m) 
Y"T= Vor" + Yız" + Ya. .+- Y ,x#+Y,. 


. k=0 
gefeßt wird, die Gleichung : 


(n) (m) Din 
S S gayDdx”dy”’ = 
(n) k=m-1 
=[ ef ("1 glat,yyde+ $ Y it har 
k—0 
Der Ausdrud innerhalb der Klammern zur Rechten vom Gleick 
beitözeichen dieſer Gleichung ift eine Kunction von x und y; ſtellt 
man folche, und zwar nur einftweilen, durch (x,y) vor, nämlih: 


x k=m-1 
1 > 
w(x,y) = ef (x—x')"-' g(«', y)dx’ + V, Ya : 
j a k=0 


fo bat man: 


(n) (m) (n) 
- F g(x,y)dx” dy" == == f wix,y)dy”, 


und wenn der Ausdruck vechterhand nach -derfelden oben citirten 
Bleihung (ID) umgeformt wird, bat man auch: 


m m 1 n-1 
ga,y)dx"dy"=, na 07 v(x, y)dy 


X X * + XKıy" .. XMVX, 


in welcher Gleichung Xo, Xı, Xz, ... Xn.ı beliebige von y unab: 
hängige Größen oder auch willkührliche Functionen von x vorſtellen, 
und wo 8 eine Zahlengröße vorftellt, die in die Differenzialformel: 
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(v-y yix,y‘)dy' 
ſtatt y‘ gefekt, einen unendlich Eleinwerdenden Werth hervorruft. 
Stellen wir die willführliche Function Yx von y, falls in der» 


felben y in y‘ übergeht, durch Y’« vor, fo bietet die obige Y(x,y) 
‚Barftellende Gleichung folgende dar: 


x k=n-1 
1 - Ul- f ‘ R- 
y(xy)= 1.2.3...(m-1) f (x-x')" g(z', y')dx’-+ > Ytt; 
a k=0 
wenn überdieß nod): 
k—n—1 


N‘ n-k-1 n-1 n-2 n-3 ” | 
> X.y — X,y +X,y + X,y +..+X,.,7+ X, 
k=0 " 
gefekt wird, erhält man: 
(n) (m) 
f f na dy" — 


— 1 Im-1 n-1 N N ' 
ER NRLENEERERTTeTE | f (x-x ) IT yddedy 
& 
er k=n.1 


n-1 f zu-k-1 n-k-1 _ 
+ 7733. uf (y-y‘) > vi Y, dy'’ + 2 X,y ; 


k=0 k=09 
nun ift: 


k=m-1 
ef J > El Ze 
k0 
k=n.1 y 
— m-v-i (y-yıTıY, 


1.2.3...(n-1) ’ 
k=0 ß 


und wegen der Willführlichkeit der Sunction Y’% kann man auch 
y —* Y 
— x 
1.23...(n— 7 durch Y, 
ß 
erfeken, wo Yx eine dem Stellenzeiger k entfprechende willführliche 


Function von y ift: daher hat man, nad) Vollziehung der durch die 
Rande, Diff. u. Int. Rechnung, n. - 9 
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Summenzeichen angedeuteten Operationen, in dem Falle zweier 2x: 
riabeln, folgende Gleichung: 


(n) (m) 
f f g(z,y) dx” dyn = 


1 yx nn 
= 1.2.3...(0-1).1.2.3...(m-1) Se v-yTgca', y)dx'dy 
+ Y,x” +Y, ut. Y, ir... + Yrzgit Ina 


+ X, + X X, y tr... +X,y+X ,- M 


Diefe Gleichung, in der: 
j Yor Nas Yes Nase Ya Yacı 
willkührliche Functionen von y, und: 
XÄo, X,, X, X; .... X. X 


dergleichen von x bedeuten, ftellt dag (n + m)fache Integrale fin: 
ferhand vom ©leichheitszeichen nur noch von der Ausmittelung de3 
Doppelintegrals: 

SS K-" yo gay) dy 
oder wenn die Binomien: 

(ax), (y-y)°° 
aufgelöst werden, von der Wusmittelung eines Doppelintegralß 
der Form: 

SS xyglz,y)dxdy 
abhängig dar, wo r aller ganzen pofitiven Werthe von und mit 0 
bis und mit m—1, und n jedes ganzen pofitiven Werthes von und 
mit 0 bis und mit n—1 fähig ift. Die Analogie diefer Gleichung (HI: 
mit denen am Eingange erwähnten des vorhergehenden Paragra 
phen erfcheint ſonach hergeftellt, wie auch die Röfung der Integration 
einer eingliedrigen nichtlinearen Differenzialfunction zweier Varia— 
bein dem in vorliegender Abtheilung der Integralvechnung uns ge 
ſteckten Endziele zugeführt. | 

307. Mit der gleichen Ausführlichfeit, mit der wir in der 
vorangehenden Nr. die Integration der eingliedrigen nichtlinearen 
Differenzialfunetion zweier Variabeln behandelt haben, werben wir 
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noch die Integration einer ſolchen Differenzialfunction dreier Va⸗ 
riabeln mittheilen. Da bieraus das Verfahren und Endergebniß 
bei analogen Differenzialfunctionen mit noch mehr ald drei Waria- 
bein auf ganz unzweideutige Weife zu entnehmen fein wird; fo werden 
wir auch jede weitere Befprechung und Angabe diefer letztern auf 
ſich beruhen laffen, und dann fofort zu intereffantern Mittheilungen 
über nichtlineare Differenzialfunctionen mit mehreren Variabeln 
übergeben. \ 
Vorerſt bemerken wir, daß die wilfführlichen Sunctionen von y: 
Yo Yıs Was +. Ya 


der Gleichung (111) vorhergehender Nr. außer der Variabeln y, 
mit alleiniger Ausfchließung der Variabeln x, auch noch andere 
Groͤßen impliciren koönnen. Eine ähnliche Bewandtniß hat es mit 
den willtührlichen Sunctionen: 

Xor X, Kg, ... X 


Neil 


von x derfelben Gleichung, die, die Variable y ausgenommen, was 

immer für allgemeine Größen anderer Art umfaffen dürfen. 
Diefes vorausgeſetzt bietet Ddiefelbe Sleichung (III), wenn 

o(x,y,z) eine Function von x,y und z vorftellt, folgende dar: 


(n) (m) 
SS oay,z)d”dy”"= 


yx 
= — f f (x—x')”-! yy'y! g(x',y',2)dx' dy 
re) | 


k=m-1 ken-i 


+ > Fyz)s"T + > Fu(x,2)y", 
==0 = 


wo Man zur Vereinfachung: 
1'(wm) =4.2.3....(m—1), 
T(n) = 1.2.3....(n—1) 


gefeßt hat, wo ferner: 
F,(y,2), F,(y,2), Fe(yız),...: Far 2) 
willkührliche Sunctionen von y und z, wie: 
F'.(x,z), F,(x,2), F',(z,2), ...F’) 192) 


⸗ 
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dergleichen Functionen von x und z find, und wo endlich die Eur 


menzeichen nur ‚über die ganzen und pofitiven Werthe von k fich er 
ſtrecken. 

Wird nun dieſe Gleichung mit dz’ multiplieirt und pmal fir 
tereinonder nach) z integrirt, fo hat man: 


(P)_(e) (m) 
ET Rn yay,z)der, 


wo einftmweilen: 


y x 
Ya, y,2)= — — (xx) (y-yTgl',y',z)dx’dy' 


k—m-1 


+ > F(y; zum a > F' (x, 2) yo 


geſetzt ward. 
Bei der Volljiehung des pfachen Sntegrals: 
f Pi (x, y, 2) dær 


nach z treten die Größen x und y als Conftante auf; daher hat 
man, nad) Gleichung (II) Nr. 302, folgende Beftimmung: 


(p) z k=p-1 
f vlx,y,z)d!’ = 76; f (z-z' Pl y(x,y,2')dz’ + > F(x,y) ze 
y k==0 
wo 


I‘(p) = 1.2.3. . .+(p—1) 
ift, wo ferner: 


Fl (x, y), F' (x, y) 3 FÜ (x, Y, .. F (x, y) 


willkührliche Functionen von x und y find und wo endlich > einen 
Zahlenwerth vorftellt, der ftatt z’ ın: 
| (z—z'P u(x,y,2')dz' 


gefeßt, eine unendlich Eleinwerdende Größe erzeugt. 
Sekt man fonad) in der obigen (x, y, 2) darftellenden Gleichung 
e in z’ um, fo erhält man nunmehr: 
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(p) (n) _(m) 
Ss San na art = 


1 Die yD- I\P=- f ar — 
EEE BEER | f f (xx y-yyt'(z-z')Pg(z',y',z’)dx'dy’dz 
vrßBa 
k=m-1 


1 1 m-k-1 
+ — z=z')P F(y,2')x dz‘ 
75 f ( ) > „(y, 2) 
Y k==0 . 
ken-1 


1 np-l N „gck-l 1.0 
— — —ı F', (x,z dz 
Ka IR), 
Y k=0 


2 Faynakt; 
k=D0 
nun hat man die Gleichung: 


k=m.1 


76 nf J I Kerr pe 
k=m.1 
ou S [RE NE 
| IM 
=0 
wie auch: 
z k=n-i 
1 ni Us | F‘’ ’ 4-k-} ii 
— (z—z')l k(x, 2) y dz’ = 
up 
(P y — 
k—n-1 


— > n-k-1 —J— F (X, 2N 
1 p) 


und vermöge der Willkührlichkeit der Functionen: 


F. (y, 2) und Fi (x, 2) 
iſt man ferner: 


(zz) Fu (y,2') q 
S — — dz' duch Fı (y, 2), 


wie 
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ee — — a) dz' duch F. (2, x) 


zu erfeßen berechtiget: daher erhält man ‚ wenn die durch die E om 
menzeichen angedeuteten Operationen vollzogen werden, folgende⸗ 


Endergebniß: 


)_{n) ) 
* G. y. ) dx" ayꝰ dar - 


= nr f fi (2-2) (y-yY°tla-zyPtg(x',y',z’)dxidyidr 
\ yBa 


+ Fo(y, z) zu! ıF ı(y, z) xm- .. +F.,(y,2)x+F _, (5: 2) 
+ Fofz,2) "+ Filz, 2)y"? +..+F, ,02,2)y+F',, (2,x) 
+Fi(z, y)zr-i +F%(x, y)zP-? .. F pe2 (x, y)z+F ı(x,y), (I, 
aus dem die Richtigkeit unferer Ausfage am Eingange vorliegender 
Nr. ohne weiterd ‚hervorgeht und ung, wie dafelbft erwähnt wurde, 
der Ableitung und Mittheilung ähnlicher Gleichungen für eingfie 
drige, nichtlineare Differenzialfunctionen mit vier und noch mehr | 
Variabeln überhebt. 

308. Wie aus den vorausgefhhidten Ten. hervorgeht, reducirt 
fi) dad (m-+ n)malige Sntegriven der Differenzialfunction : 

\ ꝙ (x, y)dx” dyꝰ, 
auf ein zweimaliges der Differenzialfunction: 
xy aca,y)dx'dy', 
nach den zwei Variabeln x’ und y’; eben fo hängt dad (m+n+-p) fahe 
Integrale der Differenzialfunction: 
ꝙ (x, y,z)dx” dy dzr, 
von dem dreifachen Integrale der Differenzialfunction: 
(K-x" (y-yı! zz ga, y',2')dx'dy'dz’, 

“ nad) den drei Variabeln x’, y’ und z’ ab; und da die. eingliedrigen 
nichtlinearen Differenzialfunctionen mit vier und noch mehr Varia— 
bein ähnliche Reductionen eingeben: fo haben wir ung lediglich mit 
mehrfachen Sntegralien, wie die folgenden: 
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FG, Maxdy, ff f Fix,y,z)dxdydz u. f. w. 
noch zu befaffen, wo F(x,y), F(x,y,z) u. f. w. Functionen von 
x,y, von x, y, z u. f. w. vorftellen. 
Diefem nad) werden wir in den nächfifolgenden Men. Doppel 
integralien der Form: 


SSem,y)dxdy . 

in Unterfuchung ziehen, wo die Variabeln x und y der Function 
o(x,y), als in feinerlei gegenfeitigen Abhängigkeit ftehend voraus⸗ 
gefegt fein werden; hierauf, von Nr. 324 big zum Schluffe vor» 
liegenden Kapitels werden wir in ähnlicher Weiſe und Voraugfes 
kung das dreifache Integrale: 

SSS era, y,z)dxdydz 
mit einee Ausführlichkeit noch discutiven, daß eine befondere Be⸗ 
trachtung der vier- und mehrfachen Sntegralien, als unnöthig und 
überflüffig erkannt werden fol. 

309. Stellt man duch F(x,y) eine Function der von einander 
unabhängigen Variabeln x und y vor, die zweimal nach einander 
partiell differenzirt, einmal nach x und einmal nach y, die Dife 
ferenzialfunction g(x,y)dxdy darbietet; d. h., befteht die Gleichheit: 

2 
a = 4(%,Y); (1) 
unter der einzigen Vorausſetzung jedoch, daß in F(x,y) feine Größe 
allgemeiner Art vorkömmt, die nicht aud) in @(x, y) enthalten iſt: 
ſo hat man nach dem Vorausgeſchickten: 


SSow,pdxdy=Flx,y) +X-+Y, (2) 


wo X und Y refpective willführliche Functionen von x und y vor» 
ftellen; und die ganze Schwierigkeit, diefe Gleichung darzuftellen, 
reducirt fi) darauf, zu einer vorgelegten Function wie 
o(x,y) eine der Gleichheit (1) entſprechende $unction 
F(x,y) zu finden. 

Diefes wird erreicht, wenn man zuerft die Differenzialfunction 
o(x,y)dx in gewöhnlicher Weiſe nach x integrirt, dabei aber y als 
Conftante behandelt; dann das Ergebniß, das durd) f(x, y) vorgeftellt 
fein mag, mit dy multiplieiet, nach y integriet und dabei x als 
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Eonftante behandelt: das Endergebniß ift dann die Function Fix,y). 
Berüchiichtiget man, mag vorhin über beide Functionen g(x,y) und | 


F(x,y) ausgefagt wurde, daß letere nämlich Feine allgemeine Gröse 
enthalten fol, die nicht auch in der erfteren vorfömmt; fo leuchtet 
fofort ein, daß auch f(x,y) und 9(x, y) nur diefelben allgemeinen 
Größen enthalten dürfen, daß demnach dem unmittelbaren Ergeb» 
niffe der erften Sntegration, oder der Sunction f(x,y), weder eine 
willführliche Conftante, noch eine folche Function von y beizufügen 
ift.. Ganz auf diefelbe Function F(x,y) gelangt man, wenn die 
Ordnungsfolge der eben befchriebenen partiellen Integrationen um: 
gekehrt wird. Die Löſung diefer zweimaligen Integration fällt in 
dem einen wie in dem andern Sale dem erften Theile der Sn 
tegralvechnung. zu; fo daß, wenn feine weitere Anforderung ge 
ftellt wird, der Ausdruck zur Rechten in (2) jedesmal darftellbar 
‚ift, und die Gleichungen (1) und (2), ald zugleich beftehend erklärt 
werden können. — Vermöge der Willführlichkeit der Functionen X 
und Y aber kann die Integralfunetion in (2) oder der Ausdruck zur 
Rechten vom Bleichheitszeichen gemwiffen Anforderungen, die Zweck und 
Biel der SIntegralvechnung find, unterzogen werden. Ein Paar 
derfelben werden wir daher noch in den nächftfolgenden Nrn. vor- 
führen und, denfelben zu entfprechen, diefe eben erwähnten willkühr— 
lichen $unctionen benüßen. 

310. Eine Anforderung, die einfachfte und am häufigften vor- 
fommende ift folgende. 

Die Sntegralfunction in Gleihung (2) fo darzuſtel— 
len, daß diefelbe erftens bei einem befondern Werth 
von x, etwa bei x=a, in Null übergehe, die Variable 
ymag dann was immer für einen Werth annehmen; dann 
zweitens ſoll diefelbe ISntegralfunction bei einem be- 
fondern Werth von y, etwa bei y=b, in Null überge- 
ben, wo alsdanır der Werth der Bariabeln x willkühr— 
lich verbleibt. 

Stellt man nun die willführlichen $unctionen X und Y refpec- 
tive durch P(x) und ’y) dar, fo kann die Gleihung (2) durch 
folgende erſetzt werden: 


SS, y)dxdy=Fix,y) + x) + wiy), 
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wo b(x) eine willtührliche Sunction von x und ’(y) eine folche 
bon y ift, die beide mittelft der geftellten Anforderung beftimmt, 
und aus diefer Gleichung eliminirt werden können. 
Die gedoppelte Anforderung verlangt nämlich die KRealifirung 
folgender zwei Gleichheiten: 
0= F(a,y) + ıy(a) + ı/(y), 
0o= F(x,b) + (x) + ıw‘(b), 
erftere für ale Werthe von y und lektere für alle Werthe von x; 
fonach hat man auch, wenn in der erftern y=b, oder in der letz⸗ 
tern x=a geſetzt wird, bei der einen wie bei der andern Annahme 
die Gleichung: | 
0 = F(a,b) + y(a) + w'(6b); 
eliminirt man nun aus diefer und den beiden vorangehenden Bfleich- 
heiten la) und b(b), fo ergiebt fich: 
0 = F(a,y) + F(x,b) — F(a,b) + (x) + ıp'/(y), 


und wenn endlid) diefe von der vorhin aufgeftellten Sntegralgleichung 
fubtrahirt wird, erhält man die verlangte Gleichung: 


[Sy&,y)dxdy=F(z,y) — F(a, y) —F(x,b) + F(a,b), (3) 


welche feine mwillführliche Function mehr enthält und vollfommen der 
am Eingange geftellten zmeifachen Anforderung entfpricht. Der 
Ausdruck zur Rechten genügt auch, wenn die Gleichung (1) voran: 
gehender Nr. feftgeftellt wird, dem Begriffe eines Doppelintegrals 
zweier Variabeln, durch ziweimaliges partielles Differenziven desfel- 
ben nämlich, einmal nad) x und einmal nad) y, die Differenzial- 
function (x, y) dxdy darzubieten. 

311. Eine zweite Anforderung, die, wie der Verfolg diefer 
Tr. zeigen wird, auf dasfelbe, als die in vorgngehender Nr. be: 
handelte hinausläuft, ift folgende. 

Das Doppelintegrale: 

S Sotx,y»dxdy 
dergeftalt zu ermitteln, daß wenn zuerft die Sntegra- 
tion partiellnad x und hierauf in gleiher Weife nach 
y vollzogen wird, die zuerft fidh ergebende Sntegral- 
function (welche noch nad) y zu integriven if) für x==a und 
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das Endergebniß oder die geſuchte Sntegralfunction 
für y=b in Null übergehbe; oder aber auch zweitens, 
wenn man die Drdnungsfolge in den partiellen Sute 
grationen umkehrt, foll dann die erfte partielle Snte 
gralfunction (die noch nach x zu integriren fein wird) für y—b 
und das Endergebniß für x=a in Null übergeben. 

Der erftern Anforderung zu entfprechen, nämlich wenn zuerſt 
partiell nach x und bierauf in gleicher Weife nah y integrirt | 
wird, fi: Ä 
Sg, y)dx = fix,y) + Y, 
wo Y eine willkührliche Yunction von y vorftellt, und fix,y) un | 
mittelbares Ergebniß der partiellen Integration nach x ift; fo Daß man 


J —— — g(x,y) 


bat. 

Da_ nun diefe SIntegralfunction der Anforderung gemäß für 
x=a in Null übergehen fol, fo hat man: 

0=füay)+Y, 
die die willtührliche Function Y von y nunmehr beſtimmt; dadurd) 
aber geht die vorige Sntegralgleichung in folgende über: 
Sr&,ydx=flx,y) — f(a,y) , 
aus welcher, nad) beiderfeitiger Multiplication mit dy und partieller 
Integration nad) y, die folgende gezogen wird: 
SSewy)d&dy=f j f(x, y) — f(a, y) h dy ° 
Hat die Function F(x, y) der Bariabeln x und y diefelbe Bedeu 
tung mie in beiden vorangehenden Nrn., dann ift nothmwendig: 
Staydy=F(z,y), 
fonach auch 
Staypdy=F(ay); 
fo daß nunmehr die vorige Gleichung in folgende übergeht: 
Ss g(x,y)dxdy=F(x,y) — F(a, y) -à X, 

in der X eine willkührliche Function von x vorſtellt. 

Der Ausdruck zur Rechten ftellt bei Zugrundelegung der Glei- 
chung (1) in Nr. 309 die Integralfunction der Differenzialfunction: 
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p(x,y)dxdy 
vor, und da folhe der Anforderung gemäß für y=b in Null 
übergeben fol; fo ergiebt fid) zur Beſtimmung der willführlichen 
Function X die Gleichung: 
| 0=Fw,b) - Füa,b)+-X, 
Die mit der vorhergehenden, durch Subtraction verbunden, folgende 
Endgleichung darbietet: 

S Sg, )dxdy=Fi(x,y) — F(a,y) — F(z,b) + F(a,b). (3°) 

Vergleicht man diefe mit (3) vorangehender Nr., fo leuchtet deven 
Identität ohne weiterd ein; woraus nun die Folgerung gezogen wird, 
dag ein Benügethun der zweiten, am Eingange vorliegender Nr. 
geftellten Anforderung auf diefelbe fo eben aufgeftellte Endgleichung 
geführt haben würde. — Alles vereint, berechtiget zum Schluffe, daß 
die Gleichung (3) vorangehender Nr. niht nur der das 
ſelbſt geftellten Anforderung genügt; fondern dieſelbe 
Gleichung (3) genügt auch beiden in vorliegender Wr. 
geftellten Anforderungen eines Doppelintegrals. 

312. Nach dem Vorausgeſchickten find wir in der Lage zur 
Begriffsbeſtimmung fowohl, als zu einer ausführlichen Discuffion 
der beftimmten Doppelintegralien überzugehen. 

Wird in Gleichung (3) Nr. 310. 

x-Amdy=B 
gefeßt, fo deutet man ſolches im Ausdrucke zur Linken vom Gleid)- 
heitszeichen diefer Gleichung in ähnlicher Weife wie bei Integralien 
einer Variabeln, in folgender Weife nämlich, an: 


B A 
SS plz. dx dy —2* 


Nach der citirten Nr. bedeutet dieſes Symbol ſoviel als: Die In⸗ 
tegralfunction des Doppelintegrals: 


- SS az, Ddxdy 
fol füe =A und y=B beftimmt werden, falls diefelbe für a 
oder y=b verſchwindet. Wir werden befagtes Symbol in der 
Folge beftimmtes Doppelintegrale nennen, deffen Werth, 
nad) der vorhin citirten Gleichung (3), folgende Gleichung darftellt: 
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B A - 
f f g(z,y)dxdy=F(A,B)— Fta,B)—F(A,b)-+F(a,b), (&, 
h a - 


wenn nämlich die Gleihung (1) in Ne. 309 zu Grunde gelegt wirt. 
Berückfichtiget man die im erften Theile der Integralrechnung, 
in Nr. 155 aufgeftellte Gleichung (G), fo hat man auch: | 


B A A B 
SS gandzdy=f f gia,y)dyde, 5); 


welche Gleichheit nur infofern Beftand hat, als die Integrations— 
grenzen von x, nämlich a und A unabhängig von,y, und Die In: 
tegrationggrenzen von y, nämlich b und B von x unabhängig find. 
. Dertaufcht man in (4) entiveder a mit A oder b mit B, vo 

erhält man in jenem oder in diefem Falle die erfte oder die zmeire 
der nun folgenden zwei Gleichheiten: 


Ba BA 

SSrayıay=—fS g(x,y)dxdy, 

A BA (6) 
Ss ga,y)dxdy=— SS nddy 

deren jede mit der Gleichheit (4) in Pr. 32 des erften Theiles 

analog ift, und eine ähnliche Deutung wie diefe zuläßt. 


Vertaufht man ferner in der oben aufgeftelten Gleichung (4) 
a mit A, und zugleich b mit B, fo ergiebt fidy folgende: 


ha B A 
94 Taydrdy=f S ya, y)dxdy; (7) 


diefe Gleichheit fagt aus, daß der Werth des Doppelintegrals: 


SS ya, y)dxdy 


für =A und y=B, falld dasfelbe für x=a oder y=b ver: 
fhwindet, mit dem Werthe desfelben unter der genau entgegenge- 
feßten Annahme (für x=a und y=b, falld dasfelbe für =A 
oder y=B verſchwindet) identifch fei. 

313. Der Werth des beſtimmten Doppelintegrals: 


B A 
Ss y(x,y3dxdy, 


wie folchen die Gleichung (4) vorangehender Nr. darſtellt, giebt 
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Summen von Reiben an, denen Ähnlich, die dag beim Inte⸗ 
grale einer Variabeln, nämlich: 


[ g(z)dx, 


in den Wen. 33 und 36 des erften Theiles der Sntegralcechnung 
fummitrt. 

Zur Begründung diefer Behauptung gehen wir auf den durch 
die Gfeichung (1) Mr. 309 angedeuteten Zufammenhang unter den 
Sunetionen g(x,y) und F(x,y) zurück, der, vermöge diefer Glei- 
chung und mit Zuziehung des in Ir. 251 Mitgetheilten, auch durch 
folgende Grenzgleichung ausgedrücdt werden kann: 


ou'y(x,y)=Lim: |F(x+0,7+0') — F(x+o,y)—F(x,y-+o')+F(x,y)} , 


die, wenn & und « unendlich Eleinwerdende Größen vorftellen, für 
alle jene Werthe von x und y Beftand hat, für die die Function 
F(x,y) continuirlich verbleibt. Wenn ſonach a und A im Bereiche 
der Continuitätsgrenzen diefer Function F(x, y) in Bezug auf die 
Bariable x liegen, wie b und B in ähnlicher Weife in Bezug auf 
y; fo ift man in diefer Grenzgleichung für x alle Werthe von x=a 
bis xXA und für y alle von y=b big y=B zu feßen berechtiget. 

Werden nun in befagter Grenzgleichung ftatt x, nad) der Reihe, 
die Werthe: 


a, ao, a Foot, ... an ann tt... 0,2 
zugleich aber auch ſtatt & die unendlich Eleinwerdenden Größen: 
” Vo, 04 , Were. 0.1 


gefeßt; wird dann dire Summe der fo gewonnenen n’ Gleichungen 
genommen, unter denen die (k + 1)te folgender Form ift: 
ro glatten tn +og.. +43 V)= 
Fla+twoton ... + 0. Jro')—Flatag+0 ... +0, Y) 
—F(atootor...tur,_,), yro') + Flatogtan.... +0. 4» )) 
in der man alfo ftatt k die Zahlenwerthe: 
0, 15 2, 3, 4,...n—1 


zu ſetzen hat: ſo ſtellt ſi ch als Ergebniß dieſer Summation folgende 
Grenzgleichung heraus: 


— Lim: 


(a) 
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Lim: | F(A, y-+w') — F(A,y) — F(a,y+o')-+-F(a,y) ’ = 
=’ $wog(a,y) +wıg(laFonY)... Fo, glatwtaı..-to, v8: ( 
in der, unter der Vorausſetzung n ftellt eine unendlich greoßtwerdent: 
ganze und pofitive Zahl vor, folgende Gleichung: 


AC a to ton ta +0 -r.. +04 


feftgeftellt worden ift. 

Setzt man in die Öleichung (8) ſtatt y der Reihe nach du 
Werthe: | 

b, b-H-0' b+-oo#+04,..b+rw0o ton ... + 0.25 
zugleich aber auch ſtatt @’ die Werthe: 

a wg —- (4 
addirt dann die fich fo ergebenden n’ Gleichungen; fo gelangt man 
auf diefelbe Endgleichung, ald wenn man in jede der n Gleichungen, 
deren allgemeiner Repräfentant die Gleichung (a) ift, die n/ Wert 
für y aus (y) und zugleich für w’ die mn! Werthe aus (3) gefekt, 
dann die fämmtlichen fo erhaltenen nn’ Gleichungen, deren allge: 
meiner Repräfentant der folgende ift: 

0. ga tn tn tr. an, brontoiıt:. +oy,)= 
F (a +0 Ho Hung . +0, , bro0 +0 +0’. + @',.) 
—Fla+wo+0r +09. ton , bD+H@' +0 rg.) 
= Lim: “ ‚(2 
— Fla+og +w1 +0. .+0, 2: b+@’ +01 +-0'9..4+@° x) 
+Fla+w + +02. +0, b+@'+0+0'2. +0...) 
unter der Annahme addirt hätte, daß k die Zahlenwerthe: 

0, 1,2, 3, 4, 5,.... 01 
und k’ die folgenden: 

0, 1, 2,3, 4, 5, ... n'—1 
durchläuft. Diefe Endgleichung nun ift folgende: 

F(A,B) — F(a,B) — F(A,b)-+F(a,b)= 
=u'|wogla,b)+ wı glatwo, b)+... tw, glatwotwıtag.... @,.2:b)} 


+0 j oorla, btw')ta,g(atao, btw'o).to, „platootwı..to, 2 bto',)} 
4 
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a1) 0 ya, b+ou Hr o4)Haıgla rw, b+rw. + w).. 
2 
EC G gar tw... two b-+ 0’, + w,) 


+. 


woyla, btw'stw'..tw', z)taı glaton, btw'otw'r... to'y_2) ! n 
X 


da pla+-wgtm: +0,25 b-+-o'+0'; ... +0o,_,) 
two n fomohl ald n’ pofitive ganze und unendlicd, großwerdende Zah⸗ 
len vorſtellen, die den Gleichungen: 

Azı su ton twtr... #0 


(7) 


— 
B=b ao to twg tr... + 0 14 


entfprechen, in denen wo, wı, @,..5 wo, wı, oz, . . . unend⸗ 
lich kleinwerdende Zahlengrößen repräfentiren. 

Vergleicht man die Gleichung (6) mit der Gleichung (4) voran⸗ 
gehender Nr. , fo leuchtet die Richtigkeit der am Eingange gemadh- 
ten Behauptung ein, zumal dann, wenn auch die Gleichungen der 
folgenden zwei Nrn. mit in Betrachtnahme gezogen werden. 

314. Aehnliche Bleihungen mit (G der vorangehenden Wr. 
erhält man noch drei, und zwar auf analoge Weife, wie im erften 
Theile in Nr. 33 zwei Gleichungen zur Darftellung von F(b)— Fa) 
erhalten worden. Diefe nunmehr zufammengeftellt, erhält man 
mit Berüdfichtigung der Gleichung (4) aus Mr. 312 folgende vier 
Gleichungen: 

B A 
SS p(x,y)dxdy= 


k=n1 kn 1 


= > orte tr tr, rare)» (8) 
0 kt 
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BA 
SS g(,y)dxdy = 

k=n.1 k’n'-I 
= 0,0. latente t+.. +0, brot +...) (11) 

k=0 k'=0 
in denen jeder auf dag zweifache Summenzeichen folgende Ausdrud, 
da jeder derfelben dem Ausdrucke zur Rechten in Gleichung (e) gleich 
ift, und diefer wegen der Continuität der Function F(x,y) im Be- 
reiche der feftgefeßten Integrationsgrenzen beftändig unendlich klein— 
werdend ift, eine unendlich Fleinwerdende Größe vorftel- 
len muß. 

Vermöge der Gleichheit der in diefen vier Gleichungen auf das 
doppelte Summenzeichen folgenden Ausdrücde mit dem Ausdrucke 
zur Rechten in der Gleichung (ce) find diefelben auch unter einander 
gleich”); daher hat man nur einen diefer vier Ausdrücke in der 
vorhin erwähnten Beziehung, ob derfelbe nämlich eine unendlich Elein- 
werdende Größe vorftelt, zu unterfuchen, um fofort alle vier in 
diefer Hinficht beurtheilen zu Fönnen. — Stellt fih nämlich einer 
der befagten vier Ausdrücke für alle angedeuteten Werthe von k 
und k’ unendlich Eleinwerdend heraus; fo find es auch die 
drei übrigen: die etwa unbefannte Sntegralfunction‘ F(x,y) ift alg- 
-dann für alle zufammengehörenden Werthe von x und y, fo von 
x=a bis x=A und von y=b bis y=B enthalten find, conti« 
nuirlich. Ein beftimmtes Doppelintegrale diefer Art ftellt eine auf 
eine anerkannte Einheit bafirte mathematifche Größe vor, und kann 
- Begenftand der Betrachtung vorliegenden Werkes fein. — Stellt 
ſich aber einer der oben genannten vier Ausdrücke für irgend welche 
Werthe von k und k’, die noch im Bereiche der Summengrenzen 
fallen, als endliche oder gar als unendlich großmwerdende 
Größe heraus; dann hört ſolch' ein beftimmtes Doppelintegrale auf, 
irgend welche Bedeutung für ung zu haben und fällt außer dem 
Bereich unferer Betrachtungen. Denn die Integralfunction F(x, y) 
legt für jene Werthe von x und y, die folhen Werthen von k 


*) Mir feßen nämlich die Integralfunction F(x, y) als eindeutige Funec⸗ 
tion der beiden Variabeln x und y voraus. 
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und k’ entfprechen, die Eigenfchaft der EContinuität ab; daher kann 
in Ddiefem Momente befagte Sntegralfunction der Operation des 
Differenzirens nicht unterzogen werden, und folglich kann derfelben 
alsdann aud) feine Differenzialfunction entfprechen. — Stellt fidy 
endlich einer derfelben vier Ausdrüde für irgend welche im Bereiche 
der Summengrenzen fallenden Werthe von k und k’ unbe ftimmt 
heraus, weldyes offenbar nur dann eintreffen wird, wenn in der 
zu integrivenden Differenzialfunction der Differenzialcoefficient ꝙ(x, y) 


für die diefen Werthen von K und Kk’ zugehörenden. Werthen von 


x und y unendlich großwerdend ausfällt; dann ift ein anderer diefer 
befagten vier Ausdrüde zur Hebung diefer Unbeftimmtheit zuzuziehen, 
und der beftiimmte Werth, den diefer hervorruft, entfpricht auch 


- den übrigen dreien. Wenn der aus der Lnbeftimmtheit gewonnene 


Werth, als endlich oder unendlich. großwerdend erkannt wird, dann 
ift das beftimmte Doppelintegrale, wie fchon erwähnt wurde, Fein 


Gegenſtand unferer Unterfuchung ; wohl aber im dritten Falle, wenn 


das aus der Unbeftimmtheit gezogene Refultat eine unendlich klein⸗ 


. werdende Größe repräfentirt *). 


Um endlich alles die Gleichungen (8) — (11) betreffende beifam- 
men zu haben, laffen wir hies noch die Gleichungen (7), duch - 
Summenzeichen dargeftellt, folgen, die nunmehr folgendermaßen 
augfehen: 

k=n—1 k’=n'—1 
Amar du, B=b+ Yon. (12) 
k=0 10 
Mit dieſen ſowohl, als mit den Gleichungen (8) — (11) werden 
wir noch eine Specialifirung in der folgenden Pr. vornehmen. 

315. Zur Specialifirung der’ allgemeinen Ergebniffe vorange- 
bender Pr. feßen wir die Ineremente von x unter einander gleid) 
voraus, und eben fo die von y; nämlich wir feßen folgende Gleis 
chungen feft: . 


*) Das fo eben Mitgetpeilte vürfte an Deutlichkeit gewinnen, wenn das 
im erfien Theile dee Integralrechnung, in den Nrn. 34, 105 und 106, bei 
einem analogen Anlaffe mit etwas mehr Ausführlichkeit Beſprochene zu Hate 
gezogen würde. | 


Raabe, Diff. u. Int. Rechnung. II. 10 
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mm ZmgTr- nm... 220,417 05 


ou; =o,= a’, . ..=u na7 = o', 


wo © und »’ unendlich Eleinwerdende Größen vorftellen. 
Die Gleichungen (12) dafelbft geben nunmehr in folgende über: 
A=za+-no, B=b+n'w'; (13) 
und die Gleichungen (8) bis (11), oder die vier verfchiedenen Dar- 
ftellungsarten eines beftimmten Doppelintegrals bieten fich folgen- 
dermaßen dar: 
k=n—1 k=n'’— 
Sen irre I > g(la+ko, b-+-k’o') ‚ 
k’=0 
ken—ik=n 
—J——— Si a+(k-+-1)o, b+k'o “*) R 
k'=0) 
k=n-1 kn’ —1 


Ss y(x,y)dxdy=ow’ > > 7 (a-+ko ; b-+-(k/+-1)0") » 


(14) 


k=ın —-1 kn —1 


f f g(x,y)dxdy=uwu’ > > gla+ck+ 1), b+(k'+ 1)o') . 


k=-0 k=0 


Don den vier Ausdrüden: 
an'g(a+ko, b+k’o‘) ‚ on’! q(a-+(k+1)o , b-+-k'o') , 
oo g(a+ko, b+(k'+4)0'), ww’ g[artk+1)o, b+(k'-+1)w’) 


gilt ein Gleiches, mas in der vorangehenden Nr. über die vier 
allgemeinern ausgefagt wurde; man ift nämlich mittelft derfelben 
jedesmal zu beurtheilen in der Tage, ob das in Rede ftehende be- 
ſtimmte Doppelintegrale noch in den Kreis jener mathematiſchen 
Größen fällt, die auf bereits feſtgeſtellte Einheiten zurück geführt 
werden können. 
Addirt man ferner die zwei erſten, wie die zwei letzten der 
Gleichungen (14), ſo gewinnt man auch folgende zwei Gleichungen 
ur Darſtellung des in Rede ſtehenden beſtimmten Doppelintegrals: 
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B A 
f F q æ, y)) dx dy = 
ba 
ku 1 " k=n-1 
— 0" | —XXX Platko,btk@)t4@(Abtk@) ), (15) 
En k=1 
BA 
SS m, yDdxdy= 
b a 


‘ | kn. \ 
= wo > 39 (a,htk'@‘)+ gunanweitgenanen « (46) 
—=1 =) ” 


Addirt man endlich diefe zwei Gleichungen, fo ergiebt ſich: 


BA | 
JS Mdxdy = 
kK'=n'-1 

4 g(a,b)+ g(a,b-+k'o')+4g(A,b) 


.— 1 
k=n.1 


kn’ .1 
=4 00' + Ip (atko,h)+ Platko,btk'@')tP(atk,B) | . (17) 





— 


k1 
k'’=n’.1 
+309(A,b + y(A,b+ku')+4q(A,B) 


k’—1 


316. Daß man von den in den vorausgefchichten Men. aufge 
ſtellten Summengleichungen bei der näherungsweifen Ausmittelung 
beftimmter Doppelintegralien Vortheil ziehen kann, verfteht ſich von 
felbft und bedarf keiner weitern Unterftüßung, wenn namentlich der 
Schlußparagraph des erften Theiles der Integralrechnung zugezogen 
wird. — Da ferner jed® Doppelintegrale auf ein zweimaliges In- 
tegriren, jedesmal nad) einer Variabeln, hinausläuft; fo wird man 
den gleichen Vortheil wie bei einfachen beftimmten Sntegralien aus 
den im erften Theile von Pro. 107 — bis 129 aufgeftellten Säken 
ziehen, um auch ein beftimmtes Doppelintegral in Beziehung auf 
Convergenz und Divergenz zu unterfuchen. Aus gleihhem Grunde 
dürften aud) die Schwierigkeiten, fo von der Vieldeutigkeit der In- 
tegralfunetion bei der Herftellung des beftimmten Doppelintegrals 
herrühren, ald befeitiget erflärt werden; man wird fidy mit gleichem 
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os mn zwug—mnzm...=w .3=w, 
wo » und ©’ unendlich Fleinwerdende Größen vorftellen. 
Die Gleichungen (12) dafelbft geben nunmehr in folgende über. 
A=za+r-no, B=b-+nw'; (13 
und die Gleichungen (8) bis (11), oder die vier verfchiedenen Dir: 


ftellungsarten eines beftimmten Doppelintegrald bieten ſich folger- 
dermaßen dar: 


kn—1 k=n’—1 


Sen dxdy—aw' g(latrko, b+k'o') . 
k=0 2 Kk=0 
keen-1 kn 
fac dx äyzun > Si a+(k-+-1)o, b+k'o ). 
k=0 ku 


day. 
k=n -1 kn’ —i 


ss y(x,y) dxdy=om’ > > | (a+ko ‚ b-+(k’+1)0") ’ 
=0 


— dxdy=wm’ > >"; (a+ck-+H1)o, b-+(k’+1)o‘ )- 


k-0 k=0 


Bon den vier Ausdrüden: 
on'g(a+ko, b-+k’o‘) s oo’ g(a-+(k+41)w , b-+-k'o' ) , 
oo’ g(a-+ko, b-+(k’-+4)0'), au‘ ylarkk+1)w, b+(k’+1)o') 


gilt ein Gleiches, mas in der vorangehenden Nr. über die vier 
allgemeinern ausgefagt wurde; man ift nämlich mittelft derfelben 
jedesmal zu beurtheilen in der Lage, ob das in Rede ftehende be 
ſtimmte Doppelintegrale noch in den Kreis jener mathematifchen 
Größen fällt, die auf bereits feftgeftellte Einheiten zurück geführt 
werden fünnen. 
Addirt man ferner die zwei erften, wie die zwei lekten der 
Bleihungen (14), fo gewinnt man auch folgende zwei Gleichungen 
zur Darftellung des in Rede fiehenden beftimmten Doppelintegrals: 





Sntegralrehnung. VL 317. 19 


rigkeiten der Umformung, ohne MWerthsänderung des vorgelegten 
Doppelintegrals, leicht zu heben, wie wir foldyes fofort, bevor wir 
zum allgemeinen Salle der Umformung übergehen, in vorliegender. 
Ne. noch zeigen wollen. 

Bedenkt man nämlidy, daß im vorgelegten Doppelintegrale (c), 
während in demfelben die Snregration nady x vollzogen wird, die 
Variable y al Eonftante zu-behandeln ift, fo folgt hieraus, daß 
man bei der durch die Bleichung (8) angebdeuteten Umformung 
gleichfalls y als Eonftante anzufehen habe; daß alfo nicht etwa das 
Differenziale von x durch: | 


zu erfeßen, fondern wegen des Gonftantfein von y lediglich: 


dx , 
dx = * du (7) 


zu feßen ift, wo = der aus der Gleichung (8) gezogene par- 


tielle Differenzialquotient von x nach u ift. 

Wird fonach die Sntegrationsvariable x im vorge 
legten Doppelintegrale (ao) durch die in Gleichung (B) 
feftgefiellte Annahme, dann das Differenziale von x 
nach der eben aufgeftellten Gleichung (y) erfeßt, und 
ftellen-a, und A, die Integrationsgrenzen der neueim 
geführten VBariabeln u vor; dann hat man: 


B A B A, F 

x 

f [ 4(,y)dxdy = f f ıp(%,y) u du dy, (ö) 
b . b a24 


wenn man die ISntegrationsggrenzen der QVariabeln u, 
nach der Sleichung (F) Nr. 144 des erften Theileg, aus 
folgenden zwei Bleichungen zieht: 

KA, VY). - A, fa,y)=a. (©) 


Bei der Ausmittelung der neuen Sntegrationsgrenzen a, und A, 
aus diefen Gleichungen (2) kann zweierlei eintreffen. Exftens ift es 
möglich, daß diefelben unabhängig von y fich herausftellen; in die⸗ 
ſem Falle kann man im Ausdrude zur Rechter der Gleichung (8) 
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die Integration nad) u der nad) y vor⸗ oder nachgehen laffen. 
Zweitens, und zwar in viel größerer Anzahl find die Fälle, wo 
wenigftens eine diefer Integrationdgrenzen, a4 oder As, ald Function 
von y fich berausftellt; alsdann aber darf in demfelben Ausdrucke 
der Bleichung (d) die Ordnungsfolge der partiellen Integrationen 
nicht mehr vertaufcht werden, man ift alsdann gebunden, die In- 
tegration nach) u inner den angegebenen Grenzen der nad) y voraus 
gehen zu laffen. Denn die allgemeine Gleichung (5) Nr. 312, die 
eine DVerfegung der Ordnungsfolge der Integrationen geftattet, ift 
im erften Theile der Sntegralrechnung unter der ausdrädlichen Be- 
ſchränkung ermwiefen worden, daß die Integrationdgrenzen der einen 
Variabeln von der zweiten Sntegrationsvariabeln, und umgekehrt, 
unabhängig feien. 

Nachdem wir auch diefen Fall, als erlediget erklären dürfen, 
menden wir ung nunmehr in der nächftfolgenden Pr. dem allge- 
meinften Galle zu, wenn nämlich beide SIntegrationsvariabeln x und 
y des Doppelintegrals in (=) durd) gegebene Functionen von zwei 
neuen Variabeln erfeßt werden. 

318. Es follen im Doppelintegrale (a) die Integra 
tionsvariabeln x und y durch Funetionen zwei neuer 
Bariabeln u und v, wie folgende Bleihungen zeigen: 


x=y(uvV), y=v/(uvV), (I 


in der Weife erfet werden, daß daB umgeformte Dop- 
velintegrale genau denfelben Werth, als das vorge- 
legte in («) darbiete. 

Diefe Umformung zu erzielen, denken wir ung aus den zivei 
Bleichungen (£) eine der zwei neuen Variabeln u oder v eliminirt. 
Welche? — wird der Verfolg diefer Nr. lehren. Angenommen v 
ift die eliminirte Variable, fo ergiebt fich eine Gleichung zwiſchen 
x, y und u, mittelft welcher im vorgelegten Doppelintegrale («) 
entweder x durch eine Function von u und y, oder aber umgekehrt 
y durch eine Function von u und x erfeßt werden kann. Auf die 
abermalige Frage, welche diefer Umſetzungen fei nun borzunehmen? 
diene zur Antwort, jene, die die Integrationsgrenzen der neuein⸗ 
geführten Variabeln u, als Conftante, oder als unabhängig von 
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der noch veftirten zweiten Variabeln y oder x darftellt. — Hat 
man dieſes Endziel beftändig vor Augen, dann dürfte es nicht 
ſchwer fallen, aud) in der vorhin aufgeworfenen Stage, betreffend 
die Elimination von u oder v aus den Gleichungen (2), eine dies ' 
fen Zwecken fördernde Entfcheidung zu treffen. Da uns nämlich die 
Auswahl der Buchſtaben, um die neueingeführten Variabeln vorzu⸗ 
ftellen, frei gegeben ift; fo erklären wir, mehr Einfachheit in un- 
fern Vortrag zu bringen, ein für allemal die Buchſtabengröße v 
als jene, deren Elimination aus (£) ein günftiges Refultat in der 
zulegt erwähnten Beziehung darbietet, und ftehen vor der Hand 
von dem allerdings oft vorkommenden Falle ab, bei dem die Inte» 
grationggrenzen der reftirten neuen Variabeln u feiner conftanten 
Werthe fähig find. 

Gehen wir nun.in vorliegender Nr. von der Annahme aus, es 
fei die Sleihung zwiſchen x, y und u (das Ergebnif der 
Elimination von v aus ($)) ganz geeignet, die Variable x 
aus dem Doppelintegrale (a) wegzuſchaffen, und eg biete 
diefelbe für x eine Function von u und y durd) eine analoge Blei» 
hung mit (8) vorhergehender Nr., oder, der größern Einfachheit 
wegen, durch diefe felbft dar; fo gewinnen wir, ganz den Vorfchriften . 
der vorangehenden Pr. folgend, auch eine analoge zu der daſelbſt 
aufgeftellten Gleichung (8), in der die Integrationsgrenzen a, und 
A,, wie vorhin feftgeftelt ward, conſtante oder von y indepen- 
dente Größen fein werden. Da diefes leßtern Umftandes wegen die 
Bertaufehung der Drdnungsfolge der Sntegrationen nad) u und y 
geftattet ift; fo ftellt fi) nunmehr befagte analoge zur Gleichung 
(5) auch foigendermapen dar: 


F f y(z,y)dxdy = f [ N (+ X du ı (n) 


mo (& ): den partiellen Diferenziafquotienten von x nad) u vor⸗ 


ftelt, den die Gleichung (£) borangehender Nr., oder den jene 
Gleichung darbietet, die dag Ergebniß der Elimination von v aus 
den Gleichungen (£) vorſtellt *). 


Wir haben diefen partiellen Dıfferenziolguotieuten desiwegen mit Par 
renthefen umgeben, um folchen von jenem partiellen Differenzialquotienten der 
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Um nun die Eingangs diefer Nr. angezeigte Umformung zu 
Ende zu bringen, haben mwir noch in der eben aufgeftellten Gleichung 
aus dem beftimmten Doppelintegrale zur Rechten die Integrationg- 
variable y mittelft der zweiten Gleichung in (£) zu eliminiren, wel- 
ches in analoger Weife, wie in dem in vorangehender Nr. behandelten 
verwickeltern Falle bemwerkftelliget wird. Zuerft wird nämlich, gleich 
wie in dem fo erwähnten Falle, in dem Ausdrucke zur Rechten der 
Gleichung (7) 


y=ar 


gefeßt, wo der partielle Differenzialquotient zur Rechten aus der 
zweiten Gleichung in (&) zu beftimmen ift; dann werden die SInte- 
grationsgrenzen der neueingeführten Variabeln v, falls foldye durch 
b, und B, angedeutet werden, aus folgenden Gleichungen beftinmt : 


y’(u, B)=B, w(w,b)=b; (3) 
fo daß nunmehr die Gleichung (7) in folgende übergeht: 


BA Aı Bi 
_ dx\ dy 
h a a bı 


wo die vechterhand noch) etwa vorkommenden Variabeln x und y 
durch u und v aus den zwei Öleichungen (2) zu erfeten find. 
Sn dieſer Gleichung, die die verlangte Umformung darftellt, 


haben wit nur noch den partiellen Differenzialquotienten (2) durch 


partielle Differenzialquotienten, welche unmittelbar aus den die 
Zransformation bewirkenden Bleichungen (&) felbft fließen, umzu⸗ 
feßen; damit dann das transformirte Doppelintegrale feine andern 
partiellen Differenzialquotienten, als folche enthalte, die unmittelbar 
aus den zulekt erwähnten Gleichungen (£) gezogen werben fönnen. 

Umgiebt man nad) dem obigen Uebereinfommen mit Parenthefen 
jene partiellen Differenzialquotienten, die aus der Gleichung (£) 
Bariabeln x nah u, den die erſte der oben aufgeftellten Gleichungen (&) 
darbietet, unterfcheiden zu Fönnen, welchen Ichtern wir in der Folge einfach 





durch = andeuten werden. 
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Der noc veftirten zweiten Variabeln y oder x darftellt. — Hat 
‚man biefes Endziel beftändig vor Augen, dann dürfte es nicht 
tchwer fallen, aud) in der vorhin aufgeworfenen Frage, betreffend 
die Elimination von u oder v aus den Gleichungen (2), eine dies ' 
‚fen Zwecken fördernde Entfcheidung zu treffen. Da uns nämlich die 
Auswahl der Buchftaben,, um die neueingeführten Variabeln vorzu⸗ 
: ftellen, frei gegeben ift; fo erklären wir, mehr Einfachheit in un» 
fern Vortrag zu bringen, ein für allemal die Buchftabengröße v 
:al8 jene, deren Elimination aus (2) ein günftiged Refultat in der 
‚ zuleßt erwähnten Beziehung darbietet, und ſtehen vor der Hand 
von tem allerdings oft vorkommenden Salle ab, bei dem die Inte⸗ 
grationggrenzen der reftirten neuen DBariabeln u feiner conftanten 
Werthe fähig find. 

Gehen wir nun.in vorliegender Pr. von der Unnahme aus, es 
fei die Sleihung zwiſchen x, y und u (das Ergebnif der 
Elimination von v aus (£)) ganz geeignet, die Variable x 
aus dem Doppelintegrale (a) wegzuſchaffen, und es biete 
dDiefelbe für x eine Function von u und y durch eine analoge Glei— 
hung mit (8) vorhergehender Nr., oder, der größeren Einfachheit 
wegen, durch diefe felbft dar; fo gewinnen wir, ganz den Vorfchriften . 
der vorangehenden Nr. folgend, auch eine analoge zu der dafelbft 
aufgeftellten Gleichung (8), in der die Sntegrationdgrenzen a, und 
A,, wie vorhin feftgeftellt ward, conflante oder von y indepen⸗ 
dente Größen fein werden. Da diefes leßtern Umftandes wegen die 
Bertaufhung der Drdnungsfolge der Sntegrationen nach u und y 
geftattet ift; fo ftellt fi nunmehr befagte analoge zur Gleichung 
(5) auch foigendermapen dar: 


S Srenso=ffren(& x )ayan, (n) 


wo (2) den partiellen Differenzialquotienten von x nach u vor⸗ 
ftellt, den die Gleichung (£) borangehender Nr., oder den jene 
Gleichung darbietet, die das Ergebniß der Elimination von v aus 
den Bleichungen (3) vorftellt *). 


0 m — — — 


*) Wir haben dieſen partiellen Differenzialquotienten deswegen mit Par 
renthefen umgeben, um ſolchen von jenem partiellen Differenzialquotienten der 
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in der, im Ausdrude zur Rechten nämlich, x und y, wie die par- 
tiellen Differenzialquotienten : 
dx dy dx dy 


du ’ da’ dv’ dv 

aus den die Umformung bewirfenden Gleichungen (2) zu nehmen find. 

Die auf v bezüglichen Integrationsgrenzen b, und B, können, 
da foldye aus den Gleichungen (3) zu ermitteln find, und diefe die 
Variable u involviren, gleichfald von diefer Variabeln abhängen; 
in diefem Falle nun verbleibt das Doppelintegrale rechter Hand in 
Bleihung (R) in der dafelbft angedeuteten Drdnungsfolge der par» 
tielen Sntegrationen, nämlich: zuerft wird nad) v, von v=b, bis 
v=B,, die Integration vollzogen und hierauf erft nah u, von 
u=a, bis u=A,, welche letzteren Integrationggrenzen, wie ſchon 
oben bemerkt wurde, aus den Gleichungen (2) vorangehender Nr. 
gefolgert, conftante Größen fein müffen. Stellen ſich aber die In⸗ 
tegrationsgrenzen b, und B,, aus den Gleichungen (3) gefolgert, als 
eonftante oder von u independente Größen dar; dann ift die Ord- 
nungsfolge der partiellen SIntegrationen nach u und v völlig will⸗ 
tührlich, fo daß alsdann befagtes Doppelintegrale auch durch folgendes 


B, Ay . 
f f y(x,y) ®& = — * | du dv 
bh a 
erfeßt werden darf. 

319. Die Umformungsgleichung (A), auf die wir in borange- 
bender Nr. gelangt, ift unter der Annahme erhalten worden, daß 
die duch Elimination von v aus den Gleichungen (£) geimonnene 
Gleichung (8) vollfommen geeignet fei, die Variable x durch die 
neueingeführte u zu erfeßen; in der Weife, daß die Integrationg- 
grenzen a, und A,, fo auf die neueingeführte Variable u, Bezug 
haben, eonftante oder von y independente Größen repräfentiren. Da 
einerfeitd beim Michteintreffen diefer Vorausſetzung die Gleichung 
(A) nicht mehr Beſtand hat, und fomit die Möglichkeit einer Um⸗ 
formung nur noch unter der fofort mitzutheilenden Vorausſetzung 
(wenn nämlich die Gleichungen (£) zu Grunde gelegt werden) denkbar 
iſt; anderfeits die Löfung der Umformung unter diefer zweiten Vor⸗ 
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vorangehender Nr. oder aus der Gleichung gezogen werden, welche 
Ergebniß der Elimination von v aus den Gleichungen (6) iſt; fo 
. Bietet das totale Differenziale diefer Gleichung (4) folgende dar: 


dx dx 
ix - (2 ) da +(2 )ay; 
die totalen Differenzialien von x und y aus den Gleichungen (£) 
bieten aber folgende Gleichungen dar: 


d 


dx dx 
dx = — dur d, 


Ä y=2u+li; 
daher erhält man, wenn der Ausdruck von dy aus dieſer Gleichung 
| in die vorige dx darfiellende Gleichung gefeßt wird, auch folgende 
Beſtimmung für dx: 
dx dx\ dy 
=) E a) 
und aus Dergleichung der beiden Sormenwerthe von dx mit Beadh- 
tung des Umftandes, daß die Variabeln u und v in feinerlei ge- 
genfeitiger Abhängigkeit zu einander ſtehen, ergeben ſich folgende 
zwei Gleichungen: 


29H 
dx dx\ dy 
dv = (5 dv’ 


aus denen nad) bollgogener Elimination von (=) dy die folgende ge- 
zogen wird: 


- Führt man diefes Ergebniß in die aufgeftellte Gleichung (x) ein, 
dann ftellt das Endrefultat dee am Eingange verlangten Umformung 
die folgende Gleichung dar: 


_ dx dy dx dy 
fs ex, y) da dy ss p(X,y) uw "TG ı dvdu, (4) 
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Zujiehumg der erfien Sleichung in (£) die Variable x wegzuſchaffen 
und durch die zweite der neueingeführten Variabeln, durch v, m 
erfegen iſt. 

Stellt man num die Integrationsgrenzen von v ducch a’, ım 
A’, vor, fo zieht man diefelben nad) dem eben Dlitgetheilten au: 
folgenden zwei Gleichungen: 

a — vcu, a⸗ A = y(a, A’) 2 ("I 


und man hat, ftatt der vorhergehenden Gleichung, folgende : 


[ Saunen = SSen(@)& dvdu, 


wo der partielle Differenzialquotient — — gleichfalls aus der erſten 


der in () aufgeſtellten zwei —— zu ziehen if 
PVerfährt man, den Ausdrud: 
(2) dx 
du / dv 
durch partielle Differenzialquotienten darzuftellen, die unmittelbar 
aus den Gleichungen (2) fließen, in ähnlicher Weile, wie bei ana«- 
logem Anlaffe in vorangehender Nr.; fo erhält man: 
(dr) dx :#- dx =] 
Au) v Ida dv av duf’ 
und das Endergebniß der unter gegenmwärtiger Borausfekung ver: 
langten Umformung wird durch folgende Gleichung dargeſtellt: 


dx d dx d 
SSreneo=-[feon[e I - Fran lavan, (4) 


wo im Doppelintegrale rechterhand, gleichmwie im analogen der Glei 
chung (A), die Variabeln x, y und deren partielle Differenzial- 
quotienten : 


dx dx dy dy 


a’ a’ W 
aus den Bleichungen (£) zu nehmen find. 
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320. Die Gleichungen (a) und (A) der zwei vorausgeſchickten 
" SPen., die unter zwei verfchiedenen Vorausſetzungen, bei Zugrun⸗ 
Delegung jedoch derfelben vermittelnden Gleichungen (£), das Problem 
" der Umformung eines Doppelintegrald in ein demfelben äquivalentes 
* rind ähnliches Iöfen, fehen in gar vielen Stücken einander gleich; na- 
mientlich ftellt ſich diefe Bleichheit ganz in die Augen fallend dar, 
wenn die Sntegrationdgrenzen in diefen beiden Bleichungen wegge⸗ 
Dacht werden; es befteht ihre Abweichung dannzumal lediglich in 
der Berfchiedenheit der Zeichen der durchaus identifchen Ausdrücke 
zur Rechten der Bleichheitszeichen. — Die Analyften, die bis jet 
diefen Gegenftand behandelt haben, wie Euler, von dem diefe Trans⸗ 
formation eines Doppelintegrals herrührt, bis auf Lacroir, ftehen 
allerdings einigermaßen bei diefer Abweichung der Zeichen an. Gie 
verweilen jedoch nicht dabei, diefe Verfchiedenheit aufzuklären, fon- 
dern behelfen fich mit der Wendung, „diefe Formel (dev Ausdrud 
„zur Rechten in der Gleichung () oder AN), wenn von den Inte⸗ 
„grationsgrenzen abgefehen wird) ift jedoch nur dazu beftimmt, die 
„Größe des vorgelegten Doppelintegrald anzugeben, was fein Zeichen 
„betrifft, weiß man dasfelbe jedesmal aus andern Umftänden zu 
„folgern“, oder auch mit einer diefer, dem Inhalte nad), ganz ähn⸗ 
lichen Ausrede, um, fobald wie möglich, über diefes Paradoron weg 
zu fein, zur Anwendung diefer Umformung auf concrete Fälle über- 
zugehen und dann deren Brauchbarkeit bei Planirungen krummer 
Slächen, bei Kubaturen u. dgl. mehr darzuthun. Der Geometer 
zumal ift bei diefen und ähnlichen Problemen der Geometrie oder 
der Mechanik nie in Verlegenheit die Integrationdgrenzen des durch 
Umformung gewonnenen Doppelintegrald dem räumlichen Gegen- 

ftande felbft abzufehen. Der Analyft aber, der nur von dem Be—⸗— 

griffe feines Kalkuls geführt wird, ift, da.er das mit der Umfor⸗ 

mung zu erftrebende Endziel beftändig vor Augen haben muß, fchon 

während der Umformung darauf angemwiefen, die Integrationsgrenzen 

mit in den Kreis feiner Betrachtungen zu ziehen; daducch wird 

nicht nur, wie aus den vorausgefchichten zwei Nrn. hervorgeht, das 

in der Ambiguität der Zeichen liegende Paradoron gehoben, viel- 

mehr Teuchtet wegen der DVerfchiedenheit der Vorausfekungen, aus 

denen die Gleichungen (A) und (A) entfprungen, die Nothwendigkeit 
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einer DBerfchiedenheit diefer Bleichungen ſelbſt ein, welche nicht allen | 


in den Vorzeichen der Ausdrücde vechterhand der Bleichheitszeiche 
fondern auch in Bezug auf die. Integrationsgrenzen derfelben cr 
genfällig hervortritt. Allerdings wird es auch Fälle geben, m 
ohne Linterfchied die eine oder die andere der Gleichungen (A) um 
(I) zur Anwendung gebracht werden darf; im Allgemeinen abe 
fehließt die eine diefer Gleichungen die andere aus, wie wir folde 
an befondern Fällen noch zeigen werden, denen wir aber in folgen- 
der Nr. eine gebrängte Bufammenftellung der bereit8 gewonnene 
allgemeinen Ergebniffe voraus gehen laflen. 
321. Wenn das Doppelintegrale: 


BA 
SS a(x, y)dxdy,, ‘A 


wo die Sntegrationsgrenzen a,b, A, B von den SIntegrationsve: 
tiabeln x und y independent find, mittelft der Gleichungen: 


x= y(u,V), 


y= v’uV), 


in ein demfelben gleichwerthiges auf die Variable u und v bezügliches 
Doppelintegrale umgefeßt werden fol; fo eliminire man aus ten 
die befagte Umformung vermittelnden Gleichungen (a) eine der Va— 
riabeln u und v, 3. DB. die Variable v. Wird dad Ergebniß diejer 
Elimination durch: 

_ - fx,y,)=0 (b; 
dargeftellt; dann müſſen entweder die auf x bezüglichen Integra— 
tionsgrenzen a und A, in diefe Gleichung (b) ftatt x gefeßt, für u 
eonftante oder von y unabhängige Werthe hervorrufen, oder aber 
die auf y bezüglichen Integrationsgrenzen des vorgelegten Doppel: 
integraß (A) müffen, wenn folche ſtatt y in diefe Gleichung (b} 
gefeßt werden, für u conftante oder von x independente Werthe her 
borrufen. 

Se nahdem die erfte oder die zweite diefer Anfor- 
derungen eintrifft, wird auch die erfte oder die zweite 
der nun folgenden Umformungsgleihungen ein Statt 
haben; im erftern Falle nämlich wird man: 


( 
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B A A, 3 
_ dx dy_ dx dy\. 
ff un | 1(x, y) (& ww” EU Jüran . (18) 
h h 


haben, wo a, und A, auß folgenden zwei Gleichungen 
beftimmt: 
f(a, y; a) — 0, f(A, y, Ai) = 0, (419) 


independent von y erfheinen müffen, und wo ferner 
die Integrationsgrenzen b, und B, aug folgenden zwei 
Gleichungen zu ermitteln find: 


b= wu,b)), B= y‘u,Bı) + | (20) 


im leßtern Falle hingegen ftellt fi folgende Umfor- 
mungsgleichung heraus: 


B A B'j A’, 
dx d dx d 
f f ga(x,y)Jdxdy=— f f o(x,y) (E& _ 34) dvdu, (21) 
ha bh’ afı 


wo folgende zwei Gleichungen: 
f(x,b,b‘,) =0, f(x, B, B'\) = 0 (22) 


für b, und BY, von x independente Werthe darbieten 
müffen, und wo die Integrationsgrenzen as und A, 
aus folgenden Bleichungen: 

a — y(a,al,), Am wlu, A’) ' (23) 
zu ziehen find. 

Ereignet e8 ſich nun, daß weder die Gleichungen (19) conftante 
Werthe für a, ımd A,, noch die Gleichungen (22) dergleichen Werthe 
für b“ und B’, darbieten, und zwar auch dann noch nicht, nadı- 
dem man in den Bleichungen (a) die Variabeln u und v gegenfeitig 
vertaufcht hat; dann find diefe Gleichungen (a) zur Um⸗ 
formung des vorgelegten Doppelintegrales (A) uns 
brauhbar. Bieten hingegen die Gleichungen (19) conftante Werthe 
für a, und A, und zugleich aud) die Bleichungen (22) dergleichen Wer⸗ 
the für b/, und B/, dar ; dann finden auch beide Umformungsgleichun- 
gen (18) und (21) zugleich Statt; fo daß unter diefer leßtern 
Vorausſetzung aud folgende Gleichung: 
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Aı Bı j BD, A, 
f f ey) Advu=— f [as y) A dvdu m 
a hy bb a 
befteben wird, in der man 
geſetzt hat. 


Wir fügen nur nody die Bemerkung bei, daß der fo eben durd 
M angedeutete Ausdrud, der auch zur Rechten dev Gleichung 


(18) und (21) vorkömmt, unter der -Dorausfeßung, Die Integre 





tionsvariabeln x und y ftehen in keinerlei gegenfeitiger Abhängigkeit, 
welche VBorausfeßung allen vorausgefchieften Betrachtungen zus Grunte | 


liegt, daß unter befagter VBorausfekung alfo, Die be 
- fagte Größe A weder unendlih groß noh unendlid 


fein je fein fann. Die Begründung diefer Behauptung haben 


wir bereits in Mr. 289 mitgetheilt, wo die dafelbft durch x’ ım 
-y’ vorgeftellten Variabeln gegenwärtig durch u und v erfeßt find. 
322. Wie bereitd Ausgangs der zweitvorhergehenden Nr. au 
gezeigt wurde, theilen wir auch ein Paar befondere Fälle zur Erläute: 
rung der allgemeinen Ergebniffe mit. 
1. Es fei das Doppelintegrale: 


(VER Z@N VEZR anay, 


in dem wir a > c vorausfeßen, nad) Euler, ducch folgende Am 


nahmen über x und y: 


v uv 


ira ' 77 Yense)ow” 





in ein, dem Werthe nach, demfelben völlig gleiches und auf die 


Variabeln u und v bezügliches Doppelintegrale umzufegen. 


Eliminirt man aus diefen zwei vermittelnden Gleichungen, welche | 


den allgemeinen Gleichungen (a) in vorangehender Nr. entfprechen, 
die Variable v, fo ergiebt fich: | 


ux — yY?— 390, 


die, für dem vorliegenden Fall, der Repräfentant der allgemeinen 
Gleichung (b) vorangehender Nr. if. Sekt man in diefer Gleichung 
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.x==0, fo findet man u=o0; ſetzt man x=c, fo ſtellt ſich u=0 
heraus: woraus nun gefchloffen wird, es fei die Gleichung (18) vor- 
angehender Nr. die paflende Umformungsgleichung für den vorlie- 
genden Sal, in der man, nad) der eben getroffenen Beftimmung, 
+ ind A,—=0 
zu feßen hat. Da ferner die Gleichungen (20) dafelbft in folgende 
. übergehen: - 
_ ab, 1 uBı - 
— Veamu)-bR"  — Vermu)-Bp 
aus welchen: 
b,=0 und Bi— 
gezogen wird; fo geht befagte Gleichung 18) über in: 


£ 5 Va?—x?2— (c?—x2)y?_ Vo-x? dıdy = 


0 oc — — — d d 
— ss Va?—x2— (c2—x2)y? Vc?’—x? (5 * — = 7) dv du , 


wo man zur Rechten vom Gleichheitszeichen die Variabeln x, y 
- amd deren partiellen Differenzialquotienten: 
dx dx dy dy 


du’ dv’ du’ Wv’ 
nach den am Eingange feftgeftellten Gleichungen zu erfegen hat. 
Nun hat man nad) diefen Gleichungen : 


VERA? ve-; —— _ Var—v? Var—v? Ye’t+u?)— v2 c?(1 — 


1+u? 
dann zieht man aus denfelben Gleichungen folgende: 
dx _ —_Ww a _ c?u(1-+u?) 
dx 1 „ — v(e?—v?) 
dv 7 Yıra®’ du. (e1+W)—v] Veran": 
die die Gleichung: 
, dx dy dx dy 


RE 
— EEE cum —— — — —— — — — ———— —— — 


darbieten; ſonach hat man: 


f " a3-x3-(c?-x2)y2 Ve2-x3 dx y=- f sy Var-v? „ Aydu 
0*0 


o 1+ru2 
Raabe, Diff. u. Int. Rechnung. II. 11 
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die vermöge der zweiten der Gleichungen (6) Nr. 312 in folgende 
übergeht: 


1 e a © 
f f Va2-x2-(c2-x?2)y? YVe2-x? dıdy= f f Var’ vdvdua, 
| 1+ru? 
0 0 0 0 





die die verlangte Umformungggleichung ift, aus welcher, nameııt- 
lich aus dem Ausdrnde zur Rechten derfelben, der Werth des vor- 
gelegten Doppelintegrals fehr leicht hergeftellt wird. 

Es ift nämlich: 


NEE (ff er) — vdv, 


oder auch: 


(fr vwa=ıf Ve3-v?2 vdv, 
1-ru? 2 
0 


oder endlich: 


f f vr v dv du = * [* _ ar-en?] ; 
0 0 . 


fonach hat man, wie oben behauptet wurde: 


[ f (a3-x2-(c2-x2)y? Ve2-x? dxdy = a | R - (ve) | 





als Beftimmungsgleichung des am Eingange vorgelegten Doppelin- 
tegrales. 

II. Als zweiten beſondern Fall legen wir uns das Doppelin⸗ 
tegrale: 


CH — 
wo 9065 4 y?) irgend eine Function von x? + y? vorſtellt, zur 
Umfoemung nach den zwei Gleichungen: 
zs=vCo.u, y=vSin.u 
vor. 
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Eliminirt man aus biefen vermittelnden Gleichungen die Va- 
riable v, fo erhält man: 
| xSio..u— yCos.u=0; 

da bier ſowohl die Annahme: 

x — o und x — © 
reſpektive auf: 

u= > und u = 0 ; 
als auch die Annahme: 

 y-Ilonddy= © 
auf eonftante Werthe für u, nämlich auf: | 


MH 
u=0mwu=-— 


führt; fo entnehmen wir hieraus, daß ohne Unterfchied die eine oder 
die andere der in vorangehender Nr. aufgeftellten Umformungsglei- 
ungen (18) oder (21) zu Grunde gelegt werden kann, fo daß jede 
derfelben, da man gegenwärtig: 
uw wu |, 
bat, auf folgende Gleichung führt: 
x 
f f g(z?+y2) dxdy = EL o(v?)vdvda , 
0° 0 


oder, wenn zur Rechten die Integration nad) u vollzogen und v? 
durch x erfeßt wird, auch auf folgende: 


J f g(x?-+y2)dxdy — 7 f g(x)dx . 
00 0 


Wird ferner zur Linken x in zva und y in yv/’b umgefekt, fo 
ſtellt fich folgende Reduction heraus: 





g(ax?--byd)dxdy = 7 3 5 4 g(z)dx,, («) 
ſ9 * 


wo a und b: reelle poſitive Werthe haben. 
Dieſe zwei beſondern Falle dürften wohl genügen, das in voran⸗ 
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gehender Nr. allgemein bezeichnete Verfahren zu erläutern. Während 
nämlich der in I behandelte Fall die allgemeine Umformungsglei⸗ 
chung (21) geradezu ausfchließt und lediglich nach der in (18) auf: 
gefteliten Gleichung zu behandeln ift, bietet das Doppelintegrale in 
II einen Fall dar, der ohne Unterfchied jeder diefer Umformungs: 
gleichungen unterlegt werden kann. 

323. Hat man die Möglichkeit der Umformung eines Doppel⸗ 
integrals wie (A) in Nr. 321 in ein demfelben aequivalentes, mit: 
telft der dafelbft aufgeftellten Gleichungen (a) erkannt; fo erübriget 
noch die Beftimmung des in Gleichung (25) aufgeftellten Ausdrucks 
für 8, der, wie zum Theil fehon. aus den Nrn. 318 und 319 ber- 
vorgeht, mancher Darftelungsform fähig ift. Unter diefen mird, 
je nad) Befchaffenheit der die Umformung bewirfenden Gleichungen 
(a), die eine und andere Darftellungsform den tbrigen vorzuziehen 
fein, dannzumal namentlich, wenn die leichtere und fehnellere Her: 
ftellung oder Beftimmung von A, ald Entfcheidunggmoment auftritt. 
Aus diefem Grunde theilen wir die mefentlichern Darftellungs- 
formen für A bier noch mit, bevor wir zu den Unterfuchungen der 
dreifachen Sntegralien dreier Variabeln übergehen, mit welchen wir 
in der nächftfolgenden Nr. den Anfang machen werden. 

Die Gleichungen (a) Nr. 321, die x und y, als Functionen von 
u, v bdarftellen, feßen auch u und v unter einander, gleich wie 
folches für x und y ftillfchyweigend vorausgeſetzt ift, in keinerlei ge- 
genfeitiger Abhängigkeit voraus; fo daß aus denfelben nicht nur x 


und y ald Functionen von u, v, fondern auch umgefehrt u und v 


ald Sunctionen von x, y herausgehen. 
Diefes feftgeftellt, beftehen folgende Gleichungen : 


“_ dk, uy_ , u_ uk, ud, 
du dx du dy du  ° dv ” dx dv dy dv 
a_u a, 0, u_ua, dd, 
du ° dx dv dy dv ' dv” dx dv dy dv 7° 


aus denen wir die vorzüglichern Werthformen von A ableiten werben. 
Bedenkt man nämlich die Gleichung: 


— du dv: dv du °. Mm 
fo bieten die auf der erften Zeile befindlichen zwei Gleichungen , 
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wenn folche gehörig verbunden werden, die folgenden zwei Veſtim— 
mungsgleichungen für A dar: 

du _dy du _ _Ax, 

—zA=T: ‘> Fra; (Im, 
ebenfo rufen die zwei Gleichungen auf der zweiten Zeile desfelben 
Syſtems folgende Beftimmungsgleichungen hervor: 

dv _ dy dv _ dx 


Multiplicirt man, von den zuleßt aufgeftellten vier Gleichungen, die 


erfte mit der vierten, wie die zweite mit der dritten, und nimmt ' 


dann den Unterfchied der Produkte ; fo ftellt fich, beadhtend die Werth- 
form vom A aus (D), folgende Gleichung heraus: 


(aa na: 


nun ift nach der Ausgangs Nr. 321 gemachten Bemerkung, die 
Befchaffenheit von A betreffend, diefelbe eine von Null verfchiedene 
Größe: fonach' hat man auch folgende Beftimmungsgleichung: 


EEE -Fz)a=t. (1) 


die in mancher Beziehung, mas namentlich die partiellen Differen- 
zialquotienten betrifft, die inverfe zu der in (I) mitaetheilten Dar- 
ftellungsform von A ift. 

Daß auch die Ergebniffe in den Pen. 318 und 319 zwei Dar- 
ftelungsformen für A darbieten, leuchtet fehr bald ein; eben fo 
giebt ed noch) zwei andere, die zu den fo eben genannten in analo- 
ger Weife eine inverfe Beziehung haben, ald es die Darſtellungs⸗ 
form (I) zu der in (D) bat. Wir unterlaffen jedoch folche hier aufs 
zunehmen, da man nad) einer nur etwelcdhen Ueberlegung ſchon zur 
Veberzeugung der Gleichbedeutenheit diefer eben genannten vier Werth- 
formen von A mit denen in (ID und (III) aufgeftellten gelanat, 
wodurch eine befondere Angabe derfelben unnöthig wird. 

Mit diefen fechs Gleichungen find wir der Anficht die wefent- 
lichere Darfielungsform von A mitgetbeilt zu haben, von denen 
wir aber eine, deren Brauchbarkeit beffer herauszuheben, auf den 
in vorangehender Nr. in I behandelten befondern Fall zur Anwen⸗ 
dung bringen wollen. 
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In dem befagten befondern Falle find die Gleichungen (a) folgende: 


v u v 


—eS— F Vcaiu(ν-vs 
aus welchen ſehr leicht u als Function von x und y ausgedrückt 
werden fann, nämlich durch die Bleichung: 


um 2% yva-x:. 


Nachdem man diefe Bleichung hergeftellt, erkennt man aud 
fehr bald, daß die zweite der Bleichungen (II), am ſchnellſten zur 
Beftimmung von A führen dürfte — Sn der That erhält man 
aus der erften der zuleßt aufgeftellten drei Gleichungen folgende 
Beflimmung: 





x — 


= —— 
dv 1+ru2 


du _ VYe—x? u 
dx 0 y’ 


daher hat man, nad) der zweiten der Gleichung (TI), folgende Be- 
fimmungsgleichung für A: 





u 
y = - 1+y? 
und wenn für y der oben feftgeftellte Werth eingeführt wird, ergiebt 
ſich dieſelbe Beſtimmung für A, die wir in vorangehender Mr. 
nach der Gleichung (I) vorliegender Nr. auf einem etwas befchwer- 
lichern Wege gefunden. 

324. Wir wenden ung nunmehr den dreifachen Sntegralien 
dreier DVariabeln der Form: 


ESS oa. y,21dxdydz 
zu, die wir in der vorliegenden und den folgenden Nrn. ähnlichen 
Unterfuchungen, wie in den borausgefchidten Nrn. die Doppelin- 
tegralien zweier DBariabeln unterziehen werden. 

Wenn F(x,y,z) eine Function von x, y, z vorftellt, die drei: 
mal nach einander partiell differenzirt, einmal nach, x, einmal nad 
y und einmal nach z, die Function ꝙ (x,y,z) darbietet; nämlich, 
wenn man: 
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d’F(x,y,z) 
dx dy dz 

bat, mit der Befchräntung jedoch, daß in F(x,y,z) feine Größe 
allgemeiner Art vorkömmt, die nicht auch @(x,y,z) enthält: fo ift 
man nad) Pr. 307 folgende Gleichung aufjuftellen berechtiget: 
SSSota,y,2)dxdydz—=F(x,y,2)+ Y(y,2)-+ w'(z,x) + w"(x,y), (27) 
wo Y(y,z) eine willkührliche Function von y und z, desgleichen 
v (2, x) eine von z und x, wie ’(x,y) eine von x und y ifl. 

Der Ausdrud vechterhand ſtellt die vollftändige oder allgemeine 
Auflöfung der dreifachen Integration vor. Die analytifche Schwie⸗ 
tigkeit denfelben zu erhalten reducirt fich darauf, zu einer vorgelegten 
Function @(x,y,z) eine der Gleichung (26) entiprechende Function _ 
F(x,y,z) anzugeben, welche in analoger Weife, wie in Mr. 309 
bei Doppelintegralien zweier Variabeln herzuftellen ift. 

325. Die in der. Gleichung (27) vorangehender Nr. enthaltenen 
drei willtührlichen Functionen werden aus derfelben eliminirt, wenn 
man das in Rede ftehende dreifache Integrale ähnlichen Anforde⸗ 
rungen, wie das in den Nrn. 310 und 311 betrachtete Doppelin- 
tegrale unterzieht. 

Wäre 3. DB. eine Anforderung folgende: 

Das dreifache Integrale: 

SSS yıX, y,2) dx dydz 
fo zu beftimmen, daß die Integralfunction, die die par- 
tielle Sntegration na x darbietet, für x=a ver— 
fhwinde; nachdem diefem ein Genüge gefchehen, gebe 
das durch abermalige partielle Integration nach y ge 
wonnene Ergebniß für y=b in Null über; wenn man 
diefes Ergebnif endlich, nad) z partiell integrirt, gebe 
foldes für z=ec in Null über: fo führen Betrachtungen, 
analog mit denen in Nr. 311, auf die Gleichung: 

SSS ga,y,z)dxdydz = 
= F(z,y,z) — F(ix,y,c) — F(x,b,z) — F(a,y,2) 
+ F(xz,b,c) * F(a,y,c) + F(a,b,z) — F(a,b,c) , (28) 


welche der. geftellten dreifachen Anforderung ein Genüge thut. 
Da der Ausdruck zur Rechten vom Bleichheitgzeichen diefer Glei⸗ 


= u(X,y, 2) (26) 
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chung für jede der drei Annahmen, nämlich für x=a, für y=b 
und für z=c, in Null übergeht; fo thut diefe Gleichung der ana- 
flogen Anforderung zu der in Nr. 310 gleichfalls ein Genäge, d. h. 
diefe Bleichung (28) beſtimmt dag dreifache Integrale: 
SSS y(@,y,z)dx dydz 

dermaßen, daß die Sntegralfunction derfelben für x=a 
fowohl, als auch für y=b, wie endli für z=e in Null 
übergeht. 

Auf diefelde Gleichung (28) gelangt man noch, wenn auch die 
Drdnungsfolge der partiellen Sntegrationen von der eben angegebenen 
abweicht, alles andere aber unverändert belaffen wird. 


326. Wenn die Sntegralfunction des dreifachen Integrals: 
SSSs g(x,y,2)dxdydz „, | 
wie folche in vorangehender Mr. beftimmt wurde, für: 
„x—A, y=B, z=6CG 
zu beftimmen ift; dann hat man ein beftimmtes dreifache 
Sntegrale und deutet dasfelbe in folgender Weife an: 


CBA 
f f Sf ga, y,z)dxdydz,, 


defien Werth aus Gleichung (28) vorangehender Nr. gezogen, durch 
folgende Gleichung dargeftellt wird: 


CBA 
SSR yıDdidydz — 


— F(A,B,C) — F(A,B,c) — FA, b, C) — F(a,B,C) _ 
. + F(A,b,c) + F(a, B, e) + F(a,b,C) — F(a,b, e). (29) 
Geftüßt auf die Schlußbemerktung der vorangehenden Pr. befteht 
aud) die Gleichung: 


CBA BAC 
SIS y(x,y‚z)dsdydz = ‘ss yla,y‚z)dzdxdy , (30) 


wie noch vier analoge zu diefer, die jedoch nur unter ber Beichrän- 
fung flattfinden, daß die Sntegrationsgrenzen: 


aund A, b und B, c und C 
von den SIntegrationsvariabeln x, y und z unabhängig find. 
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Ferner erhält man, wenn in der Gleichung (29) a mit A, oder 
b mit B, oder endlich c mit C vertaufcht wird, in gleicher Ord⸗ 
“nung die erfte, die zweite, die dritte der nun folgenden drei Glei⸗ 
dungen: 


CBRa CBA . 
4426. y‚z\dxdydg = — SLS g(x,y,2)dxdydz, 


Chi CBA 

GLS HS y,2)drdyd = - SSS gix, y2)dxdydz, ) (31) 
„e BA CBA 
Klfnernanere — — — — — — 


welche drei Gleichungen die analogen zu denen in (6) Nr. 312 ſind. 
Wird ferner in derſelben Gleichung (29) a mit A und b mit B, 
oder c mit C und a mit A, oder endlich b mit B und ce mit C _ 
verfaufcht; fo erhält man in gleicher Ordnung folgende drei Glei- 
chungen: 
Cha \ 
Ss g(x, y,2)dxdydz — (le g(x, y,2)dxdydz, 


eBa 


A 
—944— ‚g(x, y, 2) dxdydz *Fę ga(x,y,z)dxdydz, (32) 


‚ob 


EEE g(x,y,z)dxdydz = Ss g(x,y,z)dxdydz. 


Vertauſcht man endlich in derſelben Gleichung (29) zugleich a 
mit A, b mit B und e mit C; fo hat man auch folgende: 


ch a GB 
[85 42, y,2)dxdyd = — SSS yiz,y,2)dxdyd2. (33) 


327. Was in den Nen. 313— 315 über den: Zufammenhang 
zwifchen beftimmten Doppelintegralien und Summen unendlich vieler 
unendlich Heinwerdender Glieder begründend mitgetheilt ward, erftreckt 
ſich auch über beftimmte dreifache Sntegralien; wir vermweifen daher 
auf diefe citirten Nrn., und theilen bier blos einige Endergebniffe 
mit, ohne bei deren —*— zu verweilen. 

Es ſtellen ©, o’, die conſtanten unendlich kleinwerdenden 
Zunahmen der Variabeln x, y, z, bei den entſprechenden fuccef- 
ſiven Uebergängen derſelben von den untern bis zu den obern Grenz⸗ 
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werthen vor, nämlich von x=a big x=A, von y=b bis y=B, 
von z=c bis z=C; ferner feien folgende Gleichungen: 


A=atrnou, B=b+nw, C=c-+ n"w" 


feftgeftellt, wie auch die folgende: 


U- sg 26. y,z)dxdydz , 





bloß 3 zur Vereinfachung der Darftellung: fo hat man die folgenden, 
denen in (14) Nr. 315 ganz analogen Gleichungen: 
k=n— kn’ —ı kK'=n'—1 | 
U= www" q (a+ko ‚b+kor',c+k'o" 
0 5 — 
k=n—1 k=n—1 kK’=n”’ —1 
Uzouu > >23 q (at(kt1)w, b+k'w', e+k"o") » 


k=0 ık’==0 k''=0 
ka— kan— Yar'— 


U=ww'w ' g(atko, bHk’+1jo',ctk"a"‘) , 
k= =) =) 
k=n—1 k=n'—1 k’=n'—1 
=wo'w'' g(atko, b+k'w’, et(k"+0w) , 
k=0 =0 k'= j | 
kze=:n—1 kK n’—1 kK’=n’—1 (34) 
U=ww'w" 9 («tktto, b+(k’+1)0', e+k"@"' ) j 


k=0 k=0 k’'.=0 
k=n—1 kn’ —ı1 k'=n” 


‚ 4 
U=uo'w" > el atikH)@, btki@', cHik41)o” ) , 
km = =o 


k=n—1 kn’ —1 k'=n'—1 
U= vw" - “ atko, bHik’+1)@’, c+ik’t1)w’’ ) . 


k==0 k'=0 KO 
R —— —1 1L—-4 


q 
k ==0 


Wenn von den * Ausdrücken, die auf die dreifachen Sum: 
menzeichen folgen, feiner für irgend einen der angebeuteten Wertbe 
von k, k’, k unendlich großmerdend ausfällt; fo ift dieſes eır. 
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untrügliches Kennzeichen, daß die Sntegralfunction, die wir oben in 
Nr. 324 dur) Flx,y,z) angedeutet haben, für feinen der Werthe 
von x=a bis x==A, von y=b bisy =B und von z=ec biß 
z=C die Eigenfchaft der Eontinuität ablegt. Giebt es hingegen 
zufammengehörende Werthe von k, k’, k“, die noch im Bereiche 
der Summengrenzen fallen, für die einer der eben erwähnten acht - 
Ausdrücde unendlidy großwerdend erkannt wird, d. h. giebt es Werthe 
für x, y, z, die noch im Bereiche der refpectiven Sntegrationg- 
grenzen des in Rede ftehenden beftimmten dreifachen Integrals fallen, 
welche der Function g(x,y,z) einen unendlich großwerdenden Werth 
beilegen; fo unterfuche man das Produkt von ao’ mit irgend 
einem diefer acht Ausdrücke, wähle leßtern jedoch fo, daß beſagtes Pro- 
duft unter keiner unbeftimmten Form erfcheine: je nachdem diefes 
Produkt den unendlich Heinwerdenden Zuftand, oder einen der beiden 
andern einer reellen Zahl, den endlichen oder unendlich großwer⸗ 
denden Zuftand, eingeht, verbleibt auch die allfällig unbefannte In⸗ 
tegralfunction F(x,y,z) in der nächften Umgebung der eben ange 
deuteten drei Werthe von x, von y und von z im Buftande der 
Eontinuität, oder diefelbe erleidet dann eine Discontinuität. Im 
leßterem Falle hört das dreifache Integrale auf Repräfentant einer 
mathematifchen Größe zu fein, und fällt fonach außer dem Bereiche 
der ‚unfern Betrachtungen noch zu unterziebenden Sntegralfunctionen. 

328. Indem wir ung nunmehr anfchicken, die Transformation eines 
dreifachen beitimmten Integrals, wenn die primitiven Integrationsva⸗ 
riabeln durch Sunctionen neuer erfeßt werden, vorzutragen, be 
merfen wir einleitend, daß wenn nicht jede der drei primitiven Va⸗ 
riabeln x, y und z durch eine Function drei neuer Variabeln erſetzt 
wird, daß dannızumal das Problem diefer Transformation, wenn 
nicht auf das eines einfachen beftimmten Sntegrals, höchſtens nun 
noc) auf dag der Transformation eines beftimmten Doppelintegrals 
zweier Variabeln hinausläuft: das demnach, da wir folches in den Nrn. 
317 — 323 mit jeder nur wünfchbaren Ausführlichkeit befprochen 
haben, feiner mweitern Erörterung bedarf, — Zur Unferftüßung 
dieſes, theilen wir einen folhen Fall mit, welchen wir aus dem 
Grunde mit einiger Ausführlichkeit ſogar befprechen wollen, um 
von demfelben bei der Behandlung des allgemeinen Falles, wo jede 
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der urfprünglichen Bariabeln durch eine Function dreier von ein- 
ander unabhängigen Bariabeln erfekt fein wird, in ähnlicher Weife Ge- 
brauch machen zu können, als folches bei der Behandlung der Trans⸗ 
formation der Doppelintegralien mit dem in Nr. 317 behandelten 
Falle gefchah. Folgendes Problem und die darauf folgende Löfung 
desfelben ftellen diefen einen Fall dar. 

Sn einem dreifahen Integrale dreier Variabeln 
x, y, zfollen zwei der Bariabeln Durch gegebene Func- 
tionder dritten und zwei neuer Dariabelnerfeßtwerden. 

Sind x und y die zwei weazufchaffenden Variabeln, fo wollen 
wie vermittelft der zwei Gleichungen: 


x = y(z,u,vV), y= y'‘(z,u,v) («‘) 
die Umformung des beftimmten dreifachen Integrals: 


CB A 
f - Sf gix,y,2) dxdydz , 


das wir bisweilen auch, wie ſolches fihon in vorangehender Mir. 
geſchah, durch U anbeuten werden, in ein analoges demfelben 
‚ Äquivalentes vornehmen, mo fonad) u und v die neueingefühten Ba: 
riabeln und b(z,u,v), ı’(z,u, v) befammnte $unctionen von z, u, v 
vorſtellen. 

Faſſen wir nun das Doppelintegrale: 


B A 
SS sts, yı2)dxdy 


in's Auge, und behandeln die in demfelben vorkommende Größe z 
als Eonftante; fo find wir, nach den in Nr. 321 zufammengeftelften 


Ergebniffen, dasfelbe in ein äquivalentes auf die Variabeln u undv 


bezügliches Doppelintegrale umzufeßen in der Lage, falß die hier 
angenommenen Gleichungen (a’) der einen oder der andern in der 
. eben eitirten Pr. geftellten Anforderung nachlommen. 
I. Ungenommen die der Gleichung (18) befagter Nr. zu Grunde 
liegende Anforderung findet Statt, d. h. die durch Elimination von 
vaus den hier vorgelegten Sleichungen (a’) ſich ergebende Gleichung, 
die der Form: 
f(x, y,z,u) = 0 (3') 


fein mag, bietet für x—a fowohl ald au für —=A Werthe für 
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u dar, die von y independent find; fo hat man, nach der eben 
citirten Gleichung (18), 


| dx dy dx 
[Senf rer y2)| Gun av Av z dvdu, (y') 


a, b, 
wo folgende zwei Gleichungen: 
f(a,y,z,a) = 0, HRA, y,2,A,) = 0 (8°) 
die Werthe von a und Au indefendent vony barzubieten 
haben, und aus folgenden zwei Gleichungen: 


b = y’(z,u,b), B = w'(z,u,Bı) (&') 


die Werthe von b, und B, zu ermitteln find, fo daß die SIntegra- 
tionsgrengen des nach v und u zu vollziehenden Doppelintegrals im 
Allgemeinen auch Functionen von z fein werden. — Diefed vor—⸗ 
ausgeſebt, ſtellt die Gle cung. 


dxdyd x ) (2 dd) un ' 
guy) ärdyd= Ba ae Zur ur 7 


die berfangte Umformung unter der Annahme vor, daß die der 
Gleichung (18) Nr. 321 zu Grunde liegende Anforderung hier ein» 
trifft, daß nämlich die aus den Bleichungen (3°) gezogenen Werthe 
für a, und A, von y unabhängig find. | 

Mir bemerkten vorhin, daß die Integrationggrenzen nach v und u, 
nämlich b,, Bı und 4, As, im Allgemeinen Sunctionen von z fein 
dürften. Sind fie es in der Zhat, dann muß die zweifache Snte- 
gration nach v und nad) u, innerhalb der in (2) angedeuteten 
Grenzen, der Integration nad) z vorangehben. Sind diefelben hin⸗ 
gegen unabhängig von z, welche Annahme allein, wie wir in fol«- 
gender Nr. zeigen werden, die allgemeine Umformung eines beftimmten 
dreifachen Integrals möglich macht; dann wird auch im dreifachen 
Integrale zur Rechten der Gleichung (£’) die Integration nad) z 
denen nad) v und u vorausgehen dürfen, fo daß nunmehr befagte 
Bleichung auch in folgender Weiſe wird geftellt werden können: 


dx dy 
U= f (7 g(x,y,2) (z * — 7 2) dz dv du. () 


ur h, e 
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Diefe wie die vorausgehenden Bleichungen finden, wie fchon 
oben erwähnt wurde, unter der Vorausfeßung Statt, daß die Glei- 
chung (8°) für x—a fowohl, ad auch für <—=A Werthe für u 
hervorruft, die von y independent find. Beim Nichteintreffen diefer 

Anforderung findet auch die Gleichung (y’), die der Gleichung (18) 
Nr. 321 entfpricht, nicht Statt ; und damit die vorgelegten Gleichungen 
(@’) zur Umformung des in Rede ftehenden dreifachen Integrals 
brauchbar erkannt werden, ift nunmehr unerläßlich, daß die Werthe 
b und B für y, in diefelbe Gleichung (6) gefeßt, Werthe für u 
hervorrufen, die von x independent find. 

II. Unter Vorausfekung des Eintreffens der fo eben ermähnten 
Anforderung bietet die Gleichung (21) Nr. 321 folgende Umfor- 
mungsgleichung dar: 


BA 
dy 
[frer» dxdy== [fee — du * — =  an)dr du, (7) 
ha 


wo folgende zwei eisyungen: 
f(x,b,2,b‘,) = 0, fix,B,z,B') = 0, (8°) 


die den Bleichungen (22) eben citirter Nr. entfprechen, die Werthe 
von b und B, von x unabhängig darbieten müffen, 
wo ferner die folgenden den Gleichungen (23) derfelben Nr. analo- 
gen Gleichungen: 

a v(z, u,a',), A= v2, U, A',) . (*',) 


die Werthe von a, und A’, darbieten. 
Aus der Gleichung (y/ı) zieht man in vorliegendem Falle die 
folgende: Ä 
cc », A, 
= -) — q(x,y, 2) (= I — = =) dvdudz, (5, 
ba, 
von der, je nachdem die Integrationsgrenzen von v und u abhän- 
gig oder unabhängig von z find, dasfelbe, mas von der vorhin auf: 
geftellten Gleichung (2) gilt; im erftern Falle nämlich muß die Sn- 
tegration nad) z denen nach v und u nachſtehen, im letztern hingegen 
kann diefe Ordnungsfolge vertaufcht werden, und man hat dann auch: 


‘. 
P 
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dx dy 
-_f T r rn vw, % %) dz dvdu, (»') 


Ya, ec 
mo hier ſowohl, als in der vorangehenden Gleichung die Variabeln 
x, y und deren partielle Differenzialauotienten nach den vorge- 


legten Gleichungen (a’) zu beftimmen und zu erfeßen find. 


329. Werden, zum allgemeinen Falle übergehend, ir im dreifachen 
Sntegrale: 


CB_A 
f [ S g(x,y,2) dxdyd2 = U, (A’) 


die Integrationsvariablen x, y, z durch gegebene Functionen drei 
neuer Variabeln erfeht, etwa ducch die folgenden drei Gleichungen: 
x = Y(u,v,w), 
y= !Y'(uv,w), (a') 
= p'(u,v,w), 
in denen P, W', 9 bekannte Sunctionszeichen und u, v, w die 
neuen Sntegrationsvariabeln vorftellen; fo haben wir nicht allein 
die partiellen Integrationen nach x, nach y und nad) z in analoge 
nach u, nad) v und nad) w umzufeßen, fondern die Sntegrations- 


grenzen für letere haben wir gleichfalls noch, und zwar aus der 


DBefchaffenheit der Gleichungen (a’) ſowohl, ald der der Integrati- 
ondgrenzen der urfprünglichen Sntegrationsvariabeln feftzuftellen, 
welche entfcheidenden Einfluß auf die Möglichkeit einer Transforma- 
tion ausüben. 

Sn dem Falle, wenn die Gleichungen (a’) zur Transformation 
des vorgelegten dreifachen Integrals geeignet find, worüber wir erft 
im weitern Verlaufe diefes Gegenftandes uns auszufprechen in der 
Rage fein werden, in diefem Kalle nun, von dem wir einftweilen 
ausgehen, werden nur um fo mehr zwei der urfprünglichen Qaria- 
bein x, y, z durch zwei der neueingeführten u, v, w erfeßt werden 
fönnen. Denken wie uns nun eine dieſer zulekt genannten drei 
Variabeln, etwa w, aus den Gleichungen (a) eliminiert, und ftellen 
die Ergebniffe diefer Elimination ducch die zwei Gleichungen: 

j Y(x,y,2,u,v)=0, 


wx, y;2,0,v) = 0 


4 
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dar; fo werden diefe vollkommen geeignet erfcheinen, dag vorgelegte 
dreifache Integrale U in ein Ääquivalentes, nur noch auf eine der 
Variabeln x, y, z, dafür aber auf die beiden u und v bezügliches 
dreifache Integrale, in ähnlicher Weiſe umjuformen, als eg die analogen 
zu diefen, die Gleichungen (a’) vorangehender Nr., mit dem dafelbft 
vorgelegten dreifachen Integrale, unter den dort feftgeftellten An- 
forderungen gethan. 

Hat man fi) von der Ausführbarkeit der eben genannten Trans: 
formation mittelft der Gleichungen (b/)*) überzeugt, in der Weiſe, 
daß auch eine analoge mit einer der Gleichungen (£’) oder (&,) vor- 
angehender Nr. im vorliegenden Falle berzuftellen möglich erkannt 
wird, welches, wie in der vorangehenden Nr. ausführlich mitgetheilt 
ward, von der Befchaffenheit der Integrationsgrenzen der neuein- 
geführten Variabeln u und v abhängig ift; dann erft wird zur Weg— 
fhaffung der noch übrig gebliebenen dritten der urfprünglichen drei 
Sntegrationsvariabeln x, y, z, mittelft einer der oben aufgeftellten 
Gleichungen (a’) gefchritten. Diefes ift aber wegen der Anzahl 
diefer Variabeln, in drei zum Theile fich gegenfeitig ausfchließenden 
Weifen möglich; daher werden wir auch zur Erhöhung der Deut- 
lichkeit unſeres Vortrages jede derfelben von den beiden andern ab- 
gefondert in einer eigenen Nr. mittheilen und erörtern, worauf wir 
dann die fo gewonnenen Ergebniffe auf ein Paar befonderer Fälle 
zur Anwendung bringen werden und den vorliegenden Paragraphen 
damit fehließen, die mwefentlihern Darftellungsformen einer analogen 


*) Mit den Gleichungen (b’) giebt es noch zwei Syſteme, von denen eines 
durch Elimination von v und das andere durch Elimination von u aus den 
Gleichungen (a’) erhalten wird, die in analoger Weiſe und zu gleihem Zwecke 
wie diefe (b’) benugt werden Fönnen. Da aber die Auswahl der Buchftaben, 
um die neuen Sintegrationsvariabeln vorzuftellen, uns frei geftellt ift; fo er: 
Fären wir, um mehr Kürze und Ginfachheit in ‚den Vortrag zu bringen, die 
Variable w als jene, deren Glimination aus (a’) zwei Sleihungen wie (b’) 
jedesmal hervorruft, die allen zur Realiſirung der Umformung unerläßlichen 
Anforderungen nachtommen. So 3. B. wäre es gar wohl möglih, daß kei 
einer gewiffen Annahme der Gleihungen (a’), die Elimination der Ba: 
tiabeln u zum Nachkommen diefer Anforderungen tauglich erfannt würde; in 
einem folchen Falle Hat man einfach in den angenommenen Öleihungen (a‘) die 
Bariabeln a und w mit einander zu vertauſchen, 


t 
’ 
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zu der bei den Doppelintegralien durch A vorgeftellten Größe abzu⸗ 
leiten und zuſammen zu ftellen. - 

Die Gleichungen vorliegender Nr. werden wir, bei den folgenden 
Betrachtungen der von ung beabfichtigten Transformation, jedesmal 
ohne. Sitation der Nr. zu Hülfe rufen. Um fonach fämmtliche Gleis 
chungen diefer Urt beifammen zu haben, nehmen wir hier jene 
Gleichungen noch auf, die aus (b’) hervorgehen, wenn aus denfelben 
je eine der Größen z, y oder x eliminirt wird, die wir aud) in 
der gleichen Drdnung hier folgen laffen: 

(ayuvV)=0, 
f(z,x,u,v)=0,;/ (e‘) 
f''(y,z,u,v) =0; \ 
fo daß die erfte durch Elimination der Variabeln z, die zweite durch 
Elimination von y, die dritte durch Elimination von x aus den 
Bleichungen (b9 entftanden fein fol. Zu gleihem Zwecke nehmen 
wir hier noch das Ergebniß der Elimination von v aus denfelben 
Gleichungen (b’) auf, welches wir durch folgende Gleichung: 
f{x,y,.z,u) = 0 (d) 


darſtellen, die in gleicher Weiſe eine analoge zur Gleichung (£°) 
porangehender Nr. darftellt, als folches die Sleichungen (b’) zu den 
Gleichungen (a’) derfelben Nr. find. 

330. Sn der vorliegenden Nr. feen wir zur Erzielung einer 
allgemeinen Xransformation des dreifachen Sntegraß U die 
beiden Bariabeln x und y, als Functionen von z, u, v 
aus den Bleihungen (69 ausgedrüdt voraus, und vers 
ſuchen es mittelft diefer Ergebniffe die urfprünglichen 
Bariabeln x und ydurd) die neueingeführten u und v, 
nach Nr. 328, vorerft zu erfeßen. 

Bedenkt man, daß je zwei der in (e) und (d’) aufgeftellten vier 
Gleichungen die Gleichungen in (b‘) erfeßen; fo wird man, der eben 
getroffenen Anordnung nachzufommen, entweder die zweite und Dritte 
der Gleichungen in (c’) oder nur eine diefer Sleichungen mit der 


' Gleichung in (4%) vereint zu Grunde legen. Man wird nämlich 
‚ entweder mittelft der Gleichungen: 


f(,x,u,v)=0, f'y,2,u,vV=0, (34) 
Haabe, Diff. u. Int. Rechnung. 11. 12 





. 
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die Variabeln x und y durch n und v erfegen, oder man wird zu 
demfelben Zwecke nur eine diefer eben aufgeftellten zwei Gleichungen 
mit der Ergebnifgleihung, fo die Elimination von v aus denfelben 
darbietet, vereinen. Diefe letztere Gleichung ift die vorhin erwähnte 
N, nämlich: 

(@), nämlich: f&,yz,0)= 0, \ (35) 
welche überdieß noch eine analoge zu der in Nr. 328 aufgeftellten 
Gleichung (8) if. 

Legt man nun die Gleichung (4) der zuletzt eitirten Nr. zu 
Grunde, fo hat man: 


SFr) - DT 


wo a, und A, die aus Gleichung (35) gefolgerten Werthe von u 
find , welche refpective den Annahmen a und A für x entfprechen, 
d. h., diefelben find aus folgenden Gleichungen: 

fa,y,2,0)=0, fA,yz,A) = 0 G6 
au ziehen und müffen nothwendig von y unabhängig er— 
kannt werden, mwo dann ferner b, und B, die aus der zweiten 
der Gleichungen (34) gefolgerten Werthe von v, für die vefpectiven 
Annahmen y=b und y=B, vorftellen. 

Beim Nichteintrefien der Anforderung, betreffend die Unabhän- 
gigkeit der Sntegrationsgrenzen a, und A, von y, findet auch die 
zuletzt aufgeftellte Umformungsgleichung für U nicht Statt; bei der 
am Eingange feftgeftellten Annahme ift eine Umformungsgleichung 
füc U nur noch mit Bugiehung der Gleichung (44) Nr. 328 zu er- 
halten möglich. Nach dieſer Gleichung hat man: 


fr EI) - EC] ran. 


tigen Verſtehen diefer und der vorangehenden Umformunge: 
ın nämlich die eine oder die andere Beftand Hat, wie ferne 
zu denfelben, die wir in den folgenden zwei Nen. noch mittHeiles 
m wir, daß die mit Parentheſen umgebenen partiellen Differen: 
aus den Gleichungen (b’), alfo, im vorliegenden Kalle, aus der 
34) zu ziehen find. Offenbar find die partiellen Differenzial: 
den zulegt genannten Gleichungen gezogen, von denen verſchieden, 


— wu -— — — * 


— 


u 7 | W303 TU 
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in der b/, und B/, die aus Gleichung (35) folgenden und von. x 
unabhängigen Wertbe von u find, die refpective den Annah⸗ 
men y=b und y=B entfprechen, die nämlich aus den Gleichungen: 

f(z,b,z,b,)=0, fx,B,z,B‘,)=0 (37) 


zu ziehen find; und in der ferner a, und A, Werthe von v vor⸗ 
ftellen, die man aus der erften unter den Gleichungen (35), für die 
refpeetiven Annahmen x=a und x=A, zu ziehen hat. 

Vorausgefekt nun, die eine oder die andere diefer zwei Gleis 
chungen oder gar beide zugleich finden Statt; dann bieten folche, 
wenn nebft den zum DBeftehen derfelben unerläßlichen Bedingungen 
auch noch entweder a, und A, wie bi und B,, oder b’, und BY, 
wie a‘, und AA, von z unabhängig erkannt werden, je nachdem 
jenes oder dieſes eintrifft, die erfte oder zweite der nun folgenden 
zwei Umformungsgleichungen dar: 


o=f[frerofä N )- ()(ze)} waran, 
of f f vun |) (E)-(E — D 


Die echte diefer Gleichungen beſteht ſonach, wenn die Gleichung 
(35) für x=a ſowohl als auch für xA conſtante oder von y 
und z unabhängige Werthe für u darbietet, und zugleich die zweite 
der Sleichungen (34) für y=b und y=B Werthe für v hervor 
ruft, die unabhängig von z find. Die zweite diefer Gleichungen 
wird beftehen, wenn die aus der Gleichung (35) gefolgerten, der. 
Annahme y=b ſowohl ald auch der y=B entfprechenden Werthe 
von u conflante oder von x und z independente Größen find, und 
zugleich die aus der erften unter den Gleichungen (34), für x=a 
und x=A, gefolgerten Werthe von v unabhängig von z find. 


(38) 


— — 





die die Gleichungen in (a‘) darbieten, und da wir zuletzt jedesmal dieſe eins 
führen und in gewöhnlicher" Weife (nicht umgeben mit Parenthefen) darstellen 
werden; fo haben wir, dieſen Unterfchied auch Außerlich bemerfbar zu machen, 
erftere, ober die aus (b’) zu ziehenden partiellen Differenzialqustienten, jedes⸗ 
mal mit Parenthefen umgeben. 
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Endlich werden beide Sleichungen zugleich beftehen, wenn die eine 
fowohl, als die andere diefer Anforderungen eintrifft. 

Nunmehr erübriget noch, je nad) dem Statthaben der zulekt 
aufgeftellten zwei Gleichungen, in der einen, oder in der andern, 
oder in beiden zugleich die Bariable z durch die dritte der neuein- 
zuführenden Sntegrationsvariabeln, nämlich durch die Variable w, 
mit Zuziehung der dritten unter den Gleichungen (a’) zu erfeßen. 
Diefes wird, obgleich ein dreifaches Integrale dreier Variabeln ge: 
genwärtig vorliegt, da aus demfelben nur eine Variable wegzuſchaf— 
fen übrig ift, in ähnlicher Weiſe bewerkftelliget, als ſolches bei 
einem einfachen beftimmten Sntegralien im erften Theile der Snte: 
gralrechnung Nr. 144 gelehrt worden if. Setzen wir fonadh, die 
auf w bezüglichen Sntegrationsgrenzen zu erhalten, in die eben 
eitirte der Bleichungen (a’) flatt z die Werthe ce und C; fo haben 
wir, wenn die diefen Annahmen entfprechenden Werthe von w durch 
c, und C, vorgeftellt werden, folgende zwei Gleichungen zur De 
ſtimmung derfelben: 

ce= WKa,1v,C), C= Y"(w,v,C,. (39) 


Ferner hat man, da in beiden dreifachen Sntegralien der Gleichun—⸗ 
- gen (38) während der Integration nad) z die beiden VBariabeln u 
und v conftant verbleiben, bei der Herftellung von dz aus 
derfelden dritten unter den Gleichungen. (a“) dieſe Tektgenannten 
Variabeln u und v gleichfalls als Eonftante zu behandeln, und einfach 


er 


FE . um 
zu feßen, mo er der aus diefer citirten Gleichung gefolgerte par- 
tielle Differenzialquotient von z nach w ift. 


Alles diefes vorausgefeßt, gehen die obigen zwei Transformation 
gleichungen in folgende über: 


ISO EOUT EEE 
— FSroro IE) (EN) Erroran | 
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wo in a(x,y,z) fowohl, ala auch in den aus den Gleichungen (34) 
gefolgert gedachten partiellen Diffevenzialquotienten: 


dx dx dy dy 
(=) =) (@) (@)- 
wie endlich in dem aus der dritten der Gleichungen (a’) zu ziehen» 


i dz 
den partiellen Differenzialquotienten — Fin die Variabeln x, yund z 


duch die Variabeln u, vw nach den Gleichungen (a) zu er- 
feßen find. 

Mir könnten uns mit diefen Gleichungen (40) begnügen, läge 
ung nicht daran, die Transformationsgleichung eines dreifachen Ins 
tegrals in der befanntern, von Lagrange zuerft mitgetheilten Form 
auch noch aufzuftellen, die nicht zweierlei Arten von partiellen Difs 
ferenzialquotienten, fondern nur folche umfaßt, welche unmittelbar 
aus den Gleichungen (a’) entnommen werden können. Diefem 
nach haben wir noch die in den Gleichungen (40) enthaltenen und 
mit Parenthefen umgebenen partiellen Differenzialquotienten, die 
aus den Gleichungen (34) zu ziehen find, durch partielle Differen- 


. zialquotienten, fo unmittelbar aus den Bleichungen (a’) folgen, aus» 


— 


zudrücken und zu erſetzen. 
Differenziren wir zu dieſem Zwecke die Gleichungen (a“ nach 
allen in denſelben vorkommenden Variabeln, ſo erhalten wir: 


dx dx dx 
dx = IF du 7 dv + dw, 
- _ 4y dy dy 
y= ur dr a 4W (œ) 
dz dz dz 
da = u dur — dir u dw; 


‚ ftellen wir ferner aus den Gleichungen (34) die totalen Differenzia- 


lien von dx und dy her, fo ftellen fich diefelben, nach dem getrofe 
fenen Webereintommen, wie folgt dar: 


= (#) a + (&) + (£) 0. 
= (2) (ar .)d; 


wenn nun in diefe der obige Werth non dz eingeführt wird, und 


- 


(8 
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die Ergebniffe mit den obigen für dx und dy aufgeftellten Wertb- 
formen verglichen werden: fo ſtellt ſich folgendes Syſtem von Glei⸗ 
chungen heraus: 


dz _ (dx\ de, (4 Ay _ (Ar\ 2, (dr 
==(2)®* du) ’ da — \dz) da ” \daf’ 
d 


dx dx\ dz ’dx\ y dy\ dz dy 
Fe)r+le) | Free). 
dx _ (dx\ dz Ay _ (Ay\ de 
=”=(® dw ’ w \dz /) dw’ 


d d 
aus welchen, nach Elimination von (=) und (2). folgende ent⸗ 


Z 
fpringen: 
dx\ de de da_ dx da |( 
6) ñ8* dw dw da ’ ( 
dx‘ da _ _ dx dz dx dz dy _ dz _ dy da 
66*** dw dv ’ vIdw dv dw dwdr’ 
und aus diefen endlich die folgende: 


(= (Ir) _ (d=\ (dr) _ 
(ee 
dx dy dx dy\ da /dx d dx .dy\ de , /de d dz 
= (23-2) FE EEE 
Der Ausdruck zur Rechten vom Gleichheitgzeichen ftellt, vermöge 
feiner Gleichheit mit dem Ausdrucde zur Linken und mit Zuziehung 
der Schlußbemerkung in Nr. 321, weder eine unendlich kleinwer⸗ 
dende noch eine unendlich großmwerdende Größe vor; deutet man den⸗ 
felben der Kürze wegen durch A’ an, fo find die obigen Gleichun- 
gen (40) gleichbedeutend mit den folgenden: 


C B A A,B,C, 

sis . y. 2) dx dy da =+ f — f g(s,y,2)A'dwdvdo, 
CBA 3. 

SSS p(x,yız)dxdyda = f f ya,y,2) A'’dwdrdu, 


wo zur Rechten der Gleichheitszeichen in g(x,y,z) ſowohl als in L‘, 
weiche leßtere die folgende Gleichung darſtellt: 


= ( dy 7.) (z dy de z)r 6*2* dx 7) de 


Aa de "dr da) dw Nam du ” an dwlar Var u "ie dr 
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die Variabeln x, y, z durch die u, v, w nad) ben Gleichungen 
(a) zu erfegen find. Die erſte oder die zweite diefer Umformungs» 
gleichungen hat Beftand, wenn vorerft entweder die aus (36) gezo- 
genen XBerthe von a, und A,, oder die aus (37) für b/, und B”, 
gefolgerten Werthe conftant find; hierauf ift im erſten Falle über 
dieß noch unerläßlich, daß bı und B,, die Werthe von v aus der 
zweiten Gleichung in (34) für y=b und y=B, von z independent 
ertannt werden; im zweiten Galle bat e8 ein gleiches Bewenden mit den 
Größen a’ı und A/,, ald den Werthen von v aus der erftern der Glei⸗ 
chungen: (34) für x=a und z=A. Beim Eintreffen diefer gedop⸗ 
pelten Anforderung finden auch beide Gleichungen in (I) Statt; 
feine diefer Gleichungen hat aber Beftand, wenn weder die eine 
noch die andere diefer Anforderungen realifirt wird. 


331. Bei Zugrundelegung der in Mr. 329 aufgeftellten Glei⸗ 
chungen läßt fi) die Transformation des dafelbft vorgelegten drei» - 
fachen Integrals audy in der Weiſe bewerkftelligen, daß man die 
Variabeln z und x mittelft der Gleichungen (b’), als Func- 
tionen von y, u, v ausdrüdt und erftere, nämlich z 
und x, vorerfi ducch die neueingeführten Bariabeln u. 
und v zu erfeßen verfucht. 

Mit Beachtung des Urfprunges der Gleichungen (c’) und 
(d’) wird man, entweder mirtelft ber folgenden zwei Gleichungen 
aus (c’): 


f (y. 2, u, V 0, fv,yuvV=0, (31) 


oder nur mit einer dieſer und dem Ergebniſſe der Elimination von 
v aus denſelben, welches Ergebniß die Gleichung (d9 oder die 
in (35) iſt, nämlich: 

f(x, y, 2, ) =0, (35) 


die urſprünglichen Integrationsvariabeln z und x durch u und 
erſetzen. 

Se nachdem dieſe Gleichung (35) bei der Annahme z=c ſowohl 
als auch bei der z=C für u Werthe darbietet, die von x inde⸗ 
pendent, oder aber für x=a und xA Werthe für u darbietet, 
fo von z independent find, wird man die erfte, oder aber die aroeite 
der num folgenden zwei Gleichungen: 


a) 
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= SS Frrm)@)- ale) rer 
.{ SFr) (dk > 


als beftehend annehmen dürfen; d. h. zum Beſtehen deu erfiern ift 
erforderlich, daß die folgenden aus (35) gefolgerten zwei Gleichungen: 

f{x,y,c,cg) = 0, f(x,y,C,Cz) = 0, (36‘) 
für e und C, Werthe darbieten, fo von x unabhängig find, wo 
dann az und As die Werthe von v aus der zweiten der Gleichungen 
(34°) vorftellen, die vefpective den Annahmen x=a und x—=A 
entfprechen; zum Beſtehen der Iebtern diefer Umformungsgleichung 
ift aber unerläßlich, daß die gleichfalls aus (35) gefolgerten zwei 
Gleichungen: 
f(a,y,z,0) =0, ENA, y, 2, A)=0, (37') 
für a und A’; Werthe darbieten, fo von z unabhängig find, mo 
nunmehr co’; und C’, die aus der erften der Gleichungen (344) für 
v fliegenden Werthe find, wenn in derfelben z=c und z=C an 
genommen wird. 

Bei der fernern Borausfeßung, es find entweder die Sntegra» 
tionsgrenzen ca, Ca, aus den Gleichungen (36°) beftimmt, nicht allein 
von x, fondern diefelben find überdieß noch, gleichwie die Sntegra- 
tionsgrenzen as, Az, von y independent, oder, es find die aus 
den Gleichungen (37°) gefolgerten Beftimmungen von a’, A’, nicht 
allein von z, fondern nody, wie auch die Integrationsgrenzen c’,, 
C’,, von y unabhängig; dann dürfen die obigen Umformungsglei- 
dungen au foigendermaben geftellt werden: 


— (Ffreru|E))-EE) or 
— Ffrenof(E2)-(EE)lere 


0) Mitdeni Mit den in Parenthefen eingefchloffenen partiellen Differenzialquotienten bat 
es hier das gleiche Bewenden, wie mit den analogen in der vorangehenden Nr. 


(38°) 
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aus welchen, bei deren Statthaben nämlich, die Variable y mittelft 
der zweiten der Gleichungen (a’) in ähnlicher Weife weggeſchafft 
wird, als unter Zuziehung der dritten der Gleichungen (a’) folches 
bei den Gleichungen (38) vorangehender Nr. mit der Variabeln z 
gefhah. Stellt man nun die aus der zweiten der Gleichungen (a’) 
für w gefolgerten Werthe, wenn nämlich y=b und y=B ange 
nommen wird, durch bz und Be dar, d. h. zieht man die Werthe 
von b> und Bz aus folgenden zwei Sleichungen: 


b= w'u,v,b,), = W(u,v,B:); (39') 
fo gehen die Transformationsgleichungen (38°) über in: 


— FrersjtEE)- Eee 
[FF IEe 


welche die analogen zu (40) vorangehender Nr. find, und beim DBe- 
ftandhaben der oben auögefprochenen Veſchrantungen , betreffend die 
Integrationsgrenzen: 


c2; C2ꝛ, a9, A, und a“2, A', cs, C,, 


(40°) 


gleichtwie diefe (40), das Problem der Transformation eines drei- 
fachen Integrals dreier Bariabeln volftändig löfen. 

Um endlich aus diefen Umformungsgleichungen (40°) die mit Pa- 
renthefen umgebenen partiellen Differenzialquotienten, die man aus 
den Gleichungen (b’) oder, im. vorliegenden Falle, aus denen in 
(34°) zu ziehen hat, mwegzufchaffen, verbinden wir die Gleichungen 
(a) vorangehender Ne. mit den beiden folgenden: 


in ähnlicher Weiſe, wie diefelben Gleichungen («) mit den in der- 
felben Nr. aufgeftellten Gleichungen (8) verbunden worden find. Wir 
erhalten alddann die folgenden Gleichungen: 
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da _(de\ dy  (de\ | dx _/(de\ dy , (dx 
2 =(7) du (z)- de 5) * = ’ 
dz __{ dz\ dy dı dx _ (dx 
Jar) ale 
_{[%\ dy dx _ (==) dy 
==(z dw ’ dw — \dy/ dw’ 
_ dz dx , 
aus welchen, wenn man aus denfelben zuerft (z) und (2) eli» 
minirt, die Endgleichung: 


dz dx dz dx‘) dy , 
(=) (e) te) 
gezogen wird, wo A’ die Ausgangs vorhergehender Nr. in Glei- 
hung (41) fefigeftellte Bedeutung hat. 


Alles diefes vorausgeſetzt, ftellen folgende zwei Gleichungen: 
BA C,A,B, 
$ f Sewyaı&kdyız=+ ff 1} g(x,y,2) A dw dv du 
a R cn) 





© €; a3 
cn 2 
ce 


A A',C',B, 
Sıfowydddyda = — f [ f ai,y,z) A'dwdvrdu 
eba a'z e'z bz 


die analogen zu (I) vorangehender Nr. vor, die auch unter analo⸗ 
gen Beſchränkungen wie diefe beftehen. So befieht die erfte diefer 
Bleichungen, wenn vorerft die aus (36°) gefolgerten Größen cz und 
Cs conftante Werthe annehmen; beim Eintreffen diefes haben noch 
die Integrationsgrenzen a; und A,, als die Werthe von v aus der 
zweiten der Bleichungen (34°) gefolgert, wenn refpective za und 
x—A dafelbfi gefetst wird, bon y independente Größen‘ vorzu- 
flellen. Die zweite diefer. Umformungsgleichungen findet Statt, 
wenn erften3 a und A’,, aus (37) gezogen, conftante Größen 
- vorftellen; dann aber ift zweitens noch unerläßlich, dag die Größen 
c’z. und C’,, die die refpectiven Werthe von v aus der erften ber 
Gleichungen (34°) für z=c und z=C find, gleichfalls von y in 
dependent ſich herausftellen. Se nachdem endlich diefe getoppelte 
Anforderung zugleich realifirt wird oder nicht, beftehen auch beite 
Gleichungen in (TI) zugleich oder feine derfelben findet ein Statt. 
332. Nach der in Nr. 329 angedeuteten Behandlungsweife, be: 
treffend die Transformation eines dreifachen Integrals dreier Va— 
riabeln, Haben wir noch aus den Gleihungen (b’) die ur: 
fpeünglihen Integrationsvariabeln y und z durch x, 
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u, v auszubrüden und vorerfi zu unterfuchen, ob nad 

-den vorliegenden ISntegrationsgrenzen die beiden erft- 

genannten, y und z, durch die zwei neueingeführten 

Bariabeln u und v erfeht werden können. 
Mit Rückſichtnahme auf die Sleichungen (c’) und (d’) hat man 
gegenwärtig aus den Gleichungen: 
fixz,yu,vw)=0, f'(@2,x,u,v) = 0, (34) 
oder aus einer derfelben und dem Ergebniffe der Elimination von 
v.aus denfelben, nämlich aus: 
f{x,y,2z,u) =0, (35) 
- die Variabeln y und z im vorgelegten dreifachen Sntegrale durch 
die neueingeführten u und v zu erfeßen. 

Se nachdem die aus (35) gezogenen zwei Gleichungen: 

f({z,b,z,b;) = 0 ,f{x,B,z,B;) = 0, (36'') 


in denen: 
y=b und u=b,, wie 
y=B und u=B; 
zufammengehörende Werthenpaare find, für bz und B; Werthe dar⸗ 
bieten, welche von z unabhängig find, oder aber die aus den fol- 
genden zwei Sleichungen: 

fxz,y,c,c;)=0, fix,y,C,C'3) = 0 > (37) 


in denen: 
z=e und u=c’;, mit 


z=C und u=C'; 
zufammengehörende Werthenpaare find, fließenden Werthe für c’, 
und C/; von y unabhängig erkannt werden; je nachdem jene oder 
diefe Anforderung eintrifft, befteht auch die erfte oder die zweite der 
nun folgenden zwei Umformungsgleichungen: 


wırs dyvi dæ dy\, ‚dz 
U= f f pero) — 2) 5 dv du dx, 


a by oc; 
wu dy\ ‚dz dy\ /dz 
u=-[ ( fern) le) - (arla)| ra. 9 
a 0, b, - 


*) Die in Parenthefen eingefchloffenen partiellen Differenziafquotienten treten 
in analogen Bedeutungen, wie in den beiden vorangehenden Pen. auf, d. b. 
Diefelben find aus den Gleichungen (34) zu ziehen. 
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Sn der erften diefer Gleichungen ftellen c, und C; die aus der zivei- 
ten der Gleichungen (34) gefolgerten Werthe von v vor, wenn in 
gleicher Ordnung z=c und z=C gefeßt wird; in der zweiten diefer 
Gleichungen aber find b‘, und B’, die Werthe von v, aus der er: 
ſtern der Gleichungen (34%) gefolgert, wenn daſelbſt y=b un 
y=B angenommen wird. 

Wenn außer den bis jetzt geftellten Anforderungen entweder die 
aus (36°) gefolgerten Werthe von b; und B; auch noch von x 
unabhängig find, d. h. wenn diefelben durchaus ald Conftanten er: 
kannt werden und lebteres, d. h. die Unabhängigkeit von x, auch von 
c; und C; ausgefagt werden kann, oder, wenn die aus (37°) ge 
folgerten Werthe von c/; und C/;, als conftante Größen fid) 
herausftellen und überdieß noch b/, und B/, gleichfalls von x un 
abhängig find; dann find auch die vorangehenden Beftimmungs: 
- gleihungen für- U, je nach dem Eintreffen diefer Anforderungen, 
folgender Darftellung zuläßig: 


= [Sfr )EI- h) |araran. 
0=- [| frano]t#) (=) )-(ar)(au)| dxavan. 


C,B, 
ce’ hi 
Beim Statthaben diefer Gleichungen wird aus denfelben x mit 
telft der erften der drei Gleichungen in (a’) weggefchafft, indem man 
w an deren Stelle einführt. Bezeichnet man die Integrationsgrengen 
von w, die aus der eben genannten Gleichung zu ziehen find, durch 
a; und A;, fo hat man zur Beſtimmung derfelben die Gleichungen: 
a Yluv,a), A — WXu,v,ÄA,); (39) 
und die vorangehenden Umformungsgleichungen (38) gehen nun 


mehr in folgende über: 
B3 C3 A 


o=f (fern |) (iu) m (SF) (2) ar tw dran, 


bycy a; 
CB, A, 


d d 
U=- [ f (v6. (7) (7) m -(2 \(Fr} * dwdvdu. 


cz h'z2; 





(38") 


(40”) 
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Diefe Gleichungen find die analogen zu den Gleichungen (40) und 

(40°) der beiden vorausgehenden Nrn. und Iöfen gleichfalls, beim 

Eintreffen der oben ausgefprochenen Bedingungen, betreffend die 

Sntegrationsgrenzen: 

c3, C;, ba, B;, und b'ʒ, B’;, ec, Ca, 

das Problem der Umformung des vorgelegten dreifachen Integrals U. 
Drenkt man ficy ferner aus den Gleichungen (34°) die Variabeln 

y und z ald Sunctionen von u, v, x ausgedrücdt, fo ſtellen fich 

die totalen Differenzialien der erftern, wie folgt dar: 


| dy dy dy 
iy= (2) da + (gr) dr +(*) dx, 

. fd dz dz 
dz = (2) du + (=) dv + (=) dx; . 


verbindet man diefe mit den Gleichungen (a) Wr. 329 durch Eli- 
mination von dx, fo erhält man: 


dy _/[dy dx _ dy dz dz\ dx dz, 
du — \ax) du 7 “): da = ax) du * Van’ 
dy dy\ dx dy, dz dz\ dx dz 
2-()+(2). v-()a+®): 
dy dy\ dx dz d2\ dx 
dw 7 \ dx) dw’ dw — «) dw ’ 
. und wenn mit Hülfe diefer die mit Parentheſen umgebenen partiellen 


Differenzialquotienten aus den Gleichungen (40°) eliminirt werden: 
dann erhält man auch folgende zwei Umformungsgleichungen:.: 


RL B, C3A;. 
SySrayakdıuk=ri ff g(X,Y,z) A'dwdvdu, 
e Aa 3 °e3 az —* 


CB C’,B'3A; 

(x,y, z) dxdydz = — g(x,y,Z wdvdu, 
sl )dxdyd [ss ) A’dwdvd 
©e a cz 303 


mo A’ in derfelben Bedeutung, als in den zu diefen analogen 
@&leichungen (D und (II) der beiden vorausgehenden Men. zu neb- 
men ift. 

Die erfte diefer Umformungsgleichungen findet Statt, wenn die 
Sntegrationdgrenzen bz und B; aus den Gleichungen (36°) gezogen 
conftante Größen find, und wenn c;, C;, ald Werthe von v aus 


- 
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der zweiten der Gleichungen (34°) für z=c und z=C, von x 
unabhängig find. Die zweite diefer Umformungsgleichungen findet 
Statt, wenn die aus (37% zu ziehenden SIntegrationdgrengen c’; 
und C‘, conftante Größen find und überdieß b“z und B’,, die die 
MWerthe von v aus der erften der Bleichungen (34°) find, wenn in. 
derfelben y=b und y=B gefeßt wird, gleichfals die Variable x 
nicht implieiren. Endlich werden diefe beiden Umformungsgleichun- 
gen entweder zugleich beftehen oder Feine derfelben, je nachdem jede 
diefer doppelten Anforderung oder Eeine derfelben eintreffen wird. 


333. Die in den vorausgehenden Nrn. gewonnenen allgemeinen 
Ergebniffe zur Transformation eines dreifachen Integrals dreier 
Bariabeln bringen wir nunmehr zur Anwendung; und zwar werden 
wir in der vorliegenden Nr. das dreifache Integrale: 


U (ff (1-22) Yi-y? dx dydz 
— TA 2 1_73 2 _. ® v 
JJJ \ |(a-ax yi-y? Vi-2?) + (b-Py yi 2?) +(c yz) { 
mittelft der folgenden drei Gleichungen: 


axYi-y?Y 4-z?=wSin.u Sin.v, ßy Yi-z2’=wSin.u Cos. v, yz=wCos.u, (a) 


in ein demfelben äquivalentes , auf die Variabeln a, v, w bezüg- 
fiches dreifache Integrale umzufeßen fuchen. 

Eliminirt man, wie in der Note zue Nr. 329 feftgefekt worden, 
aus diefen Gleichungen (a) die Variable w, fo erhält man folgende 
zwei Gleichungen: 


axYi1-y?Yi—22 =,7Tang.u Sin.v, $yYi—z?=,zTang.uCos.v, (b) 


welche den allgemeinen (b’) in derfelben Nr. entfprechen. 

Da wir nunmehr unter den in den vorangehenden Nrn. abge: 
fondert behandelten drei Kombinationen eine Auswahl zu treffen 
haben, werden wir, um den vorliegenden Kal bei andern analogen An⸗ 
läffen zu Rathe ziehen zu können, bei derfelben mit einer etwas grö- 
ßern, ald geradezu nothiwendigen, Ausführlichkeit verweilen; nämlich, 
wir werden jede diefer Kombinationen befonders vorführen und unter- 
fuchen, ob diefelbe auch ſämmtlichen zum Beftehen derfelben unerläßli⸗ 
chen Anforderungen nachlömmt. Das Endergebniß diefer Unterſuchung 
wird für ben vorliegenden Fall die in Nr. 332 behandelte Combination, 
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und zwar die zweite dev Gleichungen in (III) dafelbft, als die einzig 
brauchbare herausftellen. | 

Vorerſt haben wir, einem frühern Uebereinkommen gemäß, nod) 
die Variable v aus den vorigen Bleichungen in (b) zu eliminiren. 
Das Ergebniß diefer Elimination ift die Gleichung: 

odxt(1—y?)(1 22) + Ay?l1—z?) = y?2? Tang.u?, (ec) 

melche, als analoge zur allgemeinen Gleichung (d’) der gleichen ci- 
tirten Nr., von wefentlihem Einfluffe in befagter Unterfuchung ift. 

Nach der in Nr. 330 behandelten Combination foll diefe Gfei- 
chung (c) entweder für die auf x oder für die auf y bezüglichen 
Sntegrationggrenzen des vorgelegten dreifachen Integrals U conftante 
Werthe für u darbieten. Nun ftelit diefe Gleichung für x=0 
fowohl als auch für x=1 die Größe u als Variable heraus; ein 
ähnliches Bewenden hat es mit den Werthen von u, wenn in der- 
felben die auf y bezüglichen Integrationsgrenzen, y=0 und y=1, 
eingeführt werden: daher find auch die Ergebniffe diefer Nr. für 
vorliegenden Fall unbrauchbar und zu verwerfen. 

Nah) der Eombination in Nr. 331 hat diefelbe Gleichung (c) 


vorerſt entweder für die Integrationsgrenzen der Variabeln z oder 


für die von x conftante Werthe für u darzubieten. Daß folches 
für die Sntegrationsgrenzen der Variabeln x nicht eintrifft, erhellet 
aus dem unmittelbar Vorausgeſchickten; fonach erübriget ung ge⸗ 
genwärtig noch die Variable z in eben ermähnter Beziehung zu 
unterfuchen. Wird nun in diefe Gleichung (c): 

z =0ndz —=Ai 


gefeßt, fo erhält man in gleicher Ordnung: 


Tang.u = oo und Tang.u = 0, 
oder die conftanten Ergebniffe: 


o=Zuu=0. 


Da nun die auf u bezüglichen Integrationsgrenzen als Conftante 
fich herausgeftelltne, erübriget und noch die auf v bezüglichen Integra⸗ 
tionsgrenzen nad) dem Ergebniffe der Elimination von z aus den 
Sleichungen (b), nämlich, nad) der Gleichung: 
axyV1 — y? 


Tan V = N 
B By 


(d) 
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wenn in derfelden <=0 und x—1 gefeht wird, zu beflimmen: je 
nachdem die Ergebniffe für v von y unabhängig oder abhängig ſich 
herausſtellen, befteht auch die erfte der Umformungsgleichungen (ID) 
oder die in diefer Nr. behandelte Combination ift gleichfalls noch zu 
verwerfen. Es tritt hier aber für x1 ber leßtere Fall ein; da- 
her erübriget ung noch, fol das hier vorgelegte dreifache Integrale 
. mittelft der Gleichungen (a) umgeformt werden, der lebte Verſuch, 
die in Nr. 332 behandelte Combination zu unterfuchen, welche, wie 
wir bereits angefündiget haben und auch fogleich fehen werden, al- 
len Anforderungen zum Beftchen der zweiten Umformungsgleichung 
in (III) dafelbft nachkömmt. 

Die in Nr. 332 behandelte Combination verlangt nämlich zu⸗ 
vörderft, daß die vorliegende Gleichung (c) entweder für die Inte- 
grationsgrenzen der Variabeln y oder für die von 2 conftante 
Werthe für u hervorrufe. Nach dem Vorausgefchickten trifft diefe 
Anforderung einzig bei der Variabeln z ein, man hat nämlich: 


u= , für =omu=ofla=i; 


fonad) erübriget 106, nad) der in Rede ftehenden Nr., daß die 
erſte der Sleichungen (34°), die gegenmärtig die oben aufgeftellte 
Gleichung (d) ift, wenn in derfelben y=0 und y==1 angenommen - 

wird, Werthe für v Ddarbiete, die von x independent find. Nun 
giebt diefe Gleichung: 


ry=0omndv=0fly=4, 


v= 


v3 


welche Werthe alfo von x independent, ja fogar conftant find: daher 
ift eine Umformung des vorgelegten dreifachen Integrals mittelft der 
Gleichungen (a) möglich, und die zweite der Gleichungen in (III) kann 
gegenwärtig zur Anmendung gebracht werden. 

Um diefe Gleichung ganz dem vorliegenden Falle gemäß herzu- 
ftellen, haben wir noch erfteng, die Sntegrationggrenzen von w nach 
denen von x und zweitens, den in Gleichung (41) Nr. 330 aufge- 
fteliten Ausdruc für A’ zu beftinnmen; zu welchem doppelten Zwecke 
wir aus den Gleichungen (a) die Variabeln x, y und z, als Zunc- 
tionen von u, v, w darzuftellen haben. 

Um x zu erhalten, dividive man die Bleichungen (a) nad) der 
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Drdnung ihrer Folge durch &, ß, > und multiplicive überdieß noch 
die zweite und dritte mit x; quadrirt man nun die fo umgeformten 
Gleichungen: fo bietet die Summe derfelben folgende Beftimmungs- 
gleichung für x dar. 


2 2 2 
x — * Sin.u? Sin.v? + 7* Sin.uꝰ Cos.v? + * x? Cos.u?. 


Um ferner y zu erhalten, dividire man die zweite und dritte der 
Gleichungen (a) vefpective durch 8 und y, und multiplicire überdieß 
die dritte mit y; quadrirt man diefe zwei Gleichungen und nimmt 
ihre Summe: fo ftellt fich die Beftimmungegleichung für y, wie 
folgt heraus: 


2 2 
= * Sin.u? Cos.v? + * y? Cos.u?. 


Aus diefen zwei Gleichungen und der dritten der Gleichungen (a) 
ziehen wir die folgenden x, y und z darftellenden Gleichungen: 


8 2 
=) 1 - * Sin.u®? Cos.v? — = Cos.u? | = T Sin.u! Sin.v?, 
' w? w? 
24 — — Cos.u?! = —- Sin.u? Cos.v?, 
y * 8? 
zz = Bu Cos.u . 
y 


Aus der erften zieht man: 
— — — füx-4, 
vi ‚u? Sin.v? v2 „Sin. u? Cos.v2 Cos.u? 
6? y 
welche Werthe von w die Integrationsgrenzen von w in der zwei⸗ 
ten der Umformungsgleichungen (III) find, nämlich man hat: 
1 
— * [ia + m 
wo a⸗ die untere und A; die obere Integrationsgrenze von w ift. 
Diefelden drei x, y und z darftellenden Gleichungen bieten, nach» 
dem man aus denfelben die partiellen Differenzialquotienten: 
| dx dx dx dy dy 
da’ dv’ dw’ du” div’ 
Raabe, DIE. u. Int. Rechnung. 11. 13 


w=0fürx * 0, und w ñ —⸗— 


23-0 und A;= 
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Hergeftellt Hat, nad) einigen nicht allzubefchwerlichen Reductionen, 
folgende Beftimmung für A’ dar: 
w* Sın.u? Sin.v Cos.v 


U 


—— Tg —— — ————.,. 
a2 92 yxy(t "7 00.0) (! 7 Sin.u? Cos.v? -—700s.0°) 


oder auch, wenn Zähler und Penner des Bruches mit xy multip- 
lieiet werden, mit Beachtung der obigen Beftimmungsgleichungen 
von x? und y?, folgende: 


N=-—- xy 


multiplicirt man auch in diefem Bruche Zähler und Penner mit 
w? Sin.u, fo erhält man endlich, mit Beachtung der beiden erftern 
der Gleichungen (a), folgende Beftimmungsgleichung für A°: 
w? Sin.u 
a3y7 1-22) Yıl—y2 
Alles diefes vorausgefeßt, bietet die zweite der Gleichungen (IIT 
vorangebender Nr. folgende Umformungsgleichung dar: 


[ss ‚ (-2°) Vı-y?dxdydz — 
eV 


_ *5.55 wꝰ Sin. u dw dv du 
6/ X }(a-wSinusio.v)t}(b-wSieucov)'+(c-wCou)”| ' 


A — 








oder auch, mit Zuziehung der dritten unter den Gleichungen (32: 
Pr. 326, folgende: 


ler _ Er er = 
aa 1-y? Yı-22)' + + (b-3y Vi-2)" + (e-32)'} u 


%” 





aßy —337— \ | a2+b2+c2-2(aSin.u Sin. v+b Sinu Cos. v+c C.u)wtw2 ‚ (€ 
in der der Kürze wegen: 
Ma 1. 


Sin.u? Sin. v? Sin.u? Cos.v? v? Cos.u?2 
— — — — u 2 
0° Sy y⸗ 





t 
l 
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gefegt wurde, Die in eine Eonftante übergeht, wenn man «By 
annimmt, als Function von u erfcheint, wenn man aß hat, alb 
Funection von u und v endlich, wenn fämmtliche drei Größen «, 
ß, > unter einander ungleich find. 

334. Das folgende dreifache Integrale: 


m 08 2 
sfr + y? + 22) dxdydz, , 


wo o(x?-+ y?-+ 2?) irgend welde Function von 2? 4 y? + z2 reprä- 
fentirt, wollen wie noch mittelft der folgenden drei Gleichungen: 
x = w Cos.u Cos.v, y = w Sın.u Cos.v, z = w Sin.v, (a‘) 
in ein aequivalentes, auf die Variabeln w, v, u bezügliches, drei- 
faches Integrale umfeßen. 

Eliminirt man zu diefem Zwecke aus den Gleichungen (a’) die 
Variable w, fo ftellen fich folgende zwei Gleichungen heraus: 


— — Cos.u Cotang.v, Z — Sin.u Cotang.v; (b’) 


und wenn aus diefen noch v eliminiert wird, hat man: 


Z Snu— T Cosa — 0. (c’) 

2 Z 
Um zu erfahren, ob die in Nr. 330 gewonnenen Ergebniffe im 
vorliegenden Galle brauchbar find, ſehen wir vorerfi zu, ob dieſe 
Gleichung (c’) für x=0 und für x= oo conftante Werthe für u 


darbietet. Nun erhält man in der That dergleichen Werthe für u, 


nämlich: 


u=—- füx=0,1Wdu=0flex=o; 


folglich) haben wir noch die zweite der Gleichungen (b’) zu befragen, | 


ob diefelbe für y=0 und für y= co Werthe für v darbietet, die 
von z independent find. Da auch biefe Anforderung eintrifft, in- 
dem man: 


‚=>füy=0,wWwv=0flly=o 


Hat: fo fihließen wir. hieraus, daß die erfte der Gleichungen (I) in 
der oben citirten Pr. zur Transformation des am Eingange vorge⸗ 
legten dreifachen SIntegrals zu Grunde gelegt werben darf. 
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Bedenkt man ferner, daß die britte der Gleichungen (a‘) fol- 

sende Beſtimmungen für die Iutegrationsgrenzen non w darbietet: 
vO ſũr =0,wWw=ofkz=o; " 
und daß diefelben GHeichungen (2’) folgende Beſtimmung des in 
Gleichung (41) Nr: 330 aufgeftellten Ausdrudes für A’ darbieten: 
. = wCo.v; 

‚fo bietet die befagte Gleichung in (D, wenn einflweilen das vorge 
legte dreifache Integrale durch U dargeftellt wird, folgende Beftim- 
mungsgleihung für U dar: 


.. 
Ve LI foled Wr Con. vdwdrdn, 
Ei 


oder vermöge der dritten unter den Gleichungen (82) Nr. 326 auch 
folgende: 


U= 4 'E(m?) w? Cos.v dwdrda, 


auf welches Ergebniß auch die zweite der Gleichungen (I) Nr. 330 
fühet, da alle Anforderungen, fo jum Beftehen diefer Gleichung 
unerläßlich find, welche wir Ausgangs der eben citirten Mr. ange: 
führt haben, gleichfalls im vorliegenden Falle vealifirt werden. 

Da ferner in dem U darftellenden dreifachen Integrale ſämmt 
liche Integrationsgrenzen conftant find, fo darf man die Drdnung« 
folge der partielen Integrationen nad) w, v, u auch vertaufcer 
und folche etwa in der Ordnungsfolge v, u, w volljiehen. Ar 
diefem Wege ftelit fich folgende Transformations⸗ und Rebuctions 
gleichung heraus: 


LESE + ser N drdy en -+ Sranzdz , 


wir zur Rechten x ftatt w gefeßt haben. Wird überdieß nee 
ten x inxya, y in yVb und z in zye umgefegt, dam 
ſich folgende noch allgemeinere Reductionsgleihung: 


cxꝰ + byt+ cz) dxdydz = —— f PaNz"dx, 
fr — 


uch folgende: 
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Sf Ser +or+enarayen = ——_ [eovia. (a) 
‘  4Yabe 

00 0 0 

die, wie die vorhergehende, für alle pofitiven reellen Werthe von 

a, b, e Beftand hat. _ 

335. Aus dem gleichen in Nr. 323 geltend gemachten Grunde, 
den bei der Transformation von Doppelintegralien eingeführten Aus⸗ 
drud A durch verfchiedene Werthformen darzuftellen, befaffen wir 
und aud) gegenmwärtig mit der Ableitung und Zufammenftellung der 
mwefentlicheren Formenwerthe des bei der Transformation dreifacher 
Sntegralien kennen gelernten Ausdrudes A’; mit deren Mittheilung 
wir den vorliegenden Paragraphen befchließen. 

Die Größe A’,. wie folche die Gleichung (41) Nr. 330 darftellt, 
umfaßt die partiellen Differenzialquotienten dreier Variabeln x, y 
und z nad) jeder der drei Variabeln u, v und w, "wenn jede der 
erfteren ald Function der letzteren, und umgekehrt, jede der letzteren alg 
Function der erfteren auftritt; wobei alfo nothwendig die Vorausſetzung 
zu Grunde liegen muß, daß die drei erfieren unter einander, wie in glei- 
cher Weiſe die drei leßteren, in feinerlei gegenfeitiger Beziehung ftehen. 

Diefes vorausgefekt beftehen folgende drei Sufteme von Gleichungen: 

du _ du dx, du dy, du da 

dx du dy du dz- du 
du dx du d da dz 

TSETtTTtirn-e @ 


du du dx du dy du dz 
dw 7 dx dw dy dw dz dw 


Ben 
dx \ 
) 


dv dv dx dv dy dv dz 


GTuvmyvraınnt 1 
dv _ dv dx dv dy _ dv Z _, 
dw — dx dw dy dw dz dw” 
iv mi, dei, md _, 
da “ dx du dy du dz du — 
dw _ dw dz | dw dy _ dw da _ (c) 
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Bedenkt man, daß die N’ darftellende Gleichung (41), Nr. 330 in 
jeder der drei folgenden Weiſen geftellt werden kann: 

dx d dx d dz dx d dx dy\ dz dx d dı 4 
= (ir va) (er net (ir en) 


de dx dz Jx\ dy dz de de dr\ dy dz de dz dr\ d 
‘ LU) — GEBE a — — —,— + - — — — ⏑ — y 
ä dn dv dv du) Jdw dw du du dw) dr 


dr dw dw dr) ds 9) 
, dr de de, /dy de dy de\de _ (dy de dy de) de 
Au vr vv ala | ua au) \ve wu), 


f0 bietet, erftend, das Syſtem der Gleichungen (a) folgende Beftim- 
mungsgleichungen für A’ dar: 


du ı _ I de _ dy de 
dx — dv dw dw dv’ 
du , __ dz dx dz dx 
Ye ıu"wrT' an 
du 14x dy _ de dy 
dz ‚dv dw dw dv ’ 


dann führt, zweitens, das Syſtem der Gleichungen (b) auf folgende 
Beftiimmungsgleichungen für A’: 


KW dr de _ Ay da 
dx — dw da da dw’ 
dv „, __ dz dx dz dx ' 
you uw (m 
I 1 x dA _ I dy 
dz — dw du du dw’ 


endlich erhält man, drittens, folgende Beftimmungsgleichungen für 
A’ aus dem Syfteme der Bleichungen (c): . 


dw 1 dy dı dy dz 

dx © — In dv " dv du’ 

dw _, _ dz dx dz dx 

y° Sun "Tu . (IV) 
dw _, __ dx dy dx dy 

— ꝰ AF F 


Durch Verbindung der in dieſen drei Syſtemen enthaltenen Beſtim⸗ 


mungsgleichungen für den Ausdruf A’ untereinander ergeben ſich 


dergleichen neue; die wefentlicheren unter diefen find jene, Die eine 
inverfe Beziehung, was namentlich die partielen Differenzialaue- 
tienten betrifft, zu den erfigenannten haben, welche wir hier gleich 
falls noch mittheilen. 
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Multiplieirt ‚man die erfte der Gleichungen (ID) mit der zweiten 
der Gleichungen (III), fubtrahirt dann vom Ergebniffe das Pro⸗ 
dukt aus der zweiten des erftgenannten in die erfte des leßtgenannten 
Syſtems; fo ſtellt fich, beachtend die Bedeutung von A’ aus einer 
der Gleichungen (D, folgende Gleichung heraus: 

(Bar ame -en. 
Es läßt fich aber in ähnlicher Weife wie in Nr. 289 darthun, daß 
A’, bei der am Eingange feftgeftellten Vorausſetzung, weder eine 
unendlich Eleinwerdende noch eine unendlich großwerdende Größe ift; 
daher geht die eben gemonnene Bleichung über in: 


du dv da: dv , dz 
———— 


welche man, als inverſe zur dritten der Gleichungen (IV) anſehen 
kann, und eine der vorhin erwähnten inverſen Darſtellungsweiſen von 
A’ iſt. Analoge mit dieſer Gleichung erhält man aus denſelben 
Syſtemen (II) und (IID) noch zwei, die, mit dieſer vereint, folgendes 
neue Syftem von Beftimmungsgleichungen des Ausdruckes A’ abgeben: 


du dv du dv ‚__dy Ri 
== -=%)4 = y’ (IV’) 


und die inverfen zum Syſteme in. (IV) find. 

Wenn in ähnlicher Weife, wie die Syfteme der Gleichungen (II) 
und (III), die Syfteme in (IV) und (II) untereinander verbunden 
werden, ſtellt fich folgendes Suftem heraus, das wir als inverfes 
zu (III) erklären können: | 


d 
a = * (117°) 


| 
< 
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Endlich erhält man durch analoge Verbindungen der Gleichungen 
in (III) und (IV) folgendes Syftem von Gleichungen: 


dz 
— — — — — — — 
dx dy dy =) du ’ 


ı_ 4 
FE-zE)a=sa a) 


8 - = #) =, 
u 


weiche aus gleihen Gründen mie die beiden vorhergehenden Sy— 
fteme, als inverfe zu (II) angefehen werden können. 

Aus jedem diefer Syſteme gelangt man endlich auf eine inverfe 
zu jeder der in (I) aufgeftellten Gleichungen. So 5. B. ergiebt ſich 
aus den Gleichungen (IV’), wenn diefelben nach der Ordnung ihrer 
Yufeinanderfolge mit: 


- 


/ 


dw dw dw 

dz ’ dy’ dx 
multipliciet und hierauf addirt werden, mit Beachtung der dritten 
unter den Gleichungen (c), folgende Beftimmungsgleichung für A’: 


ku dr dan dr\ dw du dr du drvr\ dw du Jr du dv, dw ‘ 
(25 °3.)% (2-2) (F:-z5)% a'=1i. 





— 


dy 


Ganz auf diefelbe Gleichung führt jedes der beiden andern Syſteme, 
nämlich, (III) und (II); fo daß man folgende inverfen Gleichungen 
zu (19 bat: 


(= dv du =)E (@ dv du 2)5*(% dr du 5) de | 


Er — — — 

dx dy dy dx da de dx dx de/dy dy de ds dy)dx| 7 

dw du dw du\ dr dw du dw du\ dr 4 dw du dw da\ dr j , 
(25 535* ( - )y ma’ıy)m\d =4, (1) 
dv dw dv de\ du dv dw dr zn) du de dw dr dw\ du) , 

(= dy - dy 5)* (© dx dx d2)/dy (FE- zB -ı, 


‘ 


die, gleichwie die Gleichungen (I) untereinander, wenn die ange- 
zeigten Multiplitationen ausgeführt werden, gleichfalls identifch unter- 
einander find, oder in eine einzige Beftimmungsgleichung für A’ 
zufanmen fallen. 

Mit diefen 20 Darftellungsgleichungen des Ausbrudes für A 
begnügen wir ung gegenwärtig und befchlieffen den vorliegenden 
Begenftand, die Brauchbarkeit derfelben beffer ins Licht zu ſetzen, 
mit der Anwendung einer derfelben auf einen befondern Fall. 
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Für den in Nr. 833 behandelten befondern Fall beftimmten wir 
dafelbft den Werth von A’ nad) einer der hier in (I) zufammen- 
geftellten Gleichungen. Nach einiger Weberlegung aber überzeugt 
man fi) alsbald, daß man in der Beſtimmung von A’ am ſchnell⸗ 
ften mit der erften der in (TV) aufgeftellten Gleichungen zu einem 
Endziele kommen dürfte. 

Der befagte befondere Fall ift nämlich durch folgende drei 
Gleichungen gegeben: 


ax Yi-y? Yı-z?=wSin.uSin.v, ByV1-2?=w Sin.u Cos.v, „2=w Cos.u, 
welche mit den folgenden gleichbedeutend find: 


Tang.u? — HAAREN ‚ Tang.v =>; x 

Nach der befagten erften der Gleichungen (IV’) haben wir aus 
diefen Gleichungen die folgenden fünf partiellen Differenzialquotien- 
ten herzuftellen:: 





viy 
y 


‚ yz2=wCos.u. 


du du dv dv de, 
dz ’ dy’ dx’ dy’ dw’ 


nun bieten diefe Gleichungen, als unmittelbares Ergebniß der par» 
tiellen Differenziationen derfelben, folgende Beflimmungen dar: 











> 
du 1-1? Cos.w du 1-22 Cos.u? 
d« — „22? Sin.u a'z(1-y9) dy "22? Sin.u year) 
dv = 2. Cos.v2 yıy ‚ dv 2 — Cos,v2 x , 
dx ß y dy 6 y2yı-y2 
dz 
75 Cos.u; 


aus denen, ald unmittelbares Ergebniß, die folgende gezogen wird: 


du dv dudv__ «aCos.u 


— ⸗ ——— Gi —— GSBEED nn GER —— 





1-2? 4-v?2 
Cos.v? 7*7 (a2x2-4-G?y2-02x?y2) y u 


die vermöge der obigen Bleichungen von Tang.u? und Tang. v in: 
2 3 — * 3 =— a Sin.u Cos.u Sin.v Cos.v 


übergeht. Man bat alfo nach der oben erwähnten Beftimmungs- 
gleihung für A’: 
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- 


_ X Sin.u Cos.u Sin.v Cos.v = 4 Cos.u, 
xy Y 
woraus: 


io — I 
- a= ySin.u Sin.v Cos.v 
gezogen wird, welches Refultat in völliger Uebereinſtimmung mit 
‚dem in Pte. 333 gefundenen, und, wie man fich fehr bald über: 
zeugt, leichter und fchneller als daſelbſt erhalten worden ift. 


Siebented Kapitel. 


Nichtlineare, mehrgliedrige Differenzialfunctiouen zweier 
und mehrerer Bariabeln. 


r 


336. Im vorausgeſchickten Kapitel haben wir die Integration 
eingliedriger nichtlinearer Differenzialfunktionen einer und mehrerer 
Bariabeln auf Integrationen von eingliedrigen linearen Differenzials 
functionen, der Form g(lX)dx, zurücdgebracht; diefe aber find, wie 
wir am Eingange zu Sntegralrechnung VI bemerkt haben, immer 
als integrabel anzunehmen: daher haben wir dort auch, den Erfolg 
vorausfehend, alle und jede Vorunterfuchung über Sntegrabilität 
derfelben unbeachtet gelafien. Hingegen haben wir ſchon in der 
Sntegralrechnung V, namentlich in den Men. 279—281 vorliegen» 
ben Bandes, zu zeigen Gelegenheit gehabt, daß lineare Differen- 
jialfunctionen fogar, falls folche mehrgliedrig und mehr als einer 
Variabeln find, nicht immer Ergebniffe unmittelbarer Differenzia- 
tionen feien; ein Gleiches fteht aber um fo mehr von den in ber 
Ueberfchrift vorliegenden Kapiteld angedeuteten Differenzialfunctionen 
zu gemwärtigen: daher fehen wir und auch gegenwärtig angemiefen, 
alle hieher gehörenden Differenzialfunctionen einer auf Sntegrabilität 
Bezug habenden Unterfuchung zu unterziehen, bevor wir zu deren 
Sntegrationen übergehen. Erſt nach Seftftellung der denfelben ent- 
fprechenden Bedingungsgleichungen werden wir unter Vorausfekung 
des Beſtandhabens derfelben zur Angabe des Verfahrens fchreiten, 
die SIntegralfunctionen folcher Differenzialfunctionen herzuftellen, 
die, wie der Verfolg diefes Kapitels lehren wird, alsdann auch 
jedesmal durch eine Aufeinanderfolge einfacher Quadraturen angeb- 
bar find. 


204 Integralrehnung. VIL 837. 


$. I 
Mehrgliedrige nichtlineare Differenzialfunctionen 
zweier Variabeln. 


337. Indem wir unter Sntegriven, wie ſchon an frühern Dr- 
ten feftgeftellt worden, die inverfe Operation ded Differenziveng 
verftehen, menden wir ung den im vorliegenden Bande, Diffe- 
renzialrehhnung III, namentlich im erften Paragraphen dafelbft, 
gewonnenen Ergebniffen zu, um Stoff für den vorliegenden Para 
grapben fomwohl, als für die folgenden gegenwärtigen Kapiteld zu 
gewinnen. 

Nach der fo eben angeführten Abtheilung der Differenzialrech⸗ 
nung kann eine mehrgliedrige, nichtlineare Differenzialfunction zweier 
und mehrerer Variabeln Glieder enthalten, die darauf hindeuten, 
dag die unendlichElein werdenden Aenderungen der Bariabeln, die 
Differenzialien derfelben nämlich, ald Variabeln behandelt worden 
find; folches zeigt 3. B. der Ausdruck rechterhand vom Bleichheits- 
zeichen in Gleichung (e), Mr. 252 ganz unzweideutig, aus dem 
entnommen wird, daß man nicht nur die Variabeln x, y, z, fon» 
dern daß man auch die Differenzialien diefer Variabeln ald Variable 
behandelt und Vdiefelben der Operation des Differenzivens gleich- 
falls unterzogen hat: — Differenzialfunctionen diefer Art nun fchlieffen 
wir im vorliegenden, wie in den beiden folgenden Paragraphen 
diefes Kapitels von unferen Unterfuchungen aus. Bloß Differen- 
zialfunctionen, die Feine Differenzialien von Differenzialien enthalten, 
wie etwa der Ausdruck rechterband in Gleichung (d) der vorhin 
eitirten Ne., werden in den eben erwähnten Paragraphen des 
vorliegenden Kapiteld Gegenftand unferer Betrachtung fein. Erft 
im vierten oder Schlußparagraphen dieſes Kapiteld merden mir 
auch die zuerft erwähnten nichtlinearen Differenzialfunctionen in 
Beziehung auf Sntegrabilität unterfuchen, wo wir alles Wefentliche, 
das ung big jekt über diefelben bekannt geworden, entwicklend mit⸗ 
theilen werden. 

Dieſes vorausgeſchickt, iſt die einfachſte nichtlineare Differenzial⸗ 
function zweier Variabeln, mit der wir unfere Unterſuchungen er- 
öffnen, die vom zweiten Grade in Bezug auf die Differenzialien 
der Variabeln, und fonach von folgender Form: 
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M dx? -+ Ndxdy -+ Pdy?, 4) 
wo M, N und P beliebige Functionen von x und y find, 

Von diefer vorgelegten Differenzialfunction verlangen wir nicht 
zu wiffen, ob folche durch zweimaliges Differenziven einer Function 
von x und y entftanden fei; ſondern lediglich, ob folche durch einma⸗ 
liges totales Differenziven einer linearen Differenzialfunction zwifchen 
den Dariabeln x und y Sntegralvechnung V, Nr. 278) habe ent» 
fiehen Tönnen. 

Gehen wir, wie in Smtegralrechnung V, allwo wir ähnliche 
Unterſuchungen leiteten, von der Annahme des Beſtandhabens einer 
ſolchen linearen Differenzialfunction aus; ſo haben wir dieſelbe nach 
Differemialrechnung III, Nr. 249 von der Form: 

M'dx -+ N’dy @) 
vorauszufeßen, wo M’ und N’ unbelannte Yunctionen x und y 
find, die einer weitern Bedingung unterliegen, als durch totaled 
Differenziven dieſes eben aufgeftellten Differenzialausdruces unter 
der Annahme, dx und dy verbleiben conftant, die vorgelegte Dife 
feremyialfunction darzubieten. 

Vollzieht man diefe Differenziation, fo ergiebt fich: 


dM' dM' dN N 
u + FF) ar: 
damit diefes Ergebniß mit (1) identifch werde, echält mandie Gleichungen: 
.dM° dM‘ dN aN 
— =M tra N yr-r (3) 


die bei der Annahme, die Differenzialfunction in (1) fei unmittel 
bared Ergebniß einer totalen Differenziation des Differenzialaug- 
drudes in (2), in Bezug auf x und y Bleichheiten vorzuftellen haben. 

Angenommen nun die Bleichungen in (3) ftellen in der That 
Sleichheiten vor, fo ift man jede derfelben nach jeder einzelnen der 
Variabeln x und y zu differenziren. berechtiget, und die Gleichun- 
gen, fo auf diefem Wege erzielt werden können, verbleiben noch 
immer als Gleichheiten. 

- Differenzirt man fonach die erfte derfelben nach y, die zweite 
nach x, fo ftellt der Unterfchied der Ergebniffe folgende Gleichheit dar: 


dN’ _ dN aM, 
KO %’ 
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wird ferner dieſe nad) y differenzirt und die dritte in (3) zweimal 
nacheinander in Bezug auf x, fo ergiebt fich gleichfalls nach ge: 
fchehener Subtraftion berfelben folgende : 

on _am_ ar 

— dxdy dy? dx? ' 

oder: 
dM  deN dep 
F — dxdy + AA 20 (4) 
die noch immer als Gleichheit Beſtand haben muß. 

Diefe Gleichheit nun, die von ben unbekannten $unctionen M’ 
und N’ unabhängig ift, drüdt die Bedingung aus, der die Coeffi- 
cienten M, N, P in der vorgelegten Differenzialfunction zu ent: 
fprechen haben, oder, diefelbe ftellt die zu vealificende Bedingungs- 
gleichung vor, damit die Annahme, die Differenzialfunction in (1) 
ift unmittelbar durchs Differenziren einer linearen Differenzialfunc- 
tion wie (2) entftanden, nicht zu den Unmöglichkeiten gehöre. Ob 
aber umgekehrt, wenn diefe Bedingungsgleichung realifirt erfcheint, 
ob alsdann diefe eben erwähnte Annahme zu den Möglichkeiten gehöre; 
diefes werden wir in der folgenden Nr. fchon im beiahenden Sinne 
entfcheiden, indem mir bei Zugrundelegung diefer Bedingungsglei- 
chung das Integrale von (1), nämlich die entfprechende Tineare 
Differenzialfunction (2), herzuftellen lehren werden. 

338. Die unmittelbar vorausgehende Sntegralfunction zu (1) 
wird bei der Annahme des Beftandhabend der Bedingungsgleichung 
(4) erhalten, indem man von den Bleichungen (3), aus denen diefe 
(4) gefolgert ward, ausgeht. Mittelft diefer Gleichungen (3) nun 
werden wir die Coefficienten M’ und N’ der linearen Differenzial- 
function in (2) berzuftellen fuchen. 

Vorerſt bietet die. exfte diefer Gleichungen (3) folgende Beftim- 
_ mung für M’ dar: 

M' = (Mdı +Y, (5) 
wo, da die angezeigte Integration zur Rechten nur die Variable 
x betrifft, die Eonftante diefer Integration, die wir durch Y vor: 
geftellt haben, nur noch eine Function von y fein ann, welche wir 
in folgender Weife beftimmen. 

Stellt man aus diefer fo eben aufgeftellten Gleichung (5) den 
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partiellen Differenzialquotienten von M’ nan y ber, fo erhält man: 


»-S5* +. 


mit Berückſichtigung dieſes Ergebniffes bieten die zweite und dritte 
der Gleichungen (3) folgende Beflimmungen für die partiellen Dif- 
ferenzialquotienten von N’ nach x und nad) * dar: 


(6) 


wird endlich die erfte dieſer Gleichungen partiell nach y und die 
zweite in gleicher Weiſe nach x differenzirt, wodurch folgender 
Unterſchied dieſer Ergebniſſe ſich herausſtellt: 
dN dP (5 d?M de _ 
dy? 7 ; 
fo ftellt fih folgende Beftimmungsgleichung fir Y heraus: 
dey dN : dP f d?2M 


„ya )mpi m 


Sol nun, wie aus dem Vorausgeſchickten hervorgeht, Y bloß eine 
Function von y fein, dann ift unerläßlih, daß der Ausdruck zur 
Rechten diefee Gleichung independent von x erkannt werde; wel- 
ches auch in der That mit Zuzjiehung der Bedingungsgleichung (4) 
nnachgemwiefen werden kam. Wird nämlich von diefem Ausdrucke 
zur Rechten der partielle Differenzialquotient nach x hergeftellt, fo 
erhält man: 

EN dP dM 

dıdy_ dx  dy%’ 
und da dieſes Ergebniß vermöge der Bedingungsgleichung in (4) 
identifh in Null übergeht; fo ift unfre vorige Ausfage, die Glei- 
chung (7) betreffend, gevechtfertiget, und wir find aus derfelben 
(nach Integralrechnung VI, Nr. 302, Gleichung ID) Y als Fune⸗ 
tion von y, die zwei willkührliche Conſtanten mitführen wird, dar⸗ 
zuftellen in der Lage. Wird diefe für X gewonnene $unction von 
y in (5) eingefeßt; fo erfcheint M’, als bekannte Function von x 
und y, die zwei willlührliche Conftanten mitführen wird. 
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Stelt man ferner, zur Kenntniß von N’ zu gelangen, den . 


Differenzialquotienten von W nad) y, oder zZ ber, fest dann das 


Ergebniß in die erfte der Gleichungen (6) ein, dann bietet folche 
den partiellen Differenzialquotienten von N’ nach x, als bekannte 
Function von x und y dar; die zweite diefer Gleichungen (6) bietet 
auch den partiellen Differenyialquotienten von N’ nad) y, als be 
kannte Function von x und y dar: daher hat man zur DBeftim- 
mung des totalen Differenziald von N’ die Gleichung: 


4 
N"=— «+ I (8) 


in der nunmehr die Coefficienten von dx und dy, als befannte 
Functionen von x und y anzufehen find. Diefe Eoefflcienten ent 
fprechen überdieß der Bedingung der SIntegrabilität des Ausdruckes 
rechterhand diefer Gleichung; denn die Gleichung (7), die ung zur 
Beftimmung von Y geführt, ift der analytifche Ausdruck diefer Be⸗ 
dingung: daher bietet diefe Gleichung (8), mit Zuziehung des in 
Sntegralrehnung V Nr. 282 gewonnenen Theorems, N’ aß 
Sunction von x und y dar, die außer den beiden bei der Beftim- 
mung von Y eingeführten willkührlichen Eonftanten noch eine dritte 
derartige Eonftante mitführen wird. 

Denken wir ung nun M’ und N’ in eben befchriebener Weiſe, 
ald YZunctionen von x und y ermittelt, und diefelben in (2) voran- 
gehender Nr. eingefekt; fo ftellt die fo fich ergebende lineare Dif- 
- ferenzialfunction, welche drei willtührliche Conftanten mitführen wird, 
die dem Differenzialausdrude in (1) derfelben Nr. entfprechende, 
unmittelbar vorhergehende Sntegralfunction bor. 


339. . Zur Erläuterung des in vorangehender Nr. auseinander 
gefehten allgemeinen Verfahrens legen wir uns die Differenzial- 
function: 

dx? + (x? + y?) dxdy + dy? 
zur Sntegration vor. | 
Vergleicht man diefe mit der allgemeinen (), ſo hat man: 
M1, N=xr2X°-+y!, P=1; 
und da hier die Bedingungsgleichung (4) realifivt erfcheint: fo können 
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wir auch zur Herftellung des unmittelbar vorhergehenden Sntegrals 
derfelben, nach den Borfchriften der vorhergehenden Mr. übergeben. 
Die Gleichung (5) dafelbft bietet: 
M=-x-+-Y 
dar, wo man Y al Function von y durch die Gleichung mr die 
gegenwärtig folgender Form ift: 


d?Y 
= 9. 





zu beftimmen hat. Aus diefer Gleichung zieht man zunächſt: 


Y=2 ay dy?, 
und wenn das zweifache Integrale, nach Gleichung (II) Nr. 302, 
in ein einfaches umgefeßt wird, hat man auch: 


Y-2 Lo-n)yäy- ay-+b, 


wo a und b die Eonftanten der Integration vorftellen, und « jed⸗ 
weden Zahlenmwerthes fähig ift, für den die Differenzialformel Hinter 
dem Sntegralzeichen unendlich Eleinwerdend verbleibt, die fonach im 
vorliegenden Galle auch gleich Null geſetzt werden darf. 

Man hat alfe: 


, 
Y=2f(y-s)ydy+-ay+b, 
0, 
oder auch: 
a 
Y=2y ( (ir2)zda +ay+b; 
. 0 


ferner ift: 


1 
1 
(1-ı)ıda = —., 
emo =; 
o 


Y=4ıy+ay+b. 
Aus diefer Bleichung zieht man: 
dY 
dy 
Raabe, Diff. w. Int. Rechnung. I. 14 


daher hat man: 


= y? +a, 
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daher gehen die Gleichungen (6) über in: - 
dN’ dN’ 


— —— — 2 — — 
x, dy 


dx 


und man hat zur Beftimmung von N’, nad) Gleichung (8), die 
Gleichung: 


4, 


dN’ = (z?—a) dx + dy, 
aus der: 
N =4xX—ax +ry+rec, 
gezogen wird, mo c eine Conftante der Integration if. 
Es ftelft fonach, beachtend die gewonnenen Beſtimmungen von 
M’, Y und N’, die lineare Differenzialfunction: 
4y> Hray+x+b)d+ (4 -—ax+-y+c)dy, 


in der a, b, c millführliche Genftanten find, das pollftändige un- 
mittelbar vorhergehende Integrale der Eingangs diefer Pr. vorge 
fegten Differenzialfunction zweiten Grades vor. 
340. Bevor wir zum allgemeinen Galle, zu einer Differenzial- 
function zweier Variabeln vom nten Grade übergehen, unterziehen 

wir die Differenzialfunction: ne 
Mdx? + Ndx?dy + Pdxdy? + Qdy?, (1') 


einer noch etwas ausführlichen Erörterung, in der M, N, P,Q 
beliebige Functionen von x und y find, und welche, weil die Differen- 
jialien von x und y in bderfelben in den dritten Dimenfionen vor- 
fommen, eine Differenzialfunction des dritten Grades 
genannt werden Tann. 

Sol diefe Differenzialfunction unmittelbare Ergebniß einer ein- 
zigen Differemziation fein; dann ift die Function, die differenzirt, 
diefe hervorgerufen, der Form (Differenzialrechnung III, Str. 252): 

M'dx? + N’dxdy + Prdy? , (29 
d. h. diefelbe ift eine Differenzialfunction des zweiten Grades derfelben 
Bariabeln x und y, wie wir foldhe in Nr. 337 in Bezug auf Sn- 
tegrabilität unterfucht haben, in der alfo M’, N’ und P’ Sunctio- 
nen von x und y vorftelen werden. Beim Statthaben diefer Vor⸗ 
ausfeßung, d. b., in dem Falle wenn die Differenzialfunction in (1%) 
in der That Ergebniß der Differenziation des eben aufgeftellten 
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Differenzialausdrudes in (2) ift; alddann werden M’/, N’, P‘ 
folchye Functionen von x und y vorftellen, daß die Gleichungen: 


Ay ed _n 

«« ’'y Ken ! zu 
nee, 
dy dx ’ dyT*“’ 


als Bleichheiten beftehen, wodurch dann jede derfelben nach jeder 
einzelnen Variable, x oder y, partiell differenzirt werden darf. 

Gehen wir mweiter von der Annahme aus, diefe Gleichungen bes 
ftehen in der That als Bleichheiten; fo gelangen wir auf folgendem 
Wege zu einer von M’/, N’, P’ befreiten Gleichheit, die ung die 
unerläßliche Bedingungsgleichung fir die Integrabilität der_vorgeleg- 
ten Differenzialfunction abgeben wird. 

Die erfte diefer Gleichheiten in (3% differenzire man breimal 
hintereinander partiel nah) y, die zweite derfelben differenzire 
man bintereinander zweimal partiell nach y und einmal nad) 
x, die dritte werde einmal nach y und zweimal nad) x hintereinan- 
der partiell differenziert, die vierte diefer Gleichheiten endlich werde 
dreimal hintereinander partiell nach x differenzirt: die auf diefe Weiſe 
nun erhaltenen vier Sleichheiten multiplicire man in der eben aufge⸗ 
führten Ordnungsfolge nach der Reihe mit + 1, —1,+1,—1; 
wird dann endlich die Summe der fo gewonnenen vier Bleichheiten 
genommen: fo ftellt fich folgende von M’, N’ und P freie Gleich- 

beit heraus: 
d>M d>N dp d 
DE ae Ber 60 
die in verlangter Weiſe die angefündigte Bedingungsgleichung für 
die Integrabilität der vorgelegten Differenzialfunction in (17) reprä⸗ 
fentirt. 

341. Beim Eintreffen der Ausgangs vorangehender Ne. auf- 
geftellten Bedingungsgleichung (4°) wollen wir nun darthun, daß die 
Differenzialfunetion (1°) dafelbft nicht nur eine Sntegralfunction ges 
ftattet, fondern daß diefelbe alsdann auch, wie aus dem erfolge 
diefer Nr. hervorgehen fol, der Annahme in (2) gemäß - jedesmal 
beftimmt merden fann. 
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Wir erreichen diefes Endziel, wenn wir bei einziger Zugrunde- 
legung der Bedingungsgleichung (4) darthun, daß dann die 
Bleihungen (37) vorangehender Nr. die Beflimmung der noch uns 
befannten Sunctionen M’, N’ und P’ herbeiführen; wozu wir aud 
fofort übergehen. 
Zuerft bietet die erfte der Gleichungen’ (3%) für M/ folgende Be- 
flimmungsgleichung dar: 
M— (Mdı-+Y, (5°) 
wo die angezeigte Integration lediglich auf x Bezug hat, und wo Y, 
als Eonftante diefer Sntegration, eine Function von y fein kann, 
die folgendermaßen beftimmt wird. j 
Vermöge diefer Beftimmung von M’ geht nämlich die zweite 
der Gleichungen (3°) über in: 
dN' 
=-"-[(Fe-7: (6) 
die, in folgender Weife, mit der dritten und vierten der Gleichungen 
(3°) verbunden eine von N’ und P’ befreite Gleichung darbietet, 
welche dann die Beftimmung von Y ald Function von y herbeiführt. 
Diefe eben aufgeftellte Gleichung (6°) differenzire man nämlich zweimal 
nach einander partiell in Bezug auf y, die dritte der Gleichungen 
(39 werde einmal nach y und einmal nad) x partiell differenzirt, 
dann differenzire man die vierte der Gleichungen in (3%) zweimal 
nach) einander partiell in Bezug auf x; dieſe in eben befchriebener 
Weiſe erhaltenen Gleichungen multiplicire man nach der Ordnung 
ihrer Folge mit + 1, — 1, + 1; und wenn endlich die Summe 
derfelben genommen wird: fo ftellt ſich die angekündigte Beftim- 
mungsgleichung von V, wie folgt dar: 
ee a ee 
dy? dx? dxdy dy? dy? 
Nun ift der Ausdruck zur Rechten diefer Gleichung unabhängig 
von x, denn der Differenzialquotient desfelben nach x bietet beim 
Statthaben der Bedingungsgleichung (49 die Nulle als Ergebniß 
dar; daher ift befagter Ausdruck entweder eine Conſtante oder eine 
Function von y, und man zieht aus diefer Gleichung (7) mit Zu⸗ 
geundelegung der Gleichung (II) Nr. 302 für Y eine $unction von 
y, die drei willtührliche Eonftanten mitführt. 


dx. 9 





. 
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Nunmehr Y als eine bekannte Function von y und, nach Glei- 
hung (5%), auch M’ ald bekannte Function von x und y erklärt 
‚werden kann, nunmehr ift auch der Ausdruck rechterhand in Glei- 
hung (6°) eine befannte Function von x und y, welche Gleichung 
die Beftimmung von N’ in ähnlicher Weife herbeiführt, als die 
erfte der Gleichungen (3°) bei der Beftimmung von M’ mitgewirkt. 

Wird zut Vereinfachung der Darfielung die Gleichung feſtgeſtellt: 


dY dM 
uk u Ir iü 


dann zieht man aus beſagter Gleichung (6%), wenn beide Theile der⸗ 
felben nach x integrirt werden, folgende: 


N = ( N.d< -+ Yı, (5°) 


wo, da die angezeigte Integration zur Rechten bloß auf x bezogen 

ift, die Conſtante diefer Integration, nämlich Yı, eine Function 

von y fein kann, zu deren Beſtimmung wir fofort übergehen. 
Stellt man aus dieſer Gleichung (5°) den partiellen Differenzial- 


quotienten T her und ſetzt folhen in die dritte der Gleichungen 


(3°) ein, dann hat man in Vereinigung mit der vierten der Glei- 
ungen (3°) folgende zwei Gleichungen, die die partiellen Differen- 
zialquotienten von P’ nach x und nad) y darftellen: 

de _p_ (7 dx — IYı 


dy dy 
(6°) 


differenziert man die erfte diefer Gleichungen partiell nach y, die 
zweite in gleicher Weiſe nach x, ſo führt der Unterſchied derſelben 
auf folgende von P’/ befreite Gleichung: 


'@Yı  dP do F ix: 
2 ’ 


WEB m GE — —⏑⏑— 


55 = y % 7 





der Ausdruck zur Rechten in diefer Gleichung ift aber von x unab- 
hängig, denn der Differenzialguotient desfelben nach x geht mit 
Zuziehung der Bedeutung von N, aus Gleichung (ce) und mit Zu⸗ 
ziehung der Sleichung (7°) in Null über: ſonach kann aus diefer 
Gleichung (7°), gleichfalls mit Hülfe der Bleichung (ID) Nr. 302., 


w 
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V, als Function von y beftimmt werden, weldye Beftimmung aber- 
mals zwei willtührliche Eonftanten einführen wird. 

Nachdem auch Yı als bekannte Function von y anzufehen ift, 
bietet die Gleichung (5° für N’ eine befannte Function von x und 
y dar; fo daß uns nur noch die Beſtimmung von P/ erübriget. 

Zur Kenntniß derfelben gelangen wir mittelft der Gleichungen in 
(6°), Denn da die Uusdrüde zu Rechten befagter Gleichungen num 
mehr bekannte Functionen von x und y find, und zwar folche, daß 
wenn diefelben in folgende Gleichung: 


a= Kr, I (8°) 


hatt T — und T- T - eingeführt werden, der Ausdrud zur Rechten, der 


eine —* Differenzialfunetion nah x und y vorſtellt, ver⸗ 
möge der Gleichung (7) der Bedingung der Sntegrabilität nach 
kömmt; fo bietet die SIntegralfunction diefer linearen Differenzial- 
function, die nach) Pr. 282 darftellbar ift und abermals eine 
wilfführliche Conſtante einführt ‚ die angekündigte Bellimmung 
bon P’ dar. 

Merden die nunmehr ald Zunctionen von x und y darftellbar 
erkannten Ausdrücde für M/, N’ und P’ in (2%) vnorangebender Nr. 
eingefeßt; fo ftellt die fo erhaltene Differenzialfunction zweiten Grades 
die nächftvorhergehende Integralfunction zur vorgelegten Differen- 
zialfunction bes dritten Grades (1’) derfelben Nr. vor. Diefe SIn- 
tegralfunction wird, wie aus dem Vorangeſchickten hervorgeht, fechs 
willkührliche Conftanten mitführen, die beim Uebergange von (29 
auf (1X), duch ein totales Differenziren der erftern, fänmtlich ver: 
fchwinden oder ausfallen. 

Trac) dem in diefer Nr. mitgetheilten allgemeinen Verfahren haben 
wir die Diffevenzialfunction des dritten Grades: 

2 xdx?dy + 2ydxdy?, 
die der Bedingungsgleichung in (4°) ein Genüge thut, integrirt, und 
folgende Sntegralfunction derfelben gefunden: 
(a-+hy-+cy2) dx?-+(f—ey—bx+y?— 2cxy-+x?) dxdy-+(g+ex-+cx?)dy?, 


wo a, b, c, e, #, g die ſechs willführlichen Integrationsconftanten 
vorſtellen. 
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342. Stellt man durch: 
Bo» H,, Ha, H;,..'.. Ha . 


Functionen von x und y vor, fo ift die allgemeinfte Form einer 
mehrgliedrigen nichtlinearen Differenzialfunction diefer beiden Va⸗ 
tiabeln x und y folgende: 


H, dx" + H,dx""dy+Hodx"”dy?+...+H, ‚dxdy”"+H,dy”, (D) 


welche, wegen der Dimenfionen der Differenzialien der Variabeln, 
vom nten Grade genannt werden kann. Die Angabe der Bedin- 
gungsgleichung unter den Coefficienten, damit diefe ald Ergebniß 
einer einmaligen Differenziation einer analogen Differenzialfunction 
von (n—I)ten Grade erkannt werde, wird den Inhalt vorliegender 
Nr. ausmachen. 

Stellt man lebtere folgendermaßen dar: 


H'odx"!+H', dx"? dy+ H’sdx””dy?+...+H', ‚dxdy”?+H’ dyr, (II) 
wo: 
Ho, Hu, Ha, Hy,.... H 


Dei 


unbekannte Functionen von x und y vorftellen; fo muß diefe, unter 
der Annahme dx und dy bleiben unveränderlich differenzirt, genau 
die vorgelegte Differenzialfunetion in (D) darbieten. Diefes voraus: 
gefeßt, beftehen folgende Gleichungen: 











D=B, +, 
ra 
+ Z=B. \ am 
at, R ar, = H 
dyy dx — 
a , nu —H,, — =H, 


die, wenn die fo eben getroffene Annahme über das gegenfeitige 
erhalten der beiden Differenzialfunctionen begründet wäre, in wel⸗ 
chem Falle die Eoefficienten in (II) gleichwie die in (I) als bekannte 
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Zunctionen von x und y anzufehen wären, @leichheiten vorftellen 
‚würden; fo daß alsdann jede derfelben nach jeder einzelnen der 
Variabeln x und y differenzirt werden dürfte. 

Gehen wir vom Statthaben diefer Vorausfeßung aus, und dif- 
ferenziren diefe Bleichheiten in eben erwähnter Weife und zwar: die 
erfte n mal hinter einander partiell nad) y, die zweite eben fo (n—1) 
mal nad) y und 1 mal nach x, die dritte (n—2) mal nah y und 
2 mal nach) x, die vierte (n—3) mal nad) y und 3 mal nach x u. f. f., 
die vorlegte 1 mal nad) y und (n—1) mal nady x und endlich die 
legte obiger Gleichheiten n mal hinter einander nad) x; multipli- 
eiren wir nunmehr die fo erhaltenen Sleichheiten nach der Ordnung 
ihrer Aufeinanderfolge mit: 

+1,—1, +1, —1, +1, — 1, ..... (1); ° 


fo bietet deren Summe die. verlangte Bedingungsgleichung in fol- 
gender Korm dar: 

d’H,  d’H, aen, 1 @’H..ı „Ha _ 

"dy® u — dyn?dxꝰ ya — *0. * 
die identiſch realiſirt werden muß, damit die oben getroffene An- 
nahme, die Differenzialfunction in (T) fei unmittelbares Ergebniß 
ber Differenziation der Differenzialfunction in (II), nicht zu den 
Unmöglichkeiten gehöre. 

Beim Statthaben diefer Bedingungsgleichung werden wir in der 
folgenden Nr. nicht allein die Realität eben erwähnter Annahme 
darthun, fondern wir werden zugleich, wie folhes in den voran- 
gefchickten Men. 338 und 341 geſchah, die Sntegralfunction von 
(T), nämlich die Differenzialfunction in (ID), berftellen lehren. 

343. Zur Herftelung der Differenzialfunction in (II), alg der 
nächſtvorangehenden SIntegralfunction zur Differenzialfunction (I) 
vorhergehender Nr., bei Bugrundelegung nämlich der Bedingungs- 
gleichung (IV) dafelbft, wenden wir uns den dort aufgeitellten Glei— 
chungen (TIT) Zu, aus denen wir der Reihe nach die big jet noch 
unbelannten Functionen von x und y, nämlich die Eoefficienten: 

Hu), Hu, Hs, HH’, .... Hai, 





— ...(1) 


ziehen werden. 
Die erfte der Gleichungen in (III) bietet zuerft: 


Sntegralrehnung. VII. 348. 217 


. = f H,dx + Y,, (V) 
dar, wo, da die angezeigte Integration Iediglich. auf x Bezug hat, 
die durch Y, dargeftellte willkührliche Eonftante der Sntegration eine 
Function von y fein wird, mit deren Beflimmung wir ung zunächk 
zu befaffen haben. 

Differenzirt man zu diefem Ende die Gleichungen (III) partiell, 
die zweite derfelben (n—1) mal nad) einander in Bezug auf y, die 
dritte (n—2) mal nach y und 1 mal nad) x, die vierte (n—3) mal 
nach y und 2 mal nach x, die vorletzte 1 mal nach y und (n—2) 
mal nach x, enblich die letzte (n—1) mal nach x; multiplicirt man 
hierauf die fo erhaltenen Gleichungen in der gleichen Ordnung mit 
+1,—1,+ 1, —1, uf. w.: fo bietet die Summe berfelben 
folgende Bleichung dar: 

Ha, _ 
dy” 

n-1 2.1 n-1 
* — * * * med r — 
es giebt aber die Gleichung (V), wenn ſolche nmal nacheinander 
in Bezug auf y differenziert wird, folgende: 


em ( dx We 
= y 











dx”! ’ 








daher erhält man zur . Befimmung von Yo die Gleichung: 
ey, HM rn, 


ol _ 
—— (un 


— + 
dy” dy” dy”?dx dy”dx? 


n-1 n 

+ (1 ars + N — Br _ f Fi (vn. 
Der Ausdruck zur Rechten in diefer Gleichung ift von x unabhän- 
gig, denn differenziet man folden nach x, fo ftelt ſich Null 
zum Differenzialquotienten heraus, wenn die Bedingungsgleichung 
(IV) zugezogen wird; fonach gewinnt man aus derfelben Yo als 
Sunetion von y, wenn derfelbe Ausdruck zur Rechten n mal nad) 
einander in Bezug auf y integrirt wird. Man wird hiezu entweder 
die Gleichung (I) Nr. 299 oder die Gleichung (Il) Nr. 302 unter- 
legen; die eine wie bie andere diefer Gleichungen wird dann Ye 





[2 
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ald Function von y, die n mwillführliche Eonftanten mitführen wird, 
darftellen. 

Iſt nun Y, beftfimmt, fo bietet die obige Gleichung 
{V) für H% eine befannte Zunction vonx und y dar. 

In ähnlicher Weife, wie fämmtliche (n+1) Gleihungen in (II) 
zur Beftimmung von H’, mitgewirkt, treten diefelben Gleichungen, 
die erfte ausgenommen, bei der Beſtimmung von H, auf. 

Berücfichtiget man nämlich die gewonnene Beftimmung für H/, 
aus Gleichung (V), fo bietet die weite der Gleichungen (III) fol 
gende dar: - 


dx dy. 
und wenn der Kürze wegen: 
u-%- [ask (a4) 
gefegt wird, zieht man aus derfelben folgende: 
= [Kıdx + Yı, (V)) 


wo, gleichwie in der Gleichung (V), die angezeigte Integration auf 
x Bezug hat, und wo ſonach die willführliche Eonftante der Inte 
gration, Yı nämlich, als eine noch zu befiimmende Function von 
y auftritt. 

. Zur Beftimmung diefer Function differenzire man von den 
Gleichungen (TIT) die dritte (n — 2) mal nad) einander partiell in Be- 
zug auf y, die vierte (n—3) mal nad) y und 1 mal nach x, die 
fünfte (a— 4) mal nad) y und 2mal nah x u. f. f., die vorlekte 
1mal nad) y und (n—3) mal nad) x, die lebte endlich (n— 2) 
mal nach x; diefe Gleichungen multiplicire man in der eben an- 
geführten Ordnung mit +1, —1, +1, — 1, uf. f.; nimmt 
man hierauf die Summe berfelben: fo ergiebt fi) die Gleichung: 








de n⸗ 

| a 
EM, AH Kann = Ha, Br d’°’A. 
— dy”” dy” n-3 dx dy"® dx? ydx n.J dx" 


Wird nun die Gleichung (V;), in Bam auf y, (n—1) mal nach 
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einander partiell differenzirt; fo ergiebt ſich durch Verbindung des 
Ergebniffes mit der eben aufgeſtellten Gleichung, folgende Beſtim⸗ 
mungsgleichung für V.: 


_ dA A 


day dy”? dy”>ax dx Mar re dx 





Differenziet man den Ausdruck zur Rechten diefec Gleichung nad) 
x, fo ergiebt fi) mit Zuziehung der Gleichungen (VI) und (os) 
Null zum Differenzialquotienten; demnach ift derfelbe independent 
von x, und diefe eben gewonnene Gleichung bietet, gleichwie die 
©leihung (VI) entweder nad) Gleichung (HD Nr. 299 oder auch 
nad) Gleihung (ID) Nr. 302 behandelt, Yı als Function von y mit 
(n—1) willkührlichen Conſtanten dar. | 

Nunmehr Yı eine beftannte Function von yvorftellt, 
bietet die Sleihung (V;,) den Eovefficienten H’, als be- 
tannte Function von x und y dar. 

‚Zur Beftimmung von Hs, übergehend, ziehen wir zuvörderſt 
aus (V;), „wenn wir diefelbe partiell nach y bdifferenziren, folgende: 

- = f dKı dx + dYı 

welche, mit der dritten der Bleichungen in (III) verbunden, folgende 
giebt: 


ma) 
fett man nun der Kürze wegen: 
u-%-[Tuss (03) 


fo erhält man: 

= fKıdı + Y, (V)) 
in der, da die angezeigte Integration nur auf x Bezug hat, die 
Conſtante der Integration Ws, ald Function von y erklärt werden 
muß, deren Beſtimmung ähnlich wie die von Yı und Y in fol 
gender Weiſe erzielt wird. 
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Bon den Gleichungen (III) differenzire man partiell die vierte 
(n—3) mal nad) einander in Bezug auf y, die fünfte (n—4) mal nad) 
y und 1 mal nad) x, die fechste (n—5) mal nad) y und 2 mal nad) 


x u. f. f., die vorleßte, 1 mal nach y und (n—4) mal nach x, die | 


legte (n—4) mal nad) x; in gleicher Folge multiplicire man Ddiefe 
Gleichungen mt +1,—1,+1,— 1, u ſ. w.: fo giebt ihre 
Summe folgende Gleichung: 











d”-2H , _ 
dy”” 
3 "In-9 n-3 SAn- n d" n 
EC | |, —————— 
dy”? dy”’dx dy”’dx? dydx dx 


Differenzirt man auch noch (n—2) mal nad) einander _die Blei 
Kung (Vz) partiell nach y, und verbindet das Ergebniß mit der 
eben aufgeftellten Gleichung; fo ergiebt fich folgende Beftimmungs 
gleichung für Ya: 

d’y, dA, d”°H, d’>A, 


—— — 
—— — — 








d 1-2 d -3 n-4 r n.5 3 
y y dy" dx dy "dx 
d"An-ı ; d’°H, d”’R, 
+ (—1)"* 1)" d«. wi 
( ) dy d Pl ( ) x d y’ 3) 


Der Differenzialguotient des Ausdruckes zur Rechten diefer Gleis 
Kung nad) x ift der Nulle gleich, wenn man die Gleichungen (VL) 
und (os) zuzieht; woraus die Unabhängigkeit ‚desfelben non x her⸗ 
vorgeht. Integrirt man daher denfelben (n—2) mal nacheinander 
. in Bezug auf y, entweder nach Gleichung (I) Nr. 299 oder nad 
Gleichung (II) Nr. 302; fo erhält man für Y, eine $unction bon 
y mit (n—2) wilfführlichen Eonftanten, welche, zur Aufrechthaltung 
der Allgemeinheit, verfchieden von den n willtührlichen Conftanten 
der Sunction Y und von den en der Function Yı gedacht fein 
müffen. 

Wird diefe für y gewonnene Beftimmung in Glei— 
hung(Vz)eingefeßt, fo ſteht auch H% als beftannte Sunc 
tion von x und y da. 

Wenn in diefer Weife, die Coefficienten in (II) vorangehender 
Nr. zu beftimmen, fortgefahren wird, fo ergiebt fi), wenn der 
Kürze wegen: 
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dY dk, | 
H5 — 7 — y u=K (u) 
seit wird, für nn die ie Gleichuns. 
=f K; dx + Y3; . (Vz) 


Die willkührliche 9 dieſer Gleichung oder Y,, wird aus fol- 


gender Gleichung: 
d”’y, _ d”*H, _ d’*H, A d”-H, 


dy”? —— dy”* dy"""dx dy”° dx? u 














nach der einen oder andern der bereitd mehrmals citirten Gleichun- 
gen, ald Function von y fammt (n—3) willführlichen Eonftanten zu 
ziehen fein. 
Stellt r eine der Zahlen: 
1, 2,3, 4,5, ...0n-2, ni 
por, fo gelangt man zur Kenntniß von H% ‚ nämlich zum ECoeffi- 
cienter von 
dx’ dy* 


im Differenzialausdrucke (IT) vorangehender Nr., auf folgendem 
Wege. 





Man feke: 
dY..ı dK:.ı 
Hr ag dy dx —K,, (a») 
fo ift: 
= [(Kı.d< + Yr, (v,) 


wo man zur Beftimmung von Y. die Gleichung hat: 
d”'Y, d""!Hen d’"-IH4o dPip4s 





DeF, = Fuer 7 n.r=2 + n-r-3 — 
dy dy dy "dx dy" "dx? 
r-1 n- 
+ (7? u + ef TE. m, 
ydx Ute det dy”” 


Der Ausdruck zur Rechten in diefer Gleichung ift von x unabhängig, 
weldyes in gleicher Weife, wie bei den Gleichungen (VI;), (VI) 
gerechtfertiget wird; integriert man daher folchen (n—r) mal in Bezug 
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auf y, entweder nach Gleichung (T) Nr. 299 oder nach Gleichung 
(I) Nr. 302: fo ftelit fi V. al8 Function von y mit (n— Fr) 
willtührlichen Eonftanten dar. 

Wird diefe gemonnene Befimmung für Y. in Die 
Gleichung (V:) gefeht, fo ſteht auch H’, als befannte 
Kunction von x und y da. 

Aus diefen allgemeinen Gleichungen wollen wir noch die befon- 
dern Fälle: \ 

r=n-?2mWdr=n-1 
folgern, d. h. die Beftimmungsgleichungen der Eoefficienten H’._s 
und H’„-ı zufammenftellen. 

Für die Annahme r= n— 2 gehen folgende Bleichungen hervor: 














. Hu — -— -[7 IKn.s dx = K.., (@n-2) 
H'-.2 = [ J dx + F N (Va-2) 
deY..2 — dHn-ı dHn , a’K.-3 
dy? --=-f a0 Van 


Die lektere diefer Bleihungen wird Ya-s, als Func— 
tion von ymit zwei willkührlichen Eonftantendarbieten, 
welche in Gleichung (Vn-3) geſetzt, auch U als be— 
kannte Function von x und y darſtellen wird. 

Endlich gibt die Annahme —n— 1 folgende Gleichungen: 





. dYn-2 dK.-2 
H.-ı — dy -f — dx = Ko, (œn-i) 
Huı = f Knı dx + Yıı , (Vn-1) 
ae = Hı — ( 2 dx. (VI...) 


Aus der tern dieſer .ihungen wird man V. 
als Function vonymit einer willktührlichen Conftante 
ziehen, welche in (V.-ı) gefeht, eine befannte Function 
von x und y für H’.-ı, oder für den lebten der Eoeffi- 
eientenindem Differenzgialausdrude (ID darbieten wird. 

Werden diefe Eovefficienten: 


Ho, Hu, H%, H3, ... Hua 
in den Differenzialausdruc (ID) vorangehender Nr. eingefeßt; dann 
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ſtellt folcher die unmittelbare vorangehende SIntegralfunction der da» 
felbft vorgelegten Differenzialfunction vom nten Grade unter den 
Variabeln x und y vor. Betreffend die Anzahl der mwilltührlichen 
Eonftanten der eben erwähnten Sntegralfunction, bedenke man, daß 
n ſolcher Eonftanten bei der Beftimmung von H/,, n—1 bei H4,, 
n—2 bei H’, u. f. w., 2 bei H’„-z, 1 bei H’„-ı erhalten worden; 
folglich ift die Geſammtzahl derfelben gleich: 
| Ja(n+1), 


die insgefammt ducch eine einzige Differenziation wegfallen. 


§. I. 


Mehrgliedrige nichtlineare Differenzialfunctionen 
dreier Variabeln. 


344. Auch im vorliegenden Paragraphen eröffnen wir die Un⸗ 
terfischungen über Sntegrabilität mit dem einfachften Falle der in 
der Weberfchrift angedeuteten Differenzialfunctionen. Mit Berufung 
nun auf die am Eingange zum vorausgefchickten Paragraphen in 
Nr. 337 gemachten Mittheilungen wird daher folgende Differen- 
zialfunction der Variabeln x, y und z, die des zweiten Grades in 
Bezug auf die Differenzialien derfelben ift, nämlich: 

Adx?2 + Bdy? + Cdz? + Ddxdy -+ Edzdx -+- Fdyvdz, (1) 
in der die Eoefficienten: 

A, B, C, D, E, F 


Functionen von x, y und z vorftellen, Gegenſtand unſerer erſten 
Betrachtnahme fein. Zuerftwerden wir uns mit der Mbleitung 
der Bedingungsgleichungen der Sntegrabilität derfelben befaffen, 
worauf wir dann zur Herftellung der unmittelbar vorhergehenden 
Sntegralfunction derfelben fchreiten werden, falld nämlich befagte 
Bedingungsgleichungen eintreffen. 

Sol diefe Differenzialfunction durch einmaliges totales Differen- 
jiren einer Function von x, y und z entflanden fein, fo muß le 
tere eine lineare Differenzialfunction derſelben Variabeln vorſtellen, 
die nach Nr. 278 der Form: 


Adx + B’dy + C’dı (2) 
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fein wird, wo A’, B’, C’ vor der Hand unbekannte Functionen der 
Bariabeln x, y und z bedeuten. - Dit der Lnterfuchung der Be 
fehaffenheit der Eoeffieienten in (1), damit diefe Annahme, die nad) 
den in oben citirter Nr. 337 gemachten Prämiffen die einzig denk: 
bare ift, als möglich erfannt werde, werden wir uns in diefer ımd 
in den nächftfolgenden drei Nrn. befaffen. 

Wir leiten diefe Unterfuchung ein, indem wir den Differenzial- 
ausdruck in (2) nach den Variabeln x, y, z differenziren, Dabei die 
Differenzialien diefer ald Conftante behandeln, und das Ergebnif 
mit dem Differenzialausdruce in (1) vergleichen. Das Ergebniß der 
Annahme, leuterer fei in der That ducch eine der Differenziation 
der erftern entftanden, ftellen folgende Gleichungen dar: 

dA’ , dB dA dB‘ _ 





7 Pe Zr ne er > He B, 
dA’ dC' 
dz —* ix =E, 3) 
dC’ dB’ dC' 
dy + z Ar mr. 


die ad Bleichheiten erkannt werden müffen, damit die eben er: 
mwähnte Annahme haltbar fei. 

Diefe Eigenthümlichleit der Gleichungen in (3) zu erfahren, 
bleibt ung der einzige Weg offen, die ung unbekannten Gunctionen AS, 
B’ und C’ aus denfelben zu eliminiren; d. h., wir haben ung mit der 
Herftelung der Bedingungsgleichungen unter den befannten Func- 
tionen: - 

A,B, cc, D,E,F, 
der vorgelegten Differenzialfunction (1) zu befaffen, die in Folge 
der vorigen Annahme hervorgehen können. 

Vergleicht man, zur Erzielung diefer Elimination, die drei auf 
der erften Zeile in (3) befindlichen Gleichungen mit den ganz analogen 
zu denfelben, nämlich, mit den Gleichungen (3) in Nr. 337; fo 
bieten folche, durch eine ähnliche Behandlung wie diefe angeführten, 
folgendes Eliminationgergebniß dar: 

| dA dD dB 


Auf eine ähnliche Bedingungsgleichung zu der eben aufgefteliten 
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führen die erſte, die vierte und die fechste der Gleichungen in (3); 
abermals eine Ähnliche rufen die dritte, die fünfte und die fechste 
derfelben Gleichungen (3) hervor: fo daß wir in Folge der Elimi- 
nation der Functionen A’, B’ und C’, in oben erwähnter Weife, fol- 
gende drei Bedingungsgleichungen aus den Gleichungen in (3) ziehen: 
ga _ dD , dB 
dy? dydx dx? 
d?C d?E d?A 
TC 77 ed 7 (9) 
34 
dz? dz.dy dy? \ 
Das beim Nichtftatthaben diefer Bedingungsgleichungen auf die 
Unzuläßigfeit der obigen Annahme, die Sntegrabilität der vorger 
legten Differenzialfunction (1) betreffend, gefchloffen werden darf, 
ift an und für fich einleuchtend; ob aber umgekehrt, nom Statt: 
haben diefer drei Bedingungsgleichungen ausgehend, ein Schluß auf 
das Borhandenfein einer der Differenzialfunction (1) entfprechenden 
Sntegralfunction, wie (2), gemacht werden darf, diefes fiheint aus 
Gründen, die wir gleich am Eingange der nächfifolgenden Pr. vor- 
führen werden, eine Entfcheidung in bejahendem Sinne zuzulaffen: 
nur erft nad) einer nähern Erwägung diefer Gründe, woraus deren 
. Unzulänglichleit hervorgehen foll, werden wir zur Angabe der noch 
übrigen, von (4) durchaus verfchiedenen Bedingungsgleichungen über- 
gehen, die zugleich mit (4) vealifirt werden müffen, damit die Dif: 
ferenzialfunction in (1), als unmittelbares Ergebniß der Differen- 
ziation einer linearen Differenzialfunction mie (2) erfannt werde. 
345. Wenn -mehrere, etwa m, allgemeine Größen durch ein 
Syſtem von n Gfeihungen, mo n>m ift, verbunden find, wobei 
jede der n Bleichungen mindeftens eine diefer ın Größen und über- 
dieß noch andere Größen, gleichfalls allgemeiner Art, enthält; dann 
ift jedesmal durch Elimination der zuerft erwähnten m Größen ein 
Syftem von n—m Gleichungen abzuleiten wenigſtens denkbar, in denen 
diefe m Größen indgefammt fehlen. Diefes Suftem von n— m Bleichun- 
gen wird, wie allgemein-befannt, je diefelbe Anzahl von Gleichungen des 
vorgelegten Suftems in der Weiſe immer erfeßen, daß je m Gleichungen 
des vorgelegten Syſtems in Vereinigung mit diefen n—m ein Syſtem 
von n Sleichungen darbieten, dag in aller und jeder Beziehung dem ur⸗ 
Raabe, Diff. u. Int. Rechmmg. 11. 15 


n 2 


— 0, 


— 0. 


[4 
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fprünglichen Syſteme von n Gleichungen, bevor noch irgend welche Um⸗ 
formung mit demfelben vorgenommen ward, fubftituirt werden darf. Es 
ift ferner gar wohl möglich, daß die durch befagte Elimination gewon⸗ 
nenen n— m Gleichungen, je nad) der Anordnung diefer Elimina- 
tion bald fo und bald anders ausfallen, d. h., unter diefen n— m 
Gleichungen dürften der Form nad) einige oder auch alle insgefammt bei 
einer gemwiffen Anordnung des Eliminationsgefchäftes verfchieden, 
als bei einer andern Anordnung desfelben fich herausftellen: dem 
Weſen nad) aber müffen diefelben, je ein durch Elimination ges 
wonnenes Syſtem von n— ın Bleichungen, unter einander gleichbe- 
deutend fein; nämlich, aus je irgend einem folhen Syfteme muß 
ohne Zuziehung anderer Hülfsgleichungen (etwa aus dem anfänglich 
vorgelegten Syſteme von n Bleichungen) jedes der übrigen entweder 
gefolgert, oder ald Folge erkannt werden: daß demnach nur n— m 
wefentlidy verfchiedene Gleichungen aus den vorgelegten gezo- 
gen werden können, die von den zuerft erwähnten ın allgemeinen 
Größen befreiet find. | 

Diefes vorausgefeht, wenden wir uns den Bleicdyungen (3) vor=. 
angehender Nr. und den aus denfelben durch Elimination von A’, 
B’, C’ gezogenen Bedingungsgleichungen in (4) zu. 

Es enthalten die fech8 Gleichungen in (3) die neun Größen: 

A,B,C,D,E,F, A',B,c', 


von denen die fech8 erften befannte und die drei leßten unbekannte 
Sunctionen von x, y und z find; die drei Gleichungen in (4) find 
Ergebniffe der Elimination diefer drei unbelannten Zunctionengrößen 
aus den erfigenannten fech8 Gleichungen: demnach follen, dem Vor⸗ 
ausgefchickten zufolge, diefe durch Elimination gewonnenen drei Glei⸗ 
chungen (4) auch die einzig denkbaren in Wefenheit fein, die eine 
Elimination von A’, B’, C’ aus (3) je darbieten kann; fo daf 
eine Differenzialfunction dreier Variabeln des zweiten Grades, die 
denfelben entfpräche, als durch unmittelbare Differenziation einer 
linearen Differenzialfunction entfprungen, erklärt werden dürfte. — 
Nun ift aber dem nicht fo, wie wir am Schluffe der vorhergehenden 
Nr. angedeutet haben, und wie aus dem Verfolge diefes Gegenftan- 
des noch hervorgehen wird. Die ganze Stübe diefer Folgerung 
berubet nämlich) einzig und allein auf dem mit dem Worte „Elimination“ 
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allgemein verknüpften Begriffe; dabei fieht man aber ſowohl von 
der Art und Weife, wie diefe Elimination vorgenommen, ald auch 
davon ab, wie und in welcher analytifchen Verbindung die eliminir- 
ten Größen in dem urfprünglichen Syfteme von Bleichungen enthalten 
find. Wenn 3.9. die Gleichungen (3) die zu eliminirenden Func- 
tionen A’, B’ und C/ felbft, nicht aber deren Differenzialquotienten 


enthielten, alsdann fünnte man diefelben, wie folcyes in der Analyfis 


des Endlichen üblich ift, mittelft algebraifcher Operationen (Einlei- 
tung Nr. 1 und 2) eliminiven: die drei Bleichungen ohne A’, B’, C’, 


die auf diefem Wege hervorgingen, wären dann aud, die einzig 


nothwendigen, jedes andere Suftem, das auf andere Weife noch 
erhältlich wäre, müßte nothmwendig eine Folgerung des zuerft ges 
wonnenen fein. Die aufgeftellten Gleichungen (4) aber find aller: 


- dings Eliminationgergebniffe der Yunctionen A’, B’,;, C’ aus den 
: fech8 Gleichungen (3); allein da einerfeits Iehfere nicht die zu elimi- 
nirenden Functionen felbft, fondern die partiellen Differenzialquo⸗ 


tienten derfelben umfaflen, diefe aber anderfeits nur mit Zuziehung 


von Sätzen, die in der Differenzialrechnung ihre Begründung erft 
: gefunden, eliminirt werden können: fo treten bier zwei Momente 


hinzu, die, da ſolche der Elimination, von der am Eingange diefer' 
Pr. die Rede war, fremd find, auch Ergebniffe anderer Art ge: 
märtigen Iaffen, und in der That auch herbeiführen. 

Daß dem fo fei, daß nämlich durdy den Hinzutritt diefer beiden 


| Momente das Ergebniß der Elimination in dev Weiſe mobificiet 
| wird, wie wir am Schluffe vorangehender Nr. angedeutet haben, 
werden wir dadurch darthun, daß wir außer den Gleichungen (4) 
noch drei neue Bedingungsgleichungen aus den Gleichungen (3) ab- 


m 39239 wer 0. — 


leiten werden. Beachtend jedoch, daß der vorliegende Fall nicht 
mehr zu den einfachen gehört, hingegen ein fehr leicht zu überfehen- 
der Fall ähnlicher Art, zur Beleuchtung und Erhärtung der vorigen 
Ausfage, uns bekannt ift; fo unterbrechen‘ wir in folgender Nr. den 
Verfolg unferer vorliegenden Unterfuchung mit der Mittheilung 
diefes einfachern Falles, worauf wir dann in den darauffolgenden 
Pen. den gegenwärtig in Rede ftehenden Gegenftand mieder auf: 
nehmen und feinem Endziele zuführen werden. 


346. Sm der Sntegralvechnung V Nr. 280 befaßten wir ung 
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mit der Auffindung der Bedingungsgleihungen, damit eine lineare 
Differenzialfunction der Form: 
Pdx + Qdy + Rdz, (a; 


in der P, Q, R befannte $unctionen von x, y und z vorftellen, 
ald unmittelbares Ergebniß der Differenziation einer Function diefer . 
Variabeln erkannt werde. Dafelbft find wir auf die drei Gleichungen: 


du : 
a ı I’ a! 


geführt worden; und da die Function u, deren partielle Differen: 
zialquotienten diefe Gleichungen darftellen, unbelfannt angenommen 
werden mußte, eliminirten wir folche und gelangten daburch auf 
folgende drei Bedingungsgleichungen : 

dp _dQ AR_AP Q_ ar 

dy — dx’ dx de’ d  dy' 
Anderfeits wiffen wir aber, wenn aus drei Gleichungen, ohne Zu | 
jiehung der Differenzialrechnung, eine Größe eliminiert wird, daß das 
Ergebniß der Elimination nur zwei wefentlich verfchiedene Glei- 
ungen darbietet. Wenn demnach von dem eben aufgeftellten Eli: 
minationgergebniffe ein Gleiches gelten foll; dann muß eine diefer 
drei Bedingungsgleichungen in. (8), als Folge der beiden andern 
erfannt werden, d. h. eine Differenzialfunction wie («) würde eine 
von x, y und z abhängende Sntegralfunction darbieten, wenn gleich 
nur zwei der Bedingungsgleichungen in (8) realiſirt werden, die 
dritte derfelben wäre ja alddann eine Folgerung der beiden andern. 
Dem ift aber nicht fo, wie ſchon aus folgendem befondern Falle 
hervorgeht. 

Sn der linearen Differenztalfunction: 
xyzdx + (42x? + zy?)dy+ (}yx?-+ yzt)dz, 
wo man alfo: | 
P=xyz, Q=3%zx°+zy?, R=4yx?-+ yz? 

hat, findet man allerdings zwei der Beoingungsgleichungen in (3) 
realifirt, nämlich: 


(3) 


0 ar _ ap 
AF7eA un dx — dz ' 


aber die dritte Bedingungsgleichung, die, ald Corollarium dieſer 








N 


? 


! 
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beiden, nothwendig realifirt werden foßte, findet dennoch nicht Statt; 
denn man bat: 


Dem —— — — 


folglich: 


Sa, es läßt ſich ganz allgemein darthun, daß feine der” drei 
Bedingungsgleichungen (8) eine nothmwendige Folge -der beiden übri- 
gen fei; fo daß, wenn zwei der Bedingungsgleichungen (8) auch 
realifirt würden, die dritte deswegen noch nicht nothwendig ein 
Statt haben müßte. 

Sn der That nehmen wir an, die SFunctionen P, 0: R von 
x, y und z ftellen Mare zwei Gleichungen: 

dP _4dQ dR_dP. 
* X’ ak TI’ 
als Sleichheiten dar; fo differenziren wir, um aus denfelben eine 
Folgerung zu gewinnen, erſtere partiell nad) z, lektete partiell nach 
y und nehmen hierauf deren Summe. Dadurch erhalten wir: 
RR  0Q 
dxdy — dxdz ' 
oder auch die Gleichheit: - 


(2 AR | 
d. _ er 
— d 2 dy — 0 ® 


dx 
aus der nun entnommen wird, daß der Ausdrud: 
dQ _dR 
da dy 


allerdings eine von x unabhängige Function vorftellt, daß derfelbe 
aber noc, eine Function von y und z fein kann, d. h., aus den hier 
vorgelegten zwei Bedingungsgleichungen kann lediglich: 

dQ _ dR 

d& dy 
gefolgert werden, wo f(y,z) irgend eine Function von y und z 
bedeutet. Dieſes Ergebniß ift in völliger Uebereinftimmung mit dem 
in dem oben betrachteten befondern Sale, für welchen: 


= f(y,.z) 
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fih berausgeftellt. Da nun aus den hier vorgelegten zwei Bein: 
gunsgleichungen die dritte in (8) Feine nothwendige Folge ift; un: 
da von je zwei diefer Gleichungen (8) ein Gleiche in Bezug au 
die dritte derfelben nachgewiefen werden kann: fo find dieſe dra 
Bleichungen fämmtlich unter einander verfchieden, und dag Ergeb: 
niß der Elimination von u aus den dreien, die partiellen Differen- 
zialquotienten von u nach) x, nach y und nad) z darftellenden Gla- 
chungen (a) befteht in drei von einander wefentlich ver: 
Thiedenen Gleichungen; welches Refultat verfchieden von dem 
des Eliminationsverfahrens in der Analyfis des Endlichen ift, das 
wir am Eingange der vorangehenden Nr. vor Augen gehabt. | 
347. Nachdem mir diefes vorausgefchicht, wenden wir ung aber: 
mald den Gleichungen (3) zu, aus denen wir, außer den dreien in ( 
zufammengeftellten Bedingungsgleichungen, noch drei andere ableiten 
werden, die mit jenen vereint, nicht nur die Integrabilität der vor: 
gelegten Differenzialfunction in (1) bedingen, fondern, wie wir in 
der folgenden Nr. eigens nachweifen werden, diefelbe auch zur Folge 
haben. 
Differenzivt man behufd Erlangung diefer Bedingungsgleichungen 
die zweite der Gleichungen (3) partiell nach z, die vierte nach y 
und die fünfte nad) x, fo erhält man, wenn die lektere von der 
Summe der beiden erfteren fubtrahiet wird, folgende Gleichung: 





dD _ dE _dF_ „BA, 
dz dy dx dydz — 


differenzirt man ferner von denfelben Gleichungen (3), die fünfte 
nach x, die zweite nach z und die vierte nach y, ſubtrahirt dam 
die lebte von der Summe der beiden erften, fo ergiebt fich die 
Bleichung: - 
EEE D_dE_ ,aB_, 
dx  d dy dadix 
. differenzirt man endlich diefelben Gleichungen (3), die vierte nach 
y, ‚bie fünfte nach x und die zweite nach z, fubtrahirt von der 
Summe der zwei erften die lebte, fo ergiebt ſich: 
Ed D_,xc 
dy dx dz dxdy 
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Diefe drei Bleichungen differenziven wir in der Ordnung ihrer 
Folge partiell nach x, nad) y und nach z; von den Gleichungen 
(3) werde die erfte einmal nach y und einmal nach z, die dritte 
einmal nad) z und einmalnad) x, die fechdte endlich einmal nach x und 
einmal nach y partiell differenzirt ; multiplicirt man dann jede der zulekt 
erhaltenen drei Gleichungen mit 2 und addirt die erfte zu der erften der 
drei zuerft angedeuteten Gleichungen, die zweite zu der zweiten und 
die dritte zu der dritten: fo ftellen fich die drei in Rede ſtehenden 
Bedingungsgleichungen ‚ wie folgt dar: 

„24 _dD CE 
dydz dazdx “ dydx ' dx?’ 

dB _ dr, dD_ @E 
dzdx dxdy dzdy dy? ’ 

— _ IE, GE @D 
dxdy dydz dxdz dz=' 





(5) 


Diefe drei Bedingungsgleichungen find es nun, die mit denen 
in (4) Nr. 344 aufgeftellten. realifivtt werden müflen, damit die 
dafelbft vorgelegte Differenzialfunction zweiten Grades dreier Va—⸗ 
riabeln, als Folge der Differenziation einer linearen "Differenzial- 
function derfelben Variabeln x, y und z erkannt werde, wie ſolches 
in der folgenden Pr. auf ganz unzmweideutige Weiſe dargethan 
werden foll. 

348. Bei Zugrundelegung der ſechs Bedingungsgleichungen in 
(4) und (5) werden wir in vorliegender Pr. zeigen, mwie aus den 
Gleichungen (3) die bisher noch immer unbekannt vorausgefekten ' 
Goefficienten A’, B’, Co der linearen Differenzialfunction (2), als 
Sunctionen von x, y und z darzuftellen feien. 

I. Aus der erften der Gleichungen (3) wird zunächſt: 


= fAdı rg) 0) 


gezogen, two, da die angezeigte Integration zur Nechten nur auf x 
Bezug hat, die willführliche Conftante diefer Integration unabhän- 
gig von x, und lediglich ald Funetion von y und z auftreten kann, 
welche Function wie durch 9(5, 2) vorgeftellt, und fofort auch be- 
fimmen werden. 

Die zweite und vierte diefer Gleichungen (3) bieten nämlich, 
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vermöge des eben für A’ aufgefiellten Ausdrudes, folgende X- 
fimmungen dar: 


dx 
unter den Gleichungen (3) kommen ferner audy folgende vor: 
Bun, 0 Mc, 
ner 


wenn nun aus diefen fünf Gleichungen, durd) partielles Differen- 
ziren derfelben, die Größen B’ und C’ eliminirt werden: fo ergeben 
ſich folgende drei Gleichungen: 





dy(y,2) _dD dB deA | 
dy? — dy arx  ) dy dx, ın 
day.) _dE dc aza 
— "aa -(® x. e 
d’g(y,z) __ dD dE dF d?A 
? dya — dz dy dx ? dyaz iX * 


die wir bei der Beſtimmung von I(y, 2) zu Grunde legen. Wenn 
nämlich die Eonftante der Integration bei der Beſtimmung von A’ 
in Gleichung (6), d. h. wenn g(y,z) in der That von x unabhän- 
gig iſt, dann muß jeder der Ausdrüde zur Rechten in diefen fo 
eben aufgeftellten drei Gleichungen, nach x differenzirt, den Null: 
werth darbieten; und da folches in der That eintrifft, wenn man 
die zwei erfteren der Bedingungsgleichungen (4) und die erfte der 
Bedingungsgleichungen in (5), als beftebend vorausfeßt: fo 
eignen ſich diefelben, wie behauptet wurde, zur Beflimmung von 
H(y;z), wie wir folches fofort auch zeigen werden, wenn die An- 
nahme des Beſtandhabens der eben angeführten drei Bedingungs- 
gleichungen beibehalten wird. 
Gehen wir bei der Beflimmung von a(y,z) von der Gleichung 
(9) aus, und ſetzen der Kürze der Darftellung wegen: 


dD dE dr aꝛa 
(ara) Seren. (10) 
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wo alfo f(y,z) eine befannte Function von y und z vorſtellt; fo 


erhalten wir nach Gleichung (III) Nr. 306 folgende Beſtimmungs⸗ 
aleichung : 
60. ) I5 G6G. dar Y + Z, (14) 


wo das zweifache Integrale vechterhand in der Weife zu vollziehen 
ift, wie Eingangs der Nr. 309 mit genügender Ausführlichkeit 
mitgetheilt ward. Ferner ftellen die zur Rechten diefer Gleichung 
beigefetten Größen Y und Z, falls blos die Gleichung (9) in Be⸗ 
tracht gezogen wird, erftere eine willtührliche Sunction von y und 
leßtere eine folche von z vor; diefelben werden aber beftimmt, 


wenn den oben aufgeſtellten Gleichungen (7) und (8) gleichfalls 
' Rechnung getragen wird. 


! 


Sn der That bietet diefe Gleichung (11)-durch Differenziation 
die folgenden bar: 


d. un 2) dY 
= fr.) dz + F 


— _ dz 
— 0 fo» dy + 1°’ 


differenzirt man erftere noch einmal nad) y und lebtere noch einmal 
nach z, vergleicht dann die Ergebniffe mit den Gleichungen (7) 
und (8); fo erhält man zur veſimmung der Functionen Y und Z 


folgende zwei Gleichungen: 


dY dD dB (3 (er fy2) ; 
_—e — — ——- dx — ‚ 
dy? 


d?Z dE dC d?A d.f(y,z 

au $Swe- [Sue 
aus welchen Y als bekannte $unction von y und Z ale bekannte 
Sunction von z wird ermittelt werden, wenn dargetban werden 
kann, daß der Ausdrud zur Rechten in der erften diefer Gleichungen 
nicht nur, was bereitd gefchah, von x, fondern auch von z unab⸗ 
bängig ift, und daß es mit dem analogen Ausdrucke in der zweiten 
diefee BSleichungen ein gleiches Bewenden in Bezug auf y habe. 
Diefer doppelten Anforderung wird aber in ber That beim Gtatt- 


haben der zweiten und dritten der Bedingungsgleichungen in (5) 
volftändig entfprochen; ſonach werben diefelben auch, jede nach einer 
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zweimaligen Integration, Y als Function von y und Z ald Function 
von. z darbieten. 


Werden nämlich folgende Gleichungen der Kürze der Darftel: 


fung wegen ER 
d?A df(y,z) , _ 
7% -(»% _ (tn Daa=Yı, 
d?A d.f(y,z) — 
a %& -- [= il ur y=2. 
wo alfo Y, und Z, refpective bekannte Yunctionen von y und z 


find; fo erhält man nad) Gleichung (1) Pr. 299: 


Yeyfıa-f[Yıydy + et 
2. =ı[{Zıd — (Zızda +a re, 


(12) 


(13) 


wo a, b, a’, c willtührliche Conftanten find, die von feiner der 
Variabeln x, y und z dependiren. 

Die Gleichung (11) geht fonach, wenn man bedenkt, daß a 4 a’ 
nur eine willführliche Conſtante vorftelt, alfo auch durch a erfekt 
werden kann, in folgende über: 


a(y,z2) = f f f(y,z) dy dæ 
a Sri Sn Sf Zuna 
+a-+ by + cz; (13) 


und wenn diefe gewonnene Beftimmung in Bleichung (6) für H(y,z) 
gefeßt wird, erhält man A’ als bekannte Function von x, y und z, 
welche die drei willführlichen Conftanten a, b und ce mitführen wird. 

Il. Nunmehr A’ und oly,z), als bekannte Functionen auftre- 
ten, legen wir ung die zweite und dritte der Gleichungen (3), näm⸗ 
lich die beiden Gleichungen: 


dB’ dA' daB’ 
ın dy =D, dy B, 


zur Beftimmung von B’ vor, und zwar, da diefe Gleichungen die 
partiellen Differenzialquotienten von B’ bloß nach x und nad) y 
angeben, werden wir vorläufig auch 2, ald Lonftante behandeln; 
erft im Verfolge dieſer Beflimmung von B’ werden wir die Va— 
riabilität von z mit in Betracht ziehen. 

Wird diefem nach z als Eonftante behandelt, fo hat man: 
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‚_.dB' dB’ 
dB = — «+ Fre 


oder auch, vermöge der beiden vorangehenden Gleichungen, die . 
folgende: | 


aB- = (n - 7) dx + Bdy; (15) 


und damit der Ausdruck zur Rechten dieſer Gleichung unter der 

Annahme des Conſtantſeins von z, als vollſtändiges Differenziale 

von x und-y auftrete, fo daß, nach Integration desfelben, die DBe- 

ftimmung. von B’ unter der eben getroffenen Verfügung über z 

auch möglich werde, ift das Eintreffen der Bedingungsgleichung: 
dD dB d?A' 


Yu” mp ”n° 


unerläßlich Entegralrechnung V Ne. 282). Nun bat man aus 
Gleichung (6): 
x + PA 1 .„ @gly,2) (y, 2) 
—— J11 
welche Gleichung mit Zuziehung von (7) die Realität der eben 
aufgeſtellten Bedingungsgleichung darthut; folglich iſt der Ausdruck 
zur Rechten in Gleichung (15), wenn in demſelben 2 als Conſtante 
behandelt wird, ein vollſtändiges Differenziale einer Function von 
x und y, daher wird auch dieſe Gleichung (15) eine erſte und 
vorläufige Beftimmung von B’ darbieten. 
erden alfo folgende Gleichungen- feftgeftellt: 





D, -D- —, 
| "iD 116) 
— —— _ 

Bi =B f * dx ; 


fo bietet die Gleichung (c) des in oben eitirter Nr. 282 aufgeftellten 
Theorems folgende Beftimmungsgleichung für B’ dar: 

= (Dıdx + (Bıdy + Z, (17) 
in welcher die erfte angezeigte Integration nur auf x, die zweite 
nur auf y Bezug hat; B, ſtellt nach derſelben citirten Mr. 
eine von x unabhängige Größe vor; Z/ endlich ift die willführliche 
Eonftante der Integration, die unter borliegenden Umſtänden eine 
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Function von z fein kann, welche wir jur vollſtandigen Kenntniß 
von B’/ noch zu beſtimmen haben. 

Zur Beftimmung von Z’/ in der eben aufgeftellten Gleichung (17) 
nehmen wir die beiden letzten der Gleichungen (3), nämlidy, die 
folgenden zwei Gleichungen vor: 

dc’ dB’ dC’ 


, traf wre 


Differenzirt man die erfte partiell nad) z und die zweite in gleicher 
Weiſe nach y, fo bietet deren Unterfchied folgende Gleichung dar: 
AB dF  dC 


Tu Wu’ (18) 


die Bleichung (17) zweimal hintereinander partiell nad) z differenzirt 
giebt auch: 
d2B’ dD, X* EB „BZ 
dz2 (5 de + dy dz? ’ 
ſonach hat man zur Beltimmung von “ die Gleichung: 

dZ‘ _ dF dD, dB, 

dz3 =-:-7-/[3 dx -( dy, (19) 
von der, oder richtiger, vom Ausdrude zur Rechten derfelben, noch 
darzuthun erübriget, daß folcher von x ſowohl ald von y unabhän- 
gig iſt. 

Wird diefer Ausdrucd, die Unabhängigkeit besfelben von x dar- 
thun, nach dieſer Variabeln partiell differenzirt, fo ftellt, da B, 
von x unabhängig ift, folgendes Ergebniß: 

d2F dc dD, 


— EEE — ———— Gem 


dxdz dxdy dz? ’ 


den Differenzialquotienten dar; wird hier der Werth für D, aus der 
erften der Gleichungen (16) eingeführt, fo geht diefer Differenzial: 
quotient über in: 

d2F d2C d2D dꝰA 


m — — m — - 


dxdz . dxdy dz? * dydz? ’ 
nach Gleichung (6) bag man aber‘ 


a _ pda dgty.z) 
dydz? - (var dx + dydz? ' 


oder auch mit Zuziehung der Gleichung (8): 
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da ÄEE ac 


— — — 


dydz? ” dydz dxdy’ 

ſonach ſtellt ſich dev befagte Diſſerenzialquotient nach x auch fol- 
gendermaßen dar: | 

SE > Er — D — 2 PC . 

dydu  dxdz dz? dxdy ' 
und da diefer Ausdruck vermöge der dritten unter den in (b) zu⸗ 
fammengefteltten Bedingungsgleichungen gleich Null ift: fo ift der 
Ausdrud zur Rechten in Gleichung (19) unabhängig von x. — Der- 
felbe Ausdruck ift auch von y unabhängig. Differenziven wir, die- 
fe8 darzuthun, denfelben partiell nach y, fo ftellt ſich der Differen- 
jialquotient, wie folgt dar: 

| In --m-( 

oder auch, beachtend den Werth vun B, aus der zweiten der Blei» 
dungen (16), wie folgt: 


dyd2 dy2 da’ 
diefer Ausdrucd geht aber vermöge der dritten unter den in (4) 
zufammengeftellten Bedingungsgleichungen in Null über: fo ift auch 
die Richtigkeit unfrer lehtern Behauptung dargethan, und der Aus⸗ 
druck rechterhand in Gleichung (19) implicirt weder die Variable x 
noch die Variable y. Es eignet ſich fonadh diefe Gleichung 
(19) vollkommen, die Größe 2’ al8 Function von zdar- 
zuftellen. 
Wird nämlich der Kürze wegen: 


dF _dC daD, @B, , _ 

da dd (9 dx (m dz? dy = 2 (20) 
gefeßt, fo bietet die Gleichung (19) mit. Zuziehung des in Nr. 299 
Vorgetragenen folgende Beftimmungsgleichung für 2° dar: 





zZ =-ı[, u — (Zzdte+rfz, (21) 


wo e und £ willführliche Eonftanten find. 
Denken wir uns nun diefe Beftimmung von Z’ in (17) eingefeßt, 
fo ſtellt ſich B’ als befannte Function von x, y und z heraus, die 
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außer den von A’ herrührenden mwilltührlichen Conſtanten noch die 
zwei foeben eingeführten e und f enthalten wird. 

II. Nunmehr A’ fowohl als B/, bei Zugrundelegung der in 
(4) und (5) zufammengeftellten ſechs Bedingungsgleichungen,, durch 
befannte Zunctionen von x, y und z darftellbar anzufehen find, 
erübriget uns noch die Beftimmung von EC’. Diefes zu erzielen, 
gehen wir von den drei letten der in (3) zufammengeftellten Gfei- 
chungen aus. 

Diefe Sleichungen ftellen fich auch folgendermaßen dar: 


de, _U de, _dB de 


Tr Bel Pr ‚Ze Meer Er 
und da man 
‚dc dc’ dc’ 
dC = 7 dx + *F dy -+ 7 dz 
bat; fo erhält man zur Beftimmung von C’ die Bleichung: 
dc" =(® _ =) dx +(F _ =) dy+Cd, (2) 


die, wenn der Ausdruck zur Rechten ald vollftändiges Differenziale 
einer Function von x, y, z erkannt wird, für C’ diefe Function 
felbft darbieten wird. Da nun zum Eintreffen diefer Anforderung 
folgende drei Gleichungen: 

dEE dF dA dB: 


 — Zn (EEE — ——⏑ u Gi 


dy dx  dzıdy dzdx’ 


als Bleichheiten zu beftehen haben; fo wenden wir ung der Begrün- 
dung diefer Eigenthümlichkeit zu, indem wir einzig die bei der 
Beftimmung von A’ und B’ gefolgerten Ergebniffe in Anſpruch 
nehmen. 
Zuerſt bat man’ aus der Bleichung (17), da B, und Z’ dafelbft 
von x unabhängig find, folgende Gleichung: 
dB’ 


aD 
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oder auch, vermöge ber erſten unter den Gleichungen (16): 


differenzirt man diefe nach z, fo hat man: 
dB’ _dD dA 


dzdx  dz dzdy ’ 


die Gleichungen (6) und (9) geben ferner gehörig verbunden folgende: 
dE _ dF „dA dD 
dy dx day dz ’ 
- addirt man diefe zur unmittelbar vorhergehenden Gleichung · ſo 
fließt die erſte der drei zur Beſtimmung von C’ unerläßlichen Be⸗ 
dingungsgleichungen. 
Zweitens bietet die Gleichung (6), zweimal hintereinander partiell 
nach z differenzirt, folgendes Ergebniß dar: 


dA’ _ * — V. 2). 
Arẽ dz? 





durch Addition diefer Gleichung zu der in-(8) fließt fofort die zweite 
der oben aufgeftellten drei Bedingungsgleicyungen. 

Was endlich die dritte diefer Bedingungsgleichungen betrifft, ift 
folche ducchaus mit der Gleichung (18) einerlei; diefe haben wir in 
II. bei der Beftimmung von Z’ benust: fonach find wir auch dieſe 
als Beſtehend anzunehmen berechtiget. 

Es erfcheint diefem nach, wenn in Gleichung (22) für A’ und 
B’ die in I. und II. gewonnenen Beftimmungen derfelben einge⸗ 
ſetzt werden, der Ausdrud zur Rechten dafelbft, ald vollftändiges 
Differenziale einer Function von x, y und z; integrirt man das⸗ 
felbe nach dem in Pr. 283 aufgeftellten Theoreme: fo ftellt das Er- 
gebnig der Integration, das eine neue willkührliche Conftante her⸗ 
beiführt, die Befimmung von C’ ald Sunction von x, y und z dar. 

Merden nun die für A’, B’, C’ ermittelten $unctionen von 
x, y und z in den Differenzialausdruc (2) der Nr. 344 eingefekt; 
fo ftellt das Ergebniß, das ſechs millführliche Conftanten enthalten 
wird , die unmittelbar vorausgehende Sntegralfunction der am Ein- 
gange derfelben Nr. vorgelegten Differenzialfunction (1) vor. 


349. Das in vorangehender Pr. entwickelte allgemeine Verfahren, 
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zu einer vorgelegten integrabeln Differenzialfunction des zweiten 


Grades dreier Variabeln die nächſtvorhergehende Integralfunction 


herzuſtellen, bringen wir hier auf folgenden beſondern Gall: 
x dx?-+ydy?’+2dz2?+(x +y)z?dxdy+(2-+x)y2d2dx + (y+z)x?dydz. 
zur Anwendung. 


Bei einer Vergleichung diefer mit der allgemeinen Differenztal- 


function (1) in Nr. 344 hat man: 
A=x,B=y, C=z, 
D=(x+y)2?, E= (z+x)y9?, F- (y+z)x2; 

und da diefe Functionen für A, B, C, D, E, F fowohl den Be- 
dingungsgleichungen in (4), al8 audy denen in (5) entfprechen: fe 
fchreiten wir, ganz diefelbe Ordnung der vorangehenden Nr. beot- 
achtend und den dafelbft mitgetheilten Vorſchriften folgend , zur 
Serftellung der FZunctionen A’, B’/, C’ der in (2) Nr. 344 ange: 
nommenen SIntegralfunction. 

1. Die Gleichung (6) vorangehender Nr. auf den vorliegenden 
Fall angewandt, geht in folgende über; 

A!’ 4x2 + g(y,2), 
wo die Function 9(y,z) von y und z aus der Gleichung (14) da: 
felbft zu beftimmen ift. Es feßt aber diefe Gleichung (14) die Kennt: 
niß der Functionen: 
fiy,z), Yı und Z, 

voraus, ſonach haben wir ung, diefe letzteren zu beflimmen, den in 
(10) und (12) aufgeftellten Gleichungen vorerft zuzuwenden. 

Aus diefen Sleichungen findet man, für den vorgelegten Fall: 

f y,2z) = 2yz, 
Y,=z2- 220 u Leer -»2=0; 


daher geht die Gleichung (14) über in: 
a(y2)=2f fyzdyda +a+ by + cz, 
oder auch, wenn die zweifache Integration zur Rechten vollzogen 


wird, in: 
(y, 2) =4 y222 Ha + by + cz. 


Diefe Gleichung mit der oben für A’ aufgeftellten Beſtimmungs 
gleichung vereint, erhält man: 


A — 
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wo a, b, e willführliche Conftanten find. 

II. Behufs der Beftimmung von B’, dem Coefficienten von 
dy in der zu ermittelnden Sntegralfunction, wenden wir ung den 
Ergebniffen in IL. vorangehender Pr. zu. 

Die Sleichung (15) dafelbft geht, beachtend die für A’ bereits 
gewonnene Beftimmung, in folgende über: 

dB’ = (xz? — b)dx + ydy. 
Sntegrirt _ man den Ausdruck vechterhand unter der einftiweiligen 
Vorausſetzung, daß z eine Conftante verbleibt; fo erhält man be- 
achtend die Gleichungen (16), die gegenwärtig in: 

D, =xz—-buındöB =y 


übergehen, aus Gleichung (17) folgende Beftimmungsgleichung für B': 
= ( (zz? — b)dx + (ydy+z, 
oder auch, nach vollgogenen SIntegrationen, die folgende: 
B=4x222 br +4ypP + Z, 
wo die unbekannte Sunction von z, nämlich Z’, nad, Gleichung 
(19), welche folgendermaßen ausfieht: 
—z = 2—- 2(ıı=- 2 —- 20, 
zu beftimmen ift. Vollzieht man diefe Beftimmung nach den Glei- 
chungen (20) und (21), fo erhält man: 
Z =e-+fz; 
und wenn diefes Ergebniß in die vorige B’ barfiellende Gleichung 
eingeführt wird, erhält man: 
B'= 4x2? — hx +r4yPP me +fz, 
wo e und f zwei neue willführliche Conftanten find. 

III. Webergehend endlich zur Beftimmung von C’, dem Coef—⸗ 
fiienten von dz in der SIntegralfunction, legen wir die Gleichung 
(22) vorangehender Nr. zu Grunde. 

Zieht man nämlich die für A’ und B’ bereits gewonnenen Er- 
gebniffe zu, fo geht diefe Gleichung (22) in folgende über: 

dC’ = (xy? — c)dx * 'yx?® — f)dy 2423 
Raabe, Diff. u. Int. Rechnung. I. 16 
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vergleicht man den Ausdruck zur Rechten mit der Differenzialfunc: 
tion (a) Nr. 283 und integrirt folchen nach den Gleichungen ic) 
und (d) De fo erhält man: 
- fuayp? — c) dx — ffdy + [zda+g, 
und nad) —* Integrationen, die folgende: 
C=4xy? — ex — ſy — 4122 rg, 

wo g die willkührliche Eonftante diefer Integration vorftellt. 

Alle hier gewonnenen Refultate zufammengefaßt, bietet die am 


Eingange vorgelegte Differenzialfunction zweiten Grades der drei 


Variabeln x, y, z folgende unmittelbar vorhergehende Integral: 
function dar: 
(4y22? + 4x? byreoz+a)d+ (42° 1y2 + fz —bx + e)dr 
+ 4x2yP? +42? — cx—fy+g)dz, 
wo a, b, c, e, f,g die ſechs mwillführlichen Integrationsconftanten 
vorftellen. 
350. Wir legen ung nunmehr eine Differenzialfunction dritten 
Grades dreier Variabeln, der Form: 
Adx? + Bdy? + Cdz? + Ddx?dy + Edxdy? 
+ Fdz?2dx + Gdzdx? 


+ Hdy?dz + Kdydz? + Ldxdydz, (1) | 


zue Unterfuchung in Rückſicht auf Integrabilität vor, wo A, B, 
C, D, E,... . . betannte Sunctionen der drei Varinbeln x, 
y und z vorftellen. | 
Die unmittelbar vorhergehende Integralfunction diefer vorgeleg- 
ten Differenzialfunction Tann nur von folgender Form fein: 
A'dx? - B’dy?2 + C’dz? + D’dxdy + E’dzdx + F'dydz,, (2) 


wo A’, B’, C‘, D’, E/, F’ gleichfalls Functionen von x, y, 2 vor⸗ 
fielen, die wir aber, da ung noch unbelannt ift, ob die vorgelegte 
Differenzialfunction unmittelbares Ergebniß einer Differenziation fei 
oder nicht, als unbekamte FSunctionen diefer drei Variabeln vor: 
läufig erklären. 

Geſetzt nun die Differenzialfunction in (2) ftelit eine Integral⸗ 


function zur vorgelegten in (1%) vor; dann muß diefe dag Ergebnif 
einer vollftändigen oder totalen Differenziation jener nad) den Va⸗ 
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viabeln x, y und z fein, wodurch folgende zehn Gleichungen fich 
berausftellen: 


aA mr?’ 
dD' _ dB‘ dB’ _ 5 
dy dx 'dy ° 
dC' dC’ dE' 
Fre Peer Pe 
dE' dA’ 
“tra = 3) 
dB‘ dF' 
* 5 — H, 
dF dC' 
m’rmyrr 
daD’ dE’ dF' Ä 
+ — + — =L.. , 


dr dy dx . 

Da, wie bereits erwähnt wurde, die Functionen A’, B’, C/, D’, 
E’, F aus (2°), wie deren partielle Differenzialquotienten nad) den 
Variabeln x, y, z, uns unbekannt find; fo bleibt ung, zur Erlan⸗ 
gung der Einficht eines gleichzeitigen Beftandhabeng diefer Gleichun- 
gen (8°) kein anderer Weg offen, als diefe unbefannten Functionen 
zu eliminiren, um dann das Ergebniß diefer Elimination, das nur 
noch die bekannten Sunctionen A, B, C, D,.... aus (1) um 
faffen wird, in diefer Beziehung unterfuchen zu können. 

351. Die in frühern Nrn. behandelten, denen in (3°) vorangehender 
Pr. zufammengeftellten analogen Gleichungen, die Gleichungen (3) 
in Nr. 344 etwa ausgenommen, waren ſämmilich fo einfacher Ber 
fchaffenheit, daß die Ausgangs vorhergehender Nr. angedeutete vor⸗ 
zunehmende Elimination mit denfelben, als leicht vollziehbar nicht 
allein erkannt ward, fondern, diefelbe ift in jener Vollſtändigkeit zu- 
gleich und auf einmal jedesmal in einer Weife vollgogen worden, daß 
man auf deren Ergebniß geflükt, unmittelbar zur Integration der 
betreffenden Differenzialfunctionen übergehen und diefelbe zu Ende 
führen konnte. Biel vermwidelter aber ftellte ſich dieſes Elimina- 
tionsgefchäft ſchon bei den- vorhin citirten Gleichungen in Nr. 344 
dar. Da erfahb man nicht fobald, daß die Sleichungen (4) dafelbft 
noch nicht das vollftändige Eliminationsergebniß- repräfentiren, felbft 
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dann noch nicht, als bereits die Gleichungen (5) Nr. 347 hergeſtellt 
waren; noch immer gebrach ed eines genügenden Grundes diefe 
Bleichungen (5) in Bereinigung mit den vorhin genannten Glei— 
chungen (4), ald das volftändige Eliminationsergebniß anzufehen 
Erft in der darauf folgenden Pr. 348, wo wir bei Zugrundelegung 
der oben genannten ſechs Bedingungsgleichungen in (4) und (5) die 
verlangte Integration wirklich hergeftellt hatten, erft dann erkannten 
wir in diefen ſechs Bedingungsgleichungen dag Gefammtergebniß der 
Elimination der unbekannten Sunctionen A’, B’, C’ aus den Glei—⸗ 
chungen (3) Nr. 344. — Daß nun die zehn Gleichungen (3°) voran: 
gehender Nr., mit denen wir und gegenwärtig zu befaffen haben, 
viel complicirter, als die eben befprochenen find, leuchtet ſchon bei 
einem bloßen Hinblick auf diefelden ein; und da ferner aus dem von 
und bis jett jedesmal befolgten Gang, die Integralfunction einer 
mehraliedrigen nichtlinearen, den Bedingungen der - Integrabilität 
entfprechenden Differenzialfunction herzuftellen, nicht fo leicht eine 
allgemeine Regel zu ziehen fein dürfte: fo erachten wir es als eine 
nicht unmefentliche Zugabe, wenn wir noch ein Verfahren mittheilen, 
das die Vorzüge vereint, das Eliminationgergebniß, von dem bis 
jetzt beftändig die Rede war, in feiner Gefammtheit auf einmal 
darzubieten und diefes zugleich dadurch anzudeuten, daß beim Be 
ftandhaben desfelben, die Möglichkeit und Vollziehbarkeit der Snte- 
gration auf eine ganz unzweidentige Weiſe mit erfannt werde. Ueber 
den wefentlichen Inhalt Ddiefes Verfahrens werden, da wir 
folches unmittelbar auf den vorliegenden Fall zuc Anwendung brin- 
gen, die folgenden Nrn. genügenden Auffchluß geben. 


352. Die Gleichungen in (3°), von denen gegenwärtig die Rede 
ift, enthalten fämmtliche erften partiellen Differenzialquotienten der 
fech8 Sunctionen: 

A,B,C,D;,.E,F, («) 
nach den drei Variabeln x, y und z. Wären diefer Gleichungen 
achtzehn, und wären folche auch brauchbar fämmtliche fo eben ge 
nannten partiellen Differenzialguotienten, deren Anzahl gleichfalls 
achtzehn iſt, durch bekannte Zunctionen von x, y und z darzuftellen; 
dann würde je ein Syſtem von drei zufammengehörenden Ppartiellen 
Differenzialquotienten, die nämlich je einer der Functionen, in («) 
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entfprechen, nach den Nrn. 280 und 346, ein Syſtem von drei 
Bedingungsgleichungen darbieten: fo daß alsdann das Gefammter- 
gebniß der in Rede ftehenden Elimination ein Syſtem von achtzehn 
leicht herzuftellender Bedingungsgleichungen vorftellen würde. Da 
wir aber gegenwärtig nur zehn Gleichungen, die Gleichungen in (3) 
Pr. 350, unter befagten partiellen Differenzialquotienten haben; fo 
tönnen wir durch Einführung von acht neuen Gleichungen, die außer 
diefen partiellen Differenzialquotienten noch acht neue und unbekannte 
Functionen enthalten, den vorhin befprochenen Zuftand vorläufig ber> 
fielen. Die nunmehr durch Elimination der Functionen in (c) fich 
Darbietenden achtzehn Bleichungen werden allerdings die neueinge- 
führten acht Functionen mitführen; allein. Diefe werden wir, nachdem 
wir erft befagte achtzehn Gleichungen hergeftellt haben werden, in 
ähnlicher Weife mwegfchaffen, wie wir folches fofort bei den Functio⸗ 
nen in (a) mittelft der Gleichungen (3°) zeigen werden. 
Stellen nämlidy die acht Größen: 


M,N,P, 0, R,S, T,U, («’) 


und zwar jede derfelben, unbekannte Functionen der drei Bariabeln 
x, y und z vor, und flelt man folgende achtzehn Gleichungen auf: 


dA’ dA’ dA’ 
Fre y-N" iu, =N 
dB’ dB’ aB' 
ar > a=° 

N 1 N 
ae Rn, dc _ 5, doc, 
dx . dy dz (#) 
dD’ dD’ dD' 
—;=’?-M, y-Ee-r dz — N) 
dE‘ dE’ dE’ 
u>=*-N y’ iz=Fr-R 
dF’ dF’ dF’ 
at - T-8, 5-9 0, = EKE-5;j 


fo umfaffen folche nicht nur die zehn Gleichungen in (3%, fondern 
auch jene acht Gleichungen, die diefelbe Anzahl von Functionen, nämlich 
die in (a‘) zufammengeftellten, einführen. Es erfeßen fonach diefe achte 
zehn Gleichungen in (4) vollſtändig die zehn Gleichungen in (3%; 
fo daß, wenn aus denfelben auf dem in der Analyfis des Endlichen 
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üblichen Wege die neueingeführten Functionen in (a) elimimtt 
werden, lebtere, die Sleichungen in (3%), wieder zum Vorſcher 
kommen. 

Behandelt man nun je drei zufammengehörende diefer Sfeichun- 
gen (4), die nämlidy auf einer 3eile jedesmal zuſammengeſteln 
find, in berfelben Weife, wie die analogen, die partiellen Differen- 
zialquotienten von u umfaflenden drei Gleichungen in Nr. 280, ie 
ftelit fich jedesmal ein Syſtem von drei Gleichungen heraus; dieſe 
zufammengeftellt, geben folgende achtzehn Gleichungen: 

dM da dN _dA dN _dM 
x" y’ ku’ dyTt u’ 
dp _dB dQ _dB dp _dQ 
dy dx’ dy dz’ d2 dx’ 
dR dC dS ac dS dR 


[= 
8 
& 
dx 
— 
S 


 —— nn GE — — um 


dy dz dy ’ 
dU dN _dG 
"dx + dy ' 


——— — | — — 
RE — — e 
—— (m — —— U — — 


Gem mi dia — — ——— 


welche von den in vorliegender Nr., in (a), zuſammengeſtellten Func⸗ 
tionen unabhängig find, dafür aber die partiellen Differenzialquo- 
tienten der neueingeführten unbefannten Functionen in (a') enthalten, 
mit deren Elimination wir ung in der folgenden Nr. befaffen werden. 

353. Die achtzehn Gleichungen Ausgangs vorangehender Wr. 
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enthalten die 24 erſten partiellen Differenzialquotienten der daſelbſt 
eingeführten 8 Functionen in (c) nach den Variabeln x, y und 2. 
Um aus dieſen Gleichungen die fo eben erwähnten partiellen Diffe— 
renzialquotienten zu eliminiren, haben wir vorerſt, wie bei ähnlichem 
Anlaſſe in vorangehender Nr., fechs neue Gleichungen einzuführen, 
die eben fo viel neue Functionen von x, y und z impliciren. Aus 
den nunmehr fich ergebenden 24 Bleichungen werden wir dann fämmt⸗ 
liche 2% partiellen Differenzialquotienten der Functionen in (a) 
ausdrüden und folche hierauf, wie verlangt, nad) Nr. 280 eliminiren. 
Stellt man nun durch: 


M,N’,P,0,R,s (a) > 


die zuleßt befprochenen, neu einzuführenden ſechs Sunctionen von 
x, y und z vor, fo umfaffen folgende 24 Gleichungen: 


AM_dA AM ,,dD_ dE dM__„.,dD 

dx dy dy — dy d’d — dz ’ 

dx dz’ dy — d2’ da” dx dz ’ 
P_ u,  w_8ß de 

dx 0° dy dx ’ da —7 dz ’ 
W__ordE 40 _dB Q_r+H KK 

dx dz .dy dz dz d dy 

5) 

Rp R__.,dE dR_ac 

dx dy dy dz dx 

dS__ WE dS dS _dC 

dx” dy ’ dy ’ dz — dy ’ 

dT _ dT_ _, dT _ ‚„dL ,‚dF dK 
Mr Pa Er u Fr ar ar Pr 
dU „„‚„I4G dD dU_ ‚„GE dL dA dUÜ_,. 


/ 
die 18 Sleichungen Ausgangs vorhergehender Pr. und die neuein- 
geführten fech8 Gleichungen; fo daß, wenn aus diefen 24 Gleichun⸗ 
gen die unbekannten Functionen in («’’) eliminirt werden, die erſt⸗ 
genannten 18 Gleichungen wieder zum Vorſchein Fommen. 

Werden nun je drei zufammengehörende diefer Gleichungen, be- 
hufs der Elimination der Functionen in (a’), nad) Pr. 280 behan- 
delt; fo bietet je ein folches Eliminationgergebniß ein Syſtem von 
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drei Gleichungen dar, die wir auch nach) der Ordnung der Entſtehum 
bier folgen laffen: 
am _ dA _ ED, @E AN. ED _ aA 
dx “ dy dxdy dx?’ dx  dxdz dydz ! 
| dM dN _ @E 
zZ’ y id 








⸗ 
‚2 


’ 


ax dD dA dP_dA dC _EF 
a et 
dl dP Oo dD dG _ @F ( | 
— + = = oo + -——— 
dz dy dz? dydz dxdy ' 
iM _ dB dO'_ GE _ dB 
GT ww Tan 
dm _ dQ' ._ deE (e) 
u x Ti’ 
de _ dE _ dB dR._dB_ GH _ OR 
Tu Tata |, 
3 


dd _ dA _ CE _ HH _ dK 


da dx — = dzdx ° dxdy ' 


ap⸗ as de (e) 
dy a dxdy ’ 
RO EC de’ BF ac 


ug ——— — SÜNDE On — 


dz — dy2 ” dz  dydz . dxdy ’ , 


z'y 


' _dN _. 

dx dy ’ 

dN 4 2 gs’ _ @L EFF _ d2K 

dz ’& " Du dxdy dx? ? (& 
dS’ 4 dd’ _ dEL 3 dex dk 

dy dz “ dydz dy? dxdy ’ 


‚U, N _OE, Lau. @c, db 
“ dx dy “ dxdz dxdy dx? dy? dydz 
dN’ dS d’D d?G 
dd |4„dx- 7 der ° dydz ' 
daS’ d0 d’>E d2H d2L 


dy +3, = dz dadz ” dydz 


| 
) 


(b) 
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Don diefen 24 Gleichungen gehen einige, und zwar ſechs ald Fol⸗ 
gerungen der übrigen hervor. So ift die zweite der Gleichungen (a) 
mit der erften der Bleichungen (b) identifch, eben fo die zweite der 
Gleichungen (c) mit der erften der Gleichungen (d) und Die zweite, 
der Gleichungen (e) mit der zweiten ber Bleichungen (5; ferner 
erhält man durdy Subtraftion der dritten unter den Gleichungen 
(c) von der dritten in (a) die erfte der Gleichungen (g), eben fo 
ergiebt fi) durch Subtraktion der dritten unter den Gleichungen (e) 
bon der dritten in (b) genau die zweite der Gleichungen in (b); 
addirt man endlich je die dritte der Bleichungen in (d) und (g) 
und fubtrahirt von der Summe die dritte in (f), fo erhält man 
auch die dritte der Gleichungen in (h). Diefem nach ftellen fich 
die ſechs Gleichungen, die erfte der Gleichungen (b), die erfte der 
Bleichungen (d), die zweite in (f), die erfte in (g), dann die 
zweite und dritte der Gleichungen in (h), ald Folgen der übri- 
gen diefer acht Sufteme von Gleichungen heraus; daher fallen die- 
felben außer Betrachtung und es erübrigen ung, zur Beflimmung 
der erften partiellen Differenzialquotienten der ſechs Functionen in 
(a''), gerade fo viel Sleichungen, als diefer Differenzialquotienten da 
find , die wir auch mittelft diefer Gleichungen wie folgt beftimmt haben: 
dM’ d?A d2D d?’E 


nd — (GEBE 


da — u ' m’ 





Yy.' (6) 
m m 

dz, * dydz dxıdz dy% " de? Br) 

dl dA &D 

AT "az ’ 

aN’ d2D d2E EG dH _ deL 
raten —— ar) z 
LEER Pr DO ie Ze De 

dz dz? dxdy dydz dx? dxdz /’ 
a’ _ dA 0PG , VE \ 

dx dz dzdx dx? ’ 

mE Em 
dy ° dz? dxdy dydz dx? dxdz / ' 

dB 34 dsc 
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ad’ _ «ID _ dE _dG _ AH d2L 

de — Il Aydz ° iadz Ay? de * Idy)' 

de _ daB _ dE ö 
dy — dxdz dydz ’ 
do’ @E d’F den d?K d2L 

dz =+(? m ae an 55) N 
de’ _ /dE_ dF dA „dk _ dL 

dx (“= dy2?_  dzdx dxdy dydz / ’ 

dd dB AH _ dK 10: 
dy da? dydz dy2 ’ (10°. 
dr’ _ dic 

dz “ dy’ 

ds’ d2D * d?F d?G _ d2K + d?L , 

de INT ee + andy * Aydz dar * dad)’ 

dS’ d?E d?F de n d’K d?L 
dy + ( dz? ? dy? od * Axdy * 172) at 
ds’  dF ac 

dz dydz dxdy 





354. Werden nun je drei zufammengehörende diefer Gleichun: 
gen (6°) bis (11°) nach Nr. 280 behandelt, fo ergeben ſich im 
Ganzen 18 Gleichungen, die von den Goefficienten der in Nr. 350 
vorgelegten Differenzialfunction (1) abhängen, und demnady leicht 
zu verificiren fein werden. Unter diefen 18 Gleichungen fommen ſechs in 
jweimaliger und eine fogar in dreimaliger Wiederholung vor; fo 
daß nur 10 wefentlich verfchiedene Bedingungsgleichungen unter den 
Sunctionen A, B, C, D,.. . oder unter den Coefficienten der 
eben erwähnten Differenzialfunction ſich herausftellen, die wir hier 


folgen laffen: 


d’B 
da 


d’E 


d>D d3A 


dx?dy + dxdy?_ dy3 =», 
dG _ dF dc, | 
dz2dz dad? de 02 (12) 
EHE dB _ 
dy?dz dydz? da — 2 
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dH @L d3E d3G d>D 
a a et a ya 
IK _ EL _dF, dD,,„ IC _, dA _, 
dx’ dx?da dx?!dy  dxdz? dxdydz dz2dy 
G _ dL _dD,dH, »dE _,dB _, 
dy? dy2dix dy?2dza dydx?  dxdydz dx2dz 
FE dL dK _ dE H a _ | 
dy?  Ay2dz  dy?dx * dydz?  "dadydz dedd  ’ 
dE dL d>H d’F d>K dac 
AF5J A yo 
dD dL d3G d’K dsF d3C 
ds A de a yo 
IK _dF ,dE _ AH, de ID _..am 
dx?zdy dxdy? ddx dzedı dyddz dydz? 


Die acht Gleichungen, die ald Wiederholungen eines Theiles der 
bier aufgeftellten zehn Gleichungen mweggelaffen worden find, vertheilen 
fi) unter den lektern in der Weife, daß zwei derfelben mit der 
Bleihung (14°) und die ſechs übrigen beziehungsmeife mit den ſechs 
Gleichungen in (13°) identiſch find. 

Diefe zehn Bedingungsgleichungen werden nun zu realifiren fein, 
damit die Annahme in Nr. 350, die Differenzialfunction (1°) da- 
felbft fei Ergebniß der Differenziation einer Differenzialfunction wie 
(2X), nicht zu den Unmöglichkeiten gehöre. Umgekehrt nimmt man, 
im Sale des Statthabens diefer Bedingungsgleichungen, beachtend 
die Deduction 'derfelben, nicht allein die Zuläffigkeit der eben er- 
wähnten Annahme, ſondern auch, wie in der folgenden Nr. eigens 
wird gezeigt werden, den Weg ab, beſagte Integralfunction 
herbei zu führen. 


855. Durch ein fucceffiveg Zurückgehen von den Bedingungs- 
gleichungen (12°) bis (14°) auf die Gleichungen (6°) bis (11°) vor- 
angehender Mr., hierauf von diefen auf die Gleichungen (5°) Nr. 353, 
dann endlich von diefen auf die Gleichungen (4°); durch ein folches 
fucceffives Zurückgehen gelingt es zulekt die unbekannten Functionen 
in (@) Pr. 352 oder die Eoefficienten der Differenzialfunction (2°) 
Nr. 350 herzuftellen, wie folches fofort dargethan werden fol. 


1. Beim Statthaben der Bedingungsgleichungen (12°) bie (14) 
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ftellen in den Gleichungen (6) bis (11’) die partielen Differensial: 
quotienten: — 2 

dx’ dy’ d’ d'’' dy’ dd’ d«'’''" 
Functionen von x, y und z or, die in die linearen Differenzial: 
functionen: | 


dM ‚dM' dM’ 

res dx + dy dy I dz N 

dN- dN‘ dN’ 

KT "zu Br * us, 
dp‘ dP' dp" 

ar dz + ay dy + — dz , 


gefeßt, letztere in vollftändige oder integrable Differenzialfunctionen 
umfeßen; werden diefe nach Nr. 283 integrirt, fo bieten folche in 
derfelben Drdnungsfolge die in Nr. 353 eingeführten und in (=’N 
zufammengeftellten $unctionen: 

M,N,P,0,R,s, 

jede mit einer von der Integration herrührenden willführlichen Con- 
ftante verfehen, dar. 

D. Denken wir ung diefe eben genannten ſechs $unctionen 
ermittelt, und feßen die für diefelben gewonnenen Beſtimmungen in 
die Gleichungen (5°) Nr. 353 ein; fo ftellen fich die partiellen Dif- 
ferenzialquotienten: 

dM dM dM dN dN dN dP 
x’ y’ a’ a’ dv’ m’ Kr 
die diefe Gleichungen (5°) darbieten, dergeftalt heraus, daß wenn 
ſolche in die Differenzialfunctionen: 
dm dx + dM dy + aM 
dx dy 
dN dN dN 
“Fr, Iı+7, % 46) 
dP dP- dP 


nur tr 


eingefebt werden, diefe in vollftändige integrable Differenzialfunctionen 
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übergehen. Denn die Gleichungen (a) bis (h) ftellen die zu erfül⸗ 
Ienden Bedingungsgleichungen diefer Ausfage dar; diefe Gleichungen 
find aber mit denen von (6°) bis (11°) gleichbedeutend oder vielmehr 
einerlei; und da letere beim Statthaben der Bedingungsgleichungen 
(12°), (13°) und (14°), wie bereits in I. feftgeftellt worden, zugleich 
Beftand haben: fo find auch die 8 linearen Differenzialfunctionen 
in (16°), wie behauptet wurde, Ergebniffe unmittelbarer Differen- 
ziationen, deren Sntegralfunctionen die in Nr. 352 unter (a’) 
zufammengeftellten acht Functionen: 
M,N,P,OQ,R,S, T,T, 

jede mit einer willführlicyen Sntegrationsconftante verſehen, dar- 
ftellen werden. 

III. Denten wir ung ferner auch diefe acht Funetionen herge- 
ftelt; dann bieten, nad) Einführung derfelben in die Gleichungen 
(4°), diefe die partiellen Differenzialquotienten : 

aa dat da Bi dB AB dc 

dx ’ dy ’” d2 ’ dx ’dy’ dd’ ix’ 
als bekannte Functionen von x, y und z dar,’ welche in die linen- 
ven Differenzialfunctionen: 


' dA 
ir ad + az dz, 
dB’ dB‘ dB’ 
dC’ dC’ dC 

dx q dy dy — dz “2, 


gefeßt, folhe aus ähnlichen Gründen, die wir vorhin in II. 
bei ähnlichem Anlafje geltend gemacht, als vollftändige oder integrable 
Differenzialfunctionen herausftellen. Integrirt man diefe fech3 linearen 
Differenzialfunctionen nach Nr. 283, fo werden abermals 6 will- 
führliche Conftanten eingeführt, und die ſechs Ergebniffe diefer In⸗ 
tegrationen ftellen dann die in Nr. 352 unter («) zufammenge- 
ftellten Sunctionen: " 
A,B,cC,D,E,F 
dar, welche das Endziel unferer vorhegenden Unterfuchung abgegeben. 
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Sept man diefe für A’, B’, C/, D/, E/, F’ gefimdenen Sur: 
tionen von x, y und z in (2°) Wr. 350; dann frellt die fo gem: 
nene Differenzialfunction zweiten Grades, die 20 mwilllührliche € 
ftanten enthalten wird, das unmittelbar vorhergehende Integr 
der vorgelegten Differenzialfunction dritten Grades in (1°) derfi 
Pr. dar. 
356. Die allgemeinen Ergebniffe der letzten ſechs Nrn. wolle 

wir auf einen befondern Fall, nämlich auf die Differenzialfuneter 
dritten Grades: 

4x3 (y2 22) dxꝰ + Ay? (22 - x2) dyꝰ + 42° (x? + y?) dz? 

+ y(z2?+2x) dx?dy + x (2? + 2y') dx. dy? 

+ x(y2? +22) da?dx + 2 (y? +2 x') dz dx? 

+ 2zydy?dz + 2yz? dy dz? 

+ 4xyz dxdydz, 










zur Anwendung bringen. 
Bergleiht man diefe mit der allgemeinen Differenzialfunctien 


in Nr. 350, (1X), fo hat man: 

A 4 x3(y2 + 2), B=zıyP(2+-x2), C=4zr’(x?2+y2, 
D=y(?-+2x°), E=x(2?+2y®), 
F=x(y?+22), G=z(yP?-+-2x°), 

H=2zy*®, K-= 2yzb, 
L = 4xyz; 
und da fämmtliche 10 Bedingungsgleichungen (12°), (13°) und (14° 
vealifict werden, fo übergehen wir auch zur Herſtellung der Inte⸗ 
gralfunction. 
I, Die Gleichungen (6°) bis (119 auf den vorliegenden Fall 
angewandt, geben folgende Beftimmungen: 


dM' dM‘ dM' 

— — .— HR 3 — 7 

dx =b, dy =3y, a 2 

aN‘ dN' “ dN‘ 

Lahr er 525 

dP' dpP⸗ dP' 

dx =0, dy 0; dz = 82 
‘ ' ) 

a0 ag =0, aQ — 2x, 


dx =?22, dy — dz 


eg 
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daR _ de _ un⸗ 
dx "—.’ dd Tr dd 
dS’ dS’ as’ 
a "7 =?x, dz 


I 

00 
N 

“ 
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".aher bieten die Differenzialausdrücde in (15°) folgende Gleichungen 


ur Beftimmung der Functionen M’/, N’, P’/, Q’, Re, S’ dar: 


, * 


Hm 


dM’ = 8y’dy, 
dP’ = 82° dz, 
dR' = 823 dz, 


dN' = 2zdy + 2ydz, 


dQO'’ = 2xdz + 2zdx, 
aS'’ = 2ydx + 2xdy; 


"aus welchen, durch Integration, die folgenden ‘gezogen werden: 


pP = 


R' = 


2y° + 9, N=2yz+a, 


0’ = 2zx+ 3a, 


22 +0, S=2xyHr%, 


wo a4, Ag, 23, A;, As; as die fech8 Integrationsconftanten- find. 


II. 


dM 
dx 
dN 
dx 
dP 
dx 
do 
dx 
dR 


dx 


das 


dx 
dT 
dx 
dU 


dx 


Diefe für M/, N‘, P%, . . . gewonnenen, wie die am Ein- 
= gange für A, B,C,D,. 

und z, in die Gleichungen (5°) gefeht, erhält man folgende Be— 
‚ flimmungen: 


xy, 
8x22, 
EN + 2y, 
2, 
a3 + 2z°, 
— a; 
a2 + 2yz, 


a9 + 2yz, 


dM 


dy 7 


dN 


dy 7 


dP 


y 7 


do 


dy 7 


dR 


y7 


d8 


dy 7 


aT 


dy 7 


dU 


dy — 


a + 2, 


— 23, + 2zx, 


dz 


— 
— 


« . feftgeftellten Sunctionen von x, y 


. 


— 1, 

a, + 2x®, 
4, 

a + 2y®, 
8z2’x, 
Bzdy, - 
— 23 +2xy, 


a + 2xy, 


welche in die Differenzialfunetionen (16) geſetzt, und diefelben hier- 
auf integrirt, folgende Beſtimmungen für M, N, P,Q,.. . darbieten: 
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M=2xty+ay—s2+m, N=- 212 - 8y+ a32 = a2, 
P=2y!ıı+- ax— 32 +9, Q=2yz—a,X + a52 # a0. 
R=2zx + a3x — gy+aı, S=2zZy— x + 8y -+ an, 
T=2xyz txt ay—-23z + 32,, 
U=- 2xyztax-2,yt az + 2a,,, 


WO a7, as, - . . 24, die acht willführlichen Eonftanten der eben er: 
wähnten Sintegrationen find. 

III. Werden endlich die eben beftimmten, wie die die am Ein- 
gange für A, B,C,. . . feftgeftellten Zunctionen von x, y, und z 
in die Gleichungen (4), dann die fo fich ergebenden Beſtimmungen 
der partielen Differenzialquotienten : 

aa da aa Ba a dc 

dx ° dy ’ dz ’ dyy’ dd’ de’ 
in die linearen — eingeſetzt; ſo erhält man 
zur Beſtimmung von A/, B’/, C, ... folgende Gleichungen: 
dA’ C AMAX (yꝰ -22)dx + (xy a.yy — 82 + a,)dy 
-(2 x42 — agy tr az aꝶ) dz2. 
dB’ (2 yx — a,z Hra,x + ag)dx + Ay’(2? -Xx) dy 
+ (2yiz +32 — ax # a,u)dz, 
dd = (27x Hr — ey tan )dx - (dzty— ax +25 y -+as)dy 

’ | +h23(2? + y2)dz, 
dD’ = (zy—a,y + 892 — a,)dx + (zz + 3,2 — aıx — a9) dy 

+ (xyz ax a,y— 222 + ay,)dz, 
dE' = (Pz ra y—a,3z - as) dx + (2zyz Ha3gx—2a,y+ ag Z+a)dy 
+ (yPx — a3 x + a y—ay)dz, 







dF'’ = (— 23x + a4Y -r 862 - ais au)dX + (a7 + X —ag)dy 
+ (X — asy — an)dz; 


integeirt man endlich die Differenzialfunctionen zur Rechten der 
Bleichheitszeichen nach Nr. 283, fo erhält man: 

Am xily? + 22) + 4a, yꝰ — ay2 + 32322 Hay + 332 + As, 
BY(22 + x?) + 4 a,2° — a,2x + Lax? + 8002 + @9X + Rip, 
C= zr(x? + PP) + Jazz? — agxy + 4a; y? + az + Ay + a, 
D’=xy? —- axyH2XHn,Jz gg? —Aa7X—0gy + az + A, 
E’— zxy? FBgXxy—a32X4+ 8 yZ —a,y? — 3X + ayJ — AuzH an, 
Fey +HBzx— as Jyz—n2°— (a; + a,)X— any — Az + ap, 
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wo ass Ayss » - + a2, die ſechs willtührlichen Conftanten der letztern 
ſechs Integrationen find. 
Seht man diefe für A’, B’, C/, De, E’, F’ gefundenen Func- 
tionen von x, y, z in die Differenzialfunction (2°) Nr. 350, dann 
ftelit das Ergebniß, das die 20 willführlichen Conftanten: 


a), Ag. 83, A,, B5, AG, -. . An 


enthalten wird, das unmittelbar vorhergehende Sntegrale der am 
Eingange vorliegender Nr. aufgeftellten Differenzialfiinction deitten 
Grades der drei Variabeln x, y und z vor. 


357. Die in den vorangefchichten fieben Nrn. behandelte Diffe- 
renzialfunction dritten Grades dreier Variabeln haben wir in einer 
Weiſe mitgetheilt, daß mit Zuverficht angenommen werden kann, 
e8 finde nunmehr, vom theoretifchen Gefichtspuntte betrachtet, keiner- 
lei Schwierigkeit Statt, ähnliche Differenzialfunctionen in Beziehung 
auf Sntegrabilität einer Unterfuchung zu unterlegen. Wir unter- 
laffen daher Differenzialfunctionen dreier Variabeln vom vierten, 
fünften und noch höherem Grade befonders in Unterfuchung zu 
ziehen, zumal wir noch in folgendem Paragraphen, der ausfchließ. 
lich) der Unterfuchung einer Differenzialfunction zweiten Grades mit 
n Variabeln beftimmt ift, die Unterfuchungen in Bezug auf Intes 
grabilität ganz in derfelben Weife, wie den zuleßt behandelten Fall 
leiten werden ; woraus noch Mancherlei zur Aufbellung des in den 
letztem Nen. zur Anwendung gebrachten Verfahrens hervorgehen 
dürfte. 


$. IM. 


Mehrgliedrige Differenzialfuncttion zweiten Grades 
von no Bariabeln. 


358. Eine Differenzialfunction des weiten Grades der n Va⸗ 
riabeln : 
Xı, X, Ki, Zr Kay cr cco. Xn 
ift von folgender Form: 
Raabe, DIE. u. Int. Rechnung. U. 17 
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X,ı dx? + X, dx? + X, 3 dx? + X,s dx? +...+ X, dx: 
+ X,,dx dx, + X,, dx dx, + X%,, dz dx +... + X, „dx, ds, 
+ X,, dx dx + %,, dx dx +... X,, dx_dz, 
+ — dx, +... + X, dx, dx, 
* Ku.,, n-1 de —9— 1 + x, n dx, dz, 
+ X, 1,ndx, ı dx, , (A; 

wo die Coefficienten: 


Kay Kap Ksı Kunse eo. X... 
Kor Koss Kar .......... > 
Kay ÄAgaus rer eenn . 

2,3 2,4 Kon (B; 
X 20 ’ X 8,.n ’ 
Kuı,n ’ 


deren Anzahl gleich: 
n + In (n—1) ode 4n(n + 1) 


ift, Sunctionen der n Variabeln x, x3, X, ... Xu borftellen. 
Diefe Functionen werden gewiſſen Bedingungsgleichungen nad) 
zufommen haben, damit die vorgelegte Differenzialfunction, aß 
unmittelbares Ergebniß der Differenziation einer linearen Diffe 
renzialfunction derfelben n Variabeln, jedody mit Conftantfegung der 
Differenzialien derfelben, erkannt werde. Die Herftellung dieſer 
Bedingungsgleichungen nun, und zwar deren Gefammtheit, d. h., 
ohne Uebergehung einer oder mehrerer derfelden, dann, unter Vor: 
ausfeßung ihres Beſtandhabens, die Möglichkeit einer einmaligen 
Sntegration der vorgelegten Differenzialfunction anfchaulich zu machen; 
diefen doppelten Endzweck wird die Art, wie wir die Unterfuchungen 
leiten werden, vereinen, die wir mit der folgenden Nr. eröffnen. 


359. Wird die unmittelbar vorhergehende SIntegralfunction der 
vorgelegten Differenzialfunction zweiten Grades (A), falls eine ſolche 
nämlich exiſtirt, durch: 


X, dx, + Xgdxy X3 dxʒ + X, dx, + . . . . + X. dın (C) 
dargeſtellt, wo: 





’ 
3 


R 
“ 


x 
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Xı, X, X, K,,....Xn, (D) 


unbekannte Functionen der n Variabeln xı, x⸗, x, . . . x, find: 
’ 


Dann bietet auch das Ergebniß der Differenziation diefer linearen 
Differenzialfunction nach fämmtlichen n Variabeln die vorgelegte 
Des zweiten Grades in (A) dar. 

Vollzieht man diefe Differenziation unter der Annahme, daß 
nur die n Variabeln und nicht deren Differenzialien unendlich Hein- 


werdende Bariationen erleiden; fo ift der eben gemachten Audfage, 


.. —— — — 


falls unter den Variabeln x4, x, X, . . . X keinerlei Zuſammen⸗ 
hang fefigeftellt wird, nur infofern zu entfprechen möglich, als fol- 
gende Gleichungen: 





























dX, — aX, dx/ 
dx, — A ’ dx + dx, = X ’ 
dX, dX; 
dx; ” dx, — Xy3 ’ 
dX, dX, — (aı) 
dx; + dx, — X 
dx, dX. 
dXn + dx, — An, 
IX, _ aX,  dX; Br 
I, — Im % m, rm 
dx⸗ dx 
— = X, 
de, dx . (a5) 
dXx⸗ dXn 
a m ru 
dX;3 — dX; dX, “ 
I 7 X3,3 , u; iu = X3,4, 
. (a3) 
dX; dXn 
dx * dxʒ * — 
dXn-2 AXn-2 dX.. . 
dus” Asus N dur + dur = Xn-2,n-1 ‚) 
dRn _ Un. (an) 
dXn dan. nn: 


% 
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dX..ı dX..1 dXn — 

= X,.1.n-1 , A + dıı = X. m» (&.-1) 
dXn 
dx, — X (a) 


beftehend vorausgefeht werden. 
Wenn aud diefen Gleichungen die unbelannten Sunctionen 
in (D), oder vielmehr die partiellen Differenzialguotienten dieſer 
Functionen, eliminiert werden, fo erhält man die Bedingungsglei- 
chungen der Sntegrabilität der Differenzialfunction (A) zum Ergeb— 
niffe. Diefes jedesmal in der Ausgangs vorangehender Nr. angebeu: 
teten Weife zu erzielen, wird in den folgenden Nrn. mitgetheilt werden. 


360. Die Anzahl der Gleichungen der n Syſteme (a.), (as), 
(a3), * . » (au) dorangehender Nr. ift: 


n+(n—1)+(n—2) *+(n—3) +... +3+2 +1, 


oder auch In(n + 1) glei), die Anzahl der aus denfelben zu eli- 
minirenden partiellen Difierenzialquotienten ift n.n, oder n?; es er: 
mangeln fonach, diefe partiellen Differenzialquotienten durch befannte 
Functionen der n Dariabeln x,, %2, X, . . . Xn auszudrücken, um 
nachher die Elimination derfelben nach Nr. 281 bemwerkftelligen zu 
tönnen, eine Anzahl von n? — In (n + 1), oder to (n— 1) Gleis 
chungen. Führen wir, um dennod) die eben erwähnten partiellen 
Differenzialquotienten ausgedrückt zu erhalten, eine der zuleßt ange 
gebenen gleich große Anzahl von unbekannten Hülfsfunctionen ein; 
fo gewinnt man folgende Beflimmungen: 


dx? = An u, 7 130 0,, = Us... = Un, (BE) 
4X, dx⸗ dx⸗ dx 

dxı = X,,9- U12, — dxge — = X, — dx; — ⸗VUꝛ. yon Fr = Uzn ’ (E,) 
dX; * dX; dX 

ur = X,3-U13, —— rn = X,,5- Un Ans: U ‚ (E;) 
dXx. dxXx. dXu dx. 

I um -Un ds —Xon-Usn, ... da, Auto Una "I, Aus, (E,) 


wo. 
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Uns; U» U, 0. Un, 


Ugs, Uns, - - - Un, 
U;,, oo. Uza ) (F) 
Un, ; 


diefe Hülfsfunctionen find, deren Anzahl gleich In (n — 1) ift umd 
die wir uns, als unbefannte Functionen von fämmtlichen n Varia⸗ 
bein x4, X2, X5 ... X. denfen. Werden aus diefen n Syſtemen 
von n? Gleichungen nach) der in der Analyfis des Endlichen gemein 
üblichen Weife die eben eingeführten Hülfefunctionen in (F) elimi- 
nirt, fo kommen wieder fämmtliche in den. Syftemen (a4), (a3)...(an) 
enthaltenen Gleichungen zum Vorſchein. 
Jedes der mn Syſteme: 
(Ei), (Ei), (Ed), 20.0. (En) 


bon je n Gleichungen bietet, nach Nr. 281 behandelt, ein. Syftem 
von In (n — 1), daher alle zufammen ein Syftem von 1n?(n— f) 
Bleichungen dar, die zur Ausmittelung fämmtlicher erften partiellen 
Differenzialquotienten der eben eingeführten Hülfsfunctionen in (F) 
führen. Denn, wie ſchon oben bemerkt wurde, find diefer einge: 
führten Hülfsfunctionen ! n(n — 1); daher ift die Anzahl der erften 
partiellen Differenzialquotienten derfelben nach ſämmtlichen n Varia⸗ 
bein x4, x2, xz, ... Xu gleich +n?(n-— 1), weldye mittelft der 
gleichen Anzahl von Gleichungen, wie in den folgenden zwei Pen. 
wird gezeigt werden, befliimmt werden können. Erft nad) vollzo⸗ 
gener Beftimmung derfelben kann, und wird jedesmal auch, zur 
Serfiellung der verlangten Bedingungsgleichungen gefchritten werden. 

361. Um die Beflimmungen der partiellen Differenzialquotienten 
der in vorangehender Pr. eingeführten Hülfsfunctionen in der ganzen 
Allgemeinheit zu erzielen, heben wir von den n Syſtemen der Blei- 
dungen in (Ei), (Es), (E3), - . » (En) derfelben Nr. die drei in: 

(E;), (En), (Ex) | 
enthaltenen befonders heraus, wo g, b, k ganze Zahlen vorftellen, 
die aller Werthe von 1 bis und mit n fähig find, welche folgenden 
Ungleichheiten : 
g<h<k. 

nachlommen. 
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Stellen wir diefe eben genannten drei Syſteme von Gleichungen Ä 
etwas ausführlicher, als in voriger Nr. nöthig war, hier zufammen, 
fo haben wir: 


d . 
X. -U,, Geox, U, .onn.r. eKurlen, 











dz, 
—— we 
ln. Ge ln.. Een. a, U Sn. 
a .... KU. Kr lin, | 
a = (Eu) 
S Un, ml, .. a Un on * — 


IK —— .. IKK a-Uan..® ln, k)e I Kl 1, 
dx; ds; X j 








dXx dir _ dix | 
Fr = Usın, EP Unut2, 2220er. | 





die wir bei der Dekinmung der erften partiellen Differenzialquotien- 
ten der Hülfsfunctionen in (F) unterlegen. 
Heben wir aus dem Syfteme in (E,) die zwei folgenden: 





aX, 
Kr beν 


weiche auf der dritten Zeile dieſes eitirten Syſtems vorkommen, 
heraus; fo erhalten wir, wenn erftere partiell nad) xx, letztere par: 
tiell nach x» differenzirt und hierauf deren Unterfchied genommen 
wird, folgende Gleichung: 

U;n _ dUgx 

dx, day 
Wenn ferner aus dem Syſteme (En) die zwei folgenden, melde 
auf der erften und dritten Zeile dafelbft vorkommen, herausgehoben 
werden, nämlich: 

dr _ dXn 





20. (1) 
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fo erhält man, wenn die erfte nach xx und die zweite nach x, par- 
tiell differenziert wird, nach bolbrachter Subtraftion derfelben, 
folgende: 








dU,.n ri dUUnx _ dXon 
dx, dx, “ dx, 


(2) 


Hebt man endlich aus dem Syſteme (Ex) folgende zwei, auf der 
erften Zeile dafelbft befindlichen Gleichungen heraus: 

dX dx 
ir = Koax — Us ; * = Ar, — Une ; 


dann wird, wenn erftere nach x" und leßtere nach x, partiell diffe- 
renzirt, und hierauf der Lnterfchied derfelben genommen wird, 
folgende Gleichung gewonnen: 


dU,x _ Un _ dX,x _ dXux (3) 
dx, dxz — dx, dxz j 


erden nun diefe gewonnenen drei Gleichungen (1), (2), (3) ad» 
dirt, fo ergiebt fidh: 


dU;n _ (de 4 dX;,x m) 











(G) 


dx — dxx dx, dxz 


in welcher Gleichung wir, wegen der oben unter den ganzen Zahlen 
8 h, k feſtgeſtellten Ungleichheiten, die Zahlenwerthe: 


h+i1, b+2,h+3, H A, .— 1, n 
ſtatt k ſetzen dürfen. Es bietet ſonach dieſe Gleihmns (G) die par⸗ 
tiellen Differenzialquotienten: 


Usn Us Urn dUz;n " dU,n 


.o.o ) 9 
day,’ days" das’ dx.ı da 


als bekannte Functionen von x⸗, X35 X35 . + + Xn dar, und zwar 
für alle ganzen Bahlenwerthe von g und h, für die man g.Z.h hat. 
Die Bellimmung des partielen Differenzialquotienten: 
dU,n 


dx. 





nehmen mir mittelft folgender zwei Gleichungen vor: 


dXr 
da, — An Un, An 7 Äh, 
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die der erſten und zweiten Zeile aus’ dem Syſteme der Gleichunges 
(En) entnommen find. — Differenzivt man diefe Gleichungen par- 
tiell, erftere nad) x und leßtere nad) x,, nimmt dann deren Un 
terfchied; fo ergiebt ſich die Bleichung :- 


dU,n _ dX.n — dXn» 
dn dx dx; 








. (H. 


welche die verlangte Beſtimmung darbietet., 
Die partiellen Differenzialquotienten von U, nach den Variabeln: 
X, X,_3 9 Z,_.3 9 ee... gti j 
darzuftellen, fchlagen wir folgenden Weg ein. 

Wir addiven die oben aufgeftellten Gleichungen (2) und (3) und 
zieben von deren Summe die Gleichung (1) ab, fo erhalten wir 
die Gleichung: | 

dU;x _, ( dX,x . Kon _ en) 


dxn 4 dx, dx, dxz 





Die ganzen Zahlen g, h, k unterliegen Iediglich den Befchräntungen: 
g<h<kundkZSn, 


und find in jeder andern Beziehung willkührlich; daher. find mir 
auch k in h umzufeßen berechtiget, wenn wir zugleich hin h’ ver 
taufchen, dabei aber die Beſchränkungen: 

b'<hb und h'’=g 


feftfegen. Es bietet ſonach die zulegt aufgeftellte Gleichung auch 
folgende dar: 








- dUzn _ dXz.n dXen dÄy.h 
‚dx,. — * (= + dx, — =) i 4) 


in welcher für h’ jeder der folgenden Zahlenwerthe: 
g ri, gr2, g+3,....hb—-2, h—1 


gefeßt werden darf. Diefe Gleichung (I) bietet alfo jeden der par: 
tiellen Differenzialquotienten : 





Up AU due AU, dUsn 
% „En 9 in z—— — 
dxgr ” dxets ° days ’ dx, , ' dx, ' 


ald bekannte Function von x, Xp, Xy, ı 0. + Xu dar. 
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Uedergehend ferner zur Beſtimmung des partiellen Differenzial⸗ 
quotienten: 


dU,.n 
dx, i 
legen wir folgende zwei Gleichungen zu Grunde: 
- a _ X, 
dxg — Xa dxh - Usb 9 


die wir aus der zweiten und dritten Zeile des Syſtems (E,) ent- 
lehnen, Differenzirt man nämlich die erfte diefer Gleichungen nach 
x und die zweite nach x, partiell ; fo bietet deren -Unterfchied die 
Bleichung: 

U; _ dAgs 
dx; — dxn 


* 


— 





als die verlangte Beſtimmungsgleichung dar. 
Es erübriget uns nunmehr bloß noch die Ausmittelung der par⸗ 
tiellen Differenzialquotienten von U,. nad) den Variabeln: 


Xg-1, Xg2, XI. X, X, x; 
zu welchem Zwecke wir ung abermals den oben aufgeftellten Glei- 
ungen (1), und (2) und (3) zumenden. 
Subtrabirt man nämlich von der Gleichung (2) dag Summen: 
ergebniß der Gleichungen (1) und (3) ; fo erhält man die Gleichung: 


dUnx dXhx + dX,n _ dXyx 
dx dx, dx, ) 











die gleichfalls für jene ganzen Werthe von g, h und k befteht, bie 
den Bedingungen: 
ge<h<kudkSn 
nachlommen. Nimmt man die Umfeßungen : 
ging, hing, kinh 
vor, fo wird den eben angeführten Bedingungen entfprochen, wenn man: 
g’<g<hundh Sa 


feftftelt , wodurch die zuletzt aufgeſtellte Gleichung in folgende 
übergeht: 


er IX _ dXrn 
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„Un _ dx 
dxg -1( * dx, 


dx, 


in der g<h, und g‘ aller ganzen Zahlenwerthe: 


1 


‚2, 3, 


,. 


)- 


.. (g—2), g-0 


fähig iſt. Es bietet ſonach diefe Gleichung fänmtliche partiellen 





Differenzialquotienten: 
dU,n dUn  dU,a 
dx, dx dxz |. 


als bekannte Zunctionen von x, , Xg, 3, . . 








dx..2 ' 


dU &.h dU;n 
dx,-ı ’ 


. X, dar. 


362. In Folge der in vorangehender Nr. gewonnenen Glei- 
chungen (L), (K), (N), (H) und (G) ftellen fidy die erften partiellen 
Differenzialguotienten der unbefannten Sunction U, nad) jeder der 


Variabeln %5> Xg 2 X), 8 
































. Xn folgendermaßen dar: 


U, _, JXzn . dXıg _ dXın 

dx, — 7 dx; dx, dx; 
Un _ Ze . dX:s; _ dXsu ( 
d dxz dx, dx, \ 
dUsn — 4 — + dX3, — | 
ds, 7°) dx; dx, dx, ’ 
len Bi dX.-1, _ dX.ın | 
dxz-ı + dxz-1 dx, dx, ’ 
dU,n _ dX,, 

dx; — du 

dUsn _ , (dXan dX,gr1 dXIM 
dxsrı —7 Ydıan dx, dx; ’ 
dU;,n _ , (dXsn dX,rt2 AXz12,h 
dx;,+2 7 dxs+2 dx, dx, u 
AUgn dXan dX,.et3 _ dXz+3,h 
dıgt3 * —* dx, dx; | 
dU;n _ dXzn 4 dX za. _ dXu-1H 
dx, , — dx. dx, dx; ’ 
dUzn dXgn _ dXfh 

dx, — dx, ’ 


(M) 


(N) 


(0) 


(P) 


— 
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dU;n — dX . Kar bt __ 4Xuptı 

dx. ’ da er 7 j 

Us _ dX,.n , 3%; h+2 _ dÄnnt2 

dx, * dr dx, dxz 

dUgn _ R (dXon . 4Xgnr3 __ 4Xunt3 (©) 
dx du de du 

aw, h Da Kur 2 — x n 

Fre 26 Br Pr 


die für alle ganzen Zahlenwerthe: 
von gig -n—imdunhm2kih=o, 
die der Ungleichheit: 
g <h 
entfprechen, Beftand haben. 

Diefe hier zufammengeftellten Gleichungen .beftätigen unfere Be⸗ 
bauptung Ausgangs der Nr. 360, daß dien Syſteme von Gleichungen 
(E,), (Es), (E53) ... (En) derfelben Nr., nach Nr. 281 behandelt, 
zur Beſtimmung fämmtlicher erften partiellen Differenzialquotienten 
der Functionen in (F) binreichen, aufs vollftändigfte; dannzumal 
namentlich, wenn man die eben feftgeftellten Bedeutungen und Bes 
fehränfungen der ganzen Zahlen g ud h nicht außer Acht läßt, 
und jene Gleichungen der drei Syſteme (M), (O), (Q) jedesmal un. - 
beachtet läßt oder übergeht, die, bei den verfchiedenen möglichen 
Berfügungen über g und h, auf partielle Differenzialquotienten von 
Functionen der Form X-, führen, bei denen rs ſich herausftellt. . 

363. Nun fällt es nicht mehr ſchwer, ſowohl die Bedingungs- 
gleiyungen der SIntegrabilität der in Nr. 358 vorgelegten Differen- 
yialfunction zweiten Grades (A) abzuleiten, ald auch, im Falle des 
Statthabens derfelben, die unmittelbar vorhergehende Sntegralfunc- 
tion felbft, die nur eine lineare Differenzialfunction derfelben Ba- 
riabein, als die vorgelegte (A) fein Tann, d.i., die Diffevenzialfunction 
(C) der folgenden Pr. 359 herzuftellen. 

Was den erfien Theil diefer Ausfage betrifft, behandle man die 
n Öleihungen (M), (N), . . (Q) vorangehender Nr. nach Wir. 281; 
alsdann werden jene Bedingungsgleichungen unter den Yunctionen in 
(B) Nr. 358 hervorgehen, die einem beftimmten zuſammengehö— 
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renden Werthenpaare von g und h angehören. Wenn in Diefen 
Bedingungsgleichungen, deren Herftelung feiner tbeoretifchen 
Schwierigkeit mehr unterliegt und deren Anzahl gleih + n (n — I: 
ift, für g und h jene Zahlenmwerthe, deren diefelbe nad) den Beftim- 
mungen und Befchränfungen vorangehender Nr. fähig find, einge 
feßt werden, erhält man fämmtlihe Bedingungsgleichungen, in 
Anzahl -n? (n—1)?, der Integrabilität von (A), unter denen aber aud 
einige oder mehrere Wiederholungen oder Folgerungen der übrigen 
fein können. 

Obgleich wir gegenwärtig nicht in der Lage find, die Anzahl 
jener Bedingungsgleichungen, die untereinander mefentlich verſchieden 
find, auf eine unzweideutige Weiſe feftzuftellen, und obfchon wir, 
diefelben für den allgemeinen Fall n herzuftellen , unterfaffen; find 
wir gleichwohl der Anficht, das uns im vorliegenden Paragraphen 
geſteckte Ziel erreicht zu haben, indem wir die Mittel angegeben 
haben, jedesmal zur Kenntniß fämmtlicher Vedingungsgleichungen 
der Integrabilität zu gelangen. Denn das ficherfte Kennzeichen, daf 
“auf dem von ung vorgezeichneten Wege feine der Bedingungsale- 
chungen der Sntegrabilität der vorgelegten Differenzialfunction in 
(A) über- oder umgangen werden kann, erfehen wir aus dem Um: 

- ftande, daß Tediglich mit Zugrundelegung diefer Bedingungsgleichun: 
gen der zweite Theil unferer am Eingange gemachten Ausfage, wie 
fofort gefchehen foll, erhärtet werden fann. 

Sehen wir in der That von der Annahme des Beftandhabens 
befagter Bedingungsgleihungen aus; dann finden fämmtliche Glei⸗ 
chungen (M), (N) . . (Q) zugleich Statt, und die folgende lineare 
Differenzialfunction : 





d Usn d U; ‚h UUzn dU,» 
— dxı + — dx, + dx; dxz3 + ...+ dx, dx, , 








ift mit Hülfe diefer zuleßt erwähnten Gleichungen nunmehr integra- 
bel, welche, nach Nr. 285 integrirt, für U, und fonach auch für 
fämmtliche in (F) zufammengeftellten Hülfsfunctionen befannte Func⸗ 
tionen von X, X2, xz, + . . %n darbieten wird. Ferner drüden 
die Gleichungen (M), (N), .. (Q), die wir nunmehr als zugleich be 
ftehend annehmen dürfen, die Bedingungen aus, damit ſämmtliche 
in (E,), (E>) . . . (Ea) zufammengektellten Gleichungen zugleich Be⸗ 


vr. — — u 
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ftand haben ; wenn daher mittelft diefer Gleichungen folgende lineare 
Differenzialfunctionen: 


dX, dX; 


X, 








d dX; . 
dXz dX, dx⸗ dxXx⸗ 
ax, ax, dX, dX, 
dXn dX, dXn dX. 


beftimmt werden, dann ift jede derfelben gleichfalls integrabel. Werden 
nun diefe n Integrationen abermals nad) Nr. 285 vollzogen, dann hat 
man fämmtliche Funetionen in (D), Nr. 359, durch bekannte Fune⸗ 
tionen von X, xz, xz, ... X%n ausgedrückt, die, in die lineare Diffe- 
renzialfunction (C) derfelben Pr. gefebt, diefe, wie wir zu zeigen 
ung vorgefeßt, als die unmittelbar vorgehende Integral. 
function der in (A) Nr. 358 vorgelegten Differenzial- 
function zweiten Grades herausftellen. 

Diefe Sntegralfunction, oder die lineare Differenzialfunction in 
(C), wird außer den n willführlichen Eonftanten, die von der Bes 
fimmung der zuleßt erwähnten n Functionen in (D) herrühren, 
auch jene enthalten, die bei der Beftimmung der Sunctionen in (F) 


gewonnen worden find, deren Anzahl In (n— 1) if. Es bietet | 


fonad) die unmittelbar vorhergehende Sntegralfune- 
tion einer Differenzialfunction zweiten Grades mit n 
Bariabeln, falls eine foldhe erifiirt, in Sefammtheit 
eine Anzahl vontn(n+4) willführlichen Conftanten dar. 

Nach diefem Ergebniffe würde die Annahme n—2 drei wilfführliche 
Eonftanten darbieten, die wir in Nr. 338, mo diefer Fall befonderg 


behandelt ward, gleichfalls erkannt haben; eben fo deutet die An- 


nahme n—= 3 auf ſechs millführliche Conftanten hin, auf die wir 
auch in Nr. 348, bei der befondern Behandlung diefes Falles, geführt 
worden find. 

364. Obgleich die befondern Fälle n=2, n—3 bereits er- 
Örtert worden find, wollen wir diefelben dennoch, da wir auch den 
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befondern Fall n=4 hier mitzutheilen beabfichtigen, noch einmal 
aus den bis jet gewonnenen allgemeinen Ergebniffen folgern; um 
‚dann alle diefe befondern Fälle einer Differenzialfunction zweiten 
Grades, nad) ein und demfelben Principe behandelt, beiſammen 
zu haben. 
Um die Diffetenzialfunction zweiten Grades zweier DBariabeln 
x, und xz⸗, mie folgt: | 
Xıı dx? + X, dx, dxz + Xo, dx, (ti) 


in Beziehung auf Sntegrabilität zu unterfuchen, wenden wir uns 
zunächſt den in Nr. 362 durch die Sleichungen (M) bis (Q) dar—⸗ 
geftellten allgemeinen Ergebniffen zu. Da man gegenwärtig n=2 
bat, fo ftelit fih die Annahme: 
g=ımdh=2, 


ald das einzige zufammengehörende Werthenpaar für g und hin 
befagten Gleichungen dar. 

Wird das am Schluffe derfelben citirten Nr., über den Ge 
brauch der allgemeinen Gleichungen dafelbft, Mitgetheilte berückfich 
tiget, fo überzeugt man fich fehr bald, daß gegenwärtig aus feinem 
der Syſteme (M), (O) und (Q) eine Bleichung gezogen werden 
kann; ſonach verbleiben bloß die zwei Gleichungen (N) und (P), 
die für den vorliegenden Fall in folgende übergehen: 

Urn _ Wın Uns _ Us _ Un a 

Differenzirt man die erfte diefer Gleichungen partiell nad) xz, 
die zweite partiell nad) x, und nimmt hierauf deren Unterfchied; 
fo ergiebt fich die einzig nothmwendige Bedingungsgleichung: 

— PX , IX 


dxa? dx,dxg 

die gleichbedeutend mit der Bedingungsgleichung (4) Nr. 337, bei 

deren Statthaben die Differenzialfunttion in (1) ein unmittelbar 

porangehendes Sntegrale darbieten wird. Denn beim Statthaben 
diefer Bedingungsgleichung (3) ift die lineare Differenzialfunetion: 

dU,:ss dU,,s 

Er Bar > 

die wegen der Bleichungen (2) in folgende übergeht: 


dx? 9 5) 








dx⸗ 
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dX,,: dX,, dX;,2 
A, dr (= m ) dx; , 





“ integrirbar, und das Ergebniß diefer Sntegration, das als Function 
von xı, x; fammt einer mwilltührlichen Conftante ſich herausftelit, 
wird die Beftimmung von Us, darbieten. Wird diefe für Use 
gewonnene Beftimmung in folgende Gleichungen eingeführt: 





dX, . dx 

—— — Ay ’ ! = Us; 
dxi dx3 . 5 
X, ax 6) 


dx = X2-Un.; — — X⸗.⸗ » 


die aus den in Nr. 360 zuſammengeſtellten Gleichungen für die 

Annahme n = 2 fließen, fo finden ſolche zugleich Statt; folglich find 
"nunmehr auc, die Differenzialfunctionen: 

ax, ax, 

dx, dxz 

4X, dx; 

dx, dxg 

die vermöge der Gleichungen (5) in folgende übergehen: 


Ayıdı, + Um dxz, (6 
(X.2 — Urs) dxı + Xa,odxz, ) 


‚ integrabel. Die denfelben entfprechenden Sntegralfunctionen, deren 
jede eine neue mwilltührliche Conftante mitführen wird, bieten dann 
refpective die Beflimmungen bon X, und X, bar, welche, in bie 
Differenzialfunction: 


dx, + dxz, 





dx, + dxz , 


Xı dxı + X⸗ dx⸗ (7) 


gefeht, diefe, die nunmehr drei willführliche Conſtanten mitführen 
wird, als die nächftvorhergehende Integralfunction der vorgelegten 
Differenzialfunction (1) berausftellen. 
365. Wenn x,, xz, x; drei variable Größen find, fo wich durch: 
Xy,ı dx? + X,,9 dx? + X,,, dx? 

+ Xyadı, dxg + X,,; dx, dx; + X,,3 dxs dx; , 1‘) 
eine Differenzialfunction zweiten Grades diefer Bariabeln vorgefteltt, 
fall8 die Eoefficienten der zweiten Dimenfionen der Differenzialien, 
als Functionen bloß von x,, x: und x; auftreten. 


— 


272 Sntegralrehnung. VII. 365. 


Da hier n = 3 ift, fo finden folgende zufammengehörende 3ah 
lenwerthe von g und h Statt: 
g=-imh=2, g=1mdh=3, g=2mh=3, 


mit welchen drei Annahmen wir ung nach Ordnung ihrer Folge 
den allgemeinen Gleichungen (M) bis (Q) in Nr. 362 zuwenden. 
Sür das erfie zufammengehörende Werthenpaar, g=i1 
und h=2, bietet, aud den eben citirten Gleichungen, dag Syftem 
(M) keine einzige dar; die Gleichung (N) dafelbft giebt folgende: 





dU,, dX,, 
1:2 — 151 ; (2’) 
dx, dx⸗ 


das Syſtem der Gleichungen (O) bietet gleichfalls keine Gleichung 
dar; die Gleichung (P) hingegen giebt folgende: 
dU,2 _ dÄ,a _ dXas 
ds dn du 
das Syftem der Gleichungen (Q) endlich, bietet die folgende einzige 
. Gleichung dar: 


Ur, _ , (4% | Ks _ dos 
dx dx dx 








; (3%) 


(#) 


Das zweite zufammengehörende Werthenpaar, g=i 
und h=3, bietet weder aus dem Syſteme (M) noch aus dem Sy: 
ftieme (O) irgend welche Gleichung dar; hingegen bieten die Glei- 
chung (N), das Syſtem der Gleichungen in (O) und die Gleichung 
- (P) in der eben angeführten Ordnung folgende drei Gleichungen dar: 





dU,.; — dxys 
dx, — dxʒ 
dU,,3 — — Axuꝛ — Atæ⸗aa). 
dig ?’\dn ds da 65 


Us _ dXy,; dX3,3 


Ar — dx3 dx, 


Mit dem dritten zufammengehörenden Wertben 
paare endlich, mit dem g=2 und h=3, zieht man aus den Sy⸗ 
ftemen (O) und (Q) feine Gleichung; dad Syſtem (M) hingegen, 
dann die Gleichungen (N) und (P) bieten refpective folgende drei 
Bleihungen dar: 
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. dU2, _ ( 4 dX..2 — ze) , 


dxz — dxi dxz dx⸗ 

dUg,3 dXgo,.2 ° 9 

dx⸗ u dxʒ (6 
» Min _ nz  HAzın 

dxʒ dxz dx⸗ 


Werden nun die Gleichungen in (29, (39, (49 nad) Nr. 280 
behandelt, eben fo die drei Gleichungen in (5°), wie auch die in (6°) 
aufgeftelltten drei Gleichungen; fo ergeben fich jedesmal drei, in Ge⸗ 
fammtbeit alfo neun Gleichungen, die, da folche num die Evefficienten 
der vorgelegten Differenzialfunction enthalten, aud) die Bedingungs- 
gleichungen der Sntegrabilität derfelben darftellen werden. Don 


diefen neun Bedingungsgleichungen find jedoch bloß ſechs, die wir 


bier folgen laffen, untereinander wefentlicy verfchieden, nämlich: 





d?X ı.ı _ d2X ,,g + d2X3,e 0 b 
dxg? dx ‚dxg . dx,? — 
WXy; _ 4X: _ Xp. 





dx? dxz3dx; dx? 
dX2,2 _ dX23  AXz, 
dx?  dxdzz dx 




















d?X 1,2 + dX 1,3 _ d?X9,3 —29 d?X 5,1 

dx3dx; dx.dxz dx? — dx⸗dxʒ 

Xu: _ WR: 2 EX 
dxsdx; _dxzdxz dx? ° dxdx’ 

d’X,, AZ + d2X 41,2 d2X, j An3 d?X 9,9 


dx.dzz dxadxʒ OO is ? dx;dz, 
Sede der drei zulekt aufgeftellten Gleichungen dieſes Syſtems ift 
zweimal erhalten worden; ſo daß, wie in Nr. 348 bereits dargethan 
worden, nur dieſe ſechs Bedingungsgleichungen zu realiſiren ſind, 
damit die vorgelegte Differemzialfunction in (1) ein unmittelbar vor⸗ 
angehendes Integrale zulaffe. 
Beim Statthaben diefer ſechs Bedingungsgleichungen in (7°) bieten 
die folgenden drei linearen Differenzialfunctionen: 

















dU,,2 dU,. dU,,s 

In dx, + dx; dx⸗ + dx; dx; > 

dU,,3 dU,.3 dU1.3 
Au dx; zn ni Az d + dx; dx; ’ (8') 
dU;,3 dU,,; dU,,; 

dr, ‚Ası + Fr dx⸗ dx⸗ 


Raabe, DI. u. Int. Rechnung. n. 18 * 
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da jede derfelben, falls die Differenzialcoefficienten nach den Glei- 
ungen (2°) bis (6°) erfeßt werden, integrabel ift, die drei Größen: 
U, N) Us; U,,3, 


als bekannte $unctionen von x, X x; dar, wo jede eine willkühr 
liche Eonftante der Integration mitführen wird. 

Kerner gehen die Gleichungen (E.), (Es) .. (En) in Nr. 360 
gegenwärtig in folgende über: 


a Am da; — Um, u, lm 

dx, dx dX 

z = Xu2 — U,.2 » ir = Xg,25 ren = Us,3 ) (9) 
dX dX dX; 

iu = X,3- Us; ir = X,3— Us, , iu > = Ay, 


wo vermöge des Vorausgefchickten die Ausdrüde zur Rechten der 
| Bleichheitszeichen diefer Gleichungen, ald bekannte Functionen von 
X, Xg, X; auftreten, welche, ftatt der Differenzialcoefficienten, in 
De Differenzialfunctionen: 

dX; dX; dX, 

I dx %ı + de dxz + dx, 

dX, 4X, 

dx, dxg 

dx, dx, dX, 

An, It u det 
gefeßt, diefe in integrable lineare Differenzialfunctionen umfeßen. 
Sntegrirt man folche, fo erhält man auch die Größen: 

X} I) X⸗ X; ’ 


als bekannte $unctionen von xı, x⸗, xz, die außer. den oben er- 
mwähnten noch drei neue mwillführliche Conftanten mitführen. Setzt 
man endlich die Ergebniffe diefer Beſtimmungen in folgende lineare 
Differenzialfunction: 

Xdx, -Xdx- + X,dxz, (14') 


die nunmehr ſechs willführliche Conftanten umfaffen wird; dann ſtellt 
diefelbe das nächſtvorausgehende Integrale der: in (1) vorgelegten 
Differenzialfunction zweiten Grades dar. 


366. Stellen x,, X; x%3, x, bier variable Größen vor, fo ift 


dxz3 ’ 


dx, + IXs dx + dx; , (10°) 


dx⸗ 


dx; 
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eine Differenzialfunction zweiten Grades berfelben folgender Form: 


XIdx; X2.2 dx + X,3dx? + X,,dx;? 
+ Xyodı,dız + X,,sdx, dx; + X,,,dx. dx, 
+ Xg,3dx2dx;3 + Xy,,dxzdx, 
+ X,3,dx3dx,, (1") 


die wir gleichfalls noch mittelft der allgemeinen Ergebniffe in Unter: 
fuchung ziehen wollen. 

Da wir hier n=4 haben, fo ftellen ſich vorerſt folgende zuſam⸗ 
mengehörende Werthe für g und h heraus : 


g=1mdh-2, g=1mndh=3, g=imh=ä, 
s=2mh=3, g=2möh=4, 
g=3möh=4, 


{0 daß jedes dieſer Werthenpaare diefelbe Anzahl von Gleichungen, 
nämlich 4, aus dert Syftemen (M) bis (Q) gezogen, heruorruft, 
die wir bier folgen laffen. 

Für das erfte zufammengehörende Werthenpaar, für 
g=1 und h=2, bietet weder dag Syſtem (M) noch dag Syſtem 
(O) irgend weldye Beftimmung dar; die Gleichungen (N) und (P) 
hingegen bieten jede eine, und das Syſtem der Gleichungen in (O) 
zwei Beftimmungen dar, welche in der eben bezeichneten Ordnung 
aufeinander folgen: 














dU,.s — dX,,ı 
_ dx; dx, ’ 
Ui _ Ks _ Ana 
dig ° dx dx; ' , 
Ur. _ , fdXın _ dXıs _ IX; (29 
da; dx; dx, dx, J’ 
Ur _ _ Xu 
dx; dx, dx, dx, J° 


Bei dem zweiten zufammengehörenden Werthenpaare, 
bei g=1 und h=3, bietet bloß das Syſtem (M) Feinerlei Be⸗ 
ftimmung dar; die Gleichung (N) aber giebt eine, desgleichen erhält 
man eine Beftimmung aus dem Syſteme (O), eine aus der Glei- 
chung (P) und eine endlich aus dem Syſteme (Q). Diefe vier Be⸗ 
ſtimmungen ſind der Reihe nach folgende: 
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dU,,; AX,,ı 
d dx ' 
dU,.3 a dX,. . Kur _ AXes 
de dx, dx, dx, J' 
3’ 
Un. _ dXys _ UK I 
dxs dxs dx, ? 
dU,,s — dX,,s . IK _ dXs,; 
dx, 3 dx, dxs dx, J' 


Das dritte zufammengehörende Werthenpaar, g=i1 
und h=4, bietet folgende vier Beſtimmungen dar: 








du. _ dA 

Ad = dx, u 

dU.., — IA, dX;,. _ OX-.. 

dx Au r dx, dxı i 

Ars. _ 5 (Ks , UK _ Une “ 
A 3 Ar dx, dx; /' 

U, __ Aa _ AXyu 

dx, dz, dxı " 


- Das vierte zufammengehörende Werthenpaar, g=2 
und h=3 ruft folgende vier Beſtimmungen hervor: 


Uns — (Ze + dX;,e 7). 





dx dx, dx⸗ dx⸗ 
dUs,s dX.,. 








dx⸗ dx; ’ 
Un. _ do _ dXs,3 GN 
dxss dx, dx, ’ 
. aU,,s dX2,5 „ IK dX,,;' 
ger KT =) 


Das fünfte zufammengehbdrende Werthbenpaar, g=2 
und h=4, giebt folgende vier Beſtimmungen: 
dU.. — (= + 4X, - Ze)» 








dx dxı dr dx 

Uns _ IKna 
dxs dx; 

dur, _ oe + IK _ ee) (6°) 
ds dxs dx, dxı | 


dUs,s AXs,, 4X, 


— — — —— — 
— 
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Endlich giebt dag fechste zufammengehörende Mertben- 
paar, dad g=3 und h=4, folgende vier Beftimmungen: 


dUs, _ | (Ge „. Ans - 72). 











dx; dx; dx, dxs 

Uns _ , (4X , 4Xns _ dXn; 

dx⸗ 7 dxs dx, dx, ’ 7) 
dUs,, __ dXs,s 

ds dx, u 
Us, — dX,,; — dXx. 

dx — dx, dx; " 


Jedes diefer fechd Syſteme von je vier Gleichurigen bietet, nad) 
Pr. 281 behandelt, ein Syftem von fechs Gleichungen day; alle zu⸗ 
fammen werden demnach, auf 36 Gleichungen binführen, welche die 
Bedingungsgleichungen der Sntegrabilität der vorgelegten Differen- 
zialfunktion (1) abgeben. Bon diefen 36 Bleichungen find bloß 
fech8 einzig oder ohne alle Wiederholung erhalten worden, zwölf 
derfelben einer Art kommen doppelt und drei einer andren Art gleich- 
falls doppelt vor, endlich ftellt fi) von drei zuleßt genannten Glei- 
dungen eine ald Folge der beiden andern heraus; fo dap in Ges 
fammtheit bloß zwanzig wefentlich verfchiedene Bedingungsgleichungen 
fich ergeben. Bevor wir jedoch zur Mittheilung diefer weſentlich 
verfchiedenen Bedingungsgleichungen übergehen, theilen mir zuerft 
in Kürze das Berfahren mit, die Integralfunction von (17), welche, 
wenn diefelbe nämlich eriftiet, nur eine lineare Differenzialfunction 
fein kann, herzuftellen. 

Zuerft wird man durch Aufftellung von linearen Differenzial- 
functionen ähnlich denen in (8) vorangehender Nr., die beim Ein- 
treffen der eben erwähnten Bedingungsgleichungen Kämmtlich integrasel 
fein werden, mittelft Integration derfelben die Größen: 


U. ’ U,,s N) U, ’ Us: ’ Us, ’ Us ’ 
durch befannte Functionen von x“, Xg, X, x, ausdrücken, wo debe 
dieſer Functionen eine willtührliche Eonftaute einführen wird. Hierauf 
wird man aus den allgemeinen Gleichungen in Mr. 360 die fol⸗ 
genden ziehen: 


2378 Sntegralrehnung. VII. 366. 


ax dX di; dX 
Fr ’ Um ’ dx; ——U,,, ’ FR = Uns; 


dX d{ dX: dx 
—— Us, dr, Am » is "U, ie, Uns. 


dX dX 
—— U, I Im-Um, 3; X ’ 
.— d d dX, 
eKu-Um, m Äss-Uns, = X,,- Uns du, Ayar | 
in denen nunmehr die Ausdrücde zuc Rechten bekannte Functionen 


DON Xu, X, X, % und der ſechs eingeführten willtührlichen Eon- 
ftanten fein werden, welche, in die linearen Differenzialfunctionen: 


IK au + 4X, dx: + KL u, + X 
dx; dx X 





— dx + dA: dxzs + 
2 8 
(9°) 








dx; / 


gefeßt, jede derfelben als vollftändige oder integrable Differenzial- 
function herausftellen; werden auch diefe Integrationen, deren jede 
gleichfalls noch eine mwillführliche Eonftante einführen wird, vollzo⸗ 
gen: fo erhält man nad) der Ordnung die Größen: 


Xı, Ar, X, X,,, 


als bekannte Functionen der Variabeln x,, x⸗, X, x, fammt 10 


willtührlichen Eonftanten beftimmt, weiche in die lineare Differen- 
nalfunetion: 


Xdx, + Xdx, + X. dx, + X,dx, (10°) 


geſetzt, diefe als die unmittelbar vorhergehende Sntegralfunction der 
vorgelegten Differenzialfunction (1) herausftellen. 

Die vorhin erwähnten Bedingungsgleichungen haben wir, wie 
folgt, gefunden. 

Ohne Wiederholung, d. h. jede nur einmal, find die fechs fol- 
genden erhalten worden: 
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42X,,, d2X,,. . Xra _ 0 \ 
dx? dxidx⸗ dx? — — 
d’X,,ı d2X,,s d?X,,s 
dx;? dd, dir — 0; 
PK _ Kun, PK, 
dx,? dx,.dx, "dx? , ’ (tiv) 
deX⸗2.⸗ d?X 5,3 + d2X 3,3 — 0 
dæxz⸗ dxıdxz dx? ’ 
An IR Rs _ 0 
dx;? dx.dz, dı? — 
d’X,,: d3X ,,, d’X,,; 
u And, Ta 0 
von den zwölf folgenden haben wir jede zweimal gefunden: 
d?X;,: . 4X _ dXns 2 X, 
dx.dxs dx,dx, dx? dx.dzz, ’ 
d?X,, d’X ,,; d?X,, d?X,, 
Ind, * And — de? Aa (12°) 
d2X,,s d2X ,.., d’X s,, d2X ,.ı 
ds.de, * id da dad’! 
d2X,.e * dꝰx.. deXxi, WXz,: 
dxsdz, dx.dx. dx?  dx,dz, ’ 
d3X .,. d2X,,, d?X,,, d2X,,2 
Idz, * dad — dp — ° de’ as). 
d3X,.,5 + d2X ,,, _ d2X ,,s — d2X 2,2 
Ida, Ad 52 5 
d3X,.s . d?X,. _ dXı, _ „ dXs,s 
dxsdxs dx,.dxs dx»? — dxidx⸗ 
dꝰxi d2X,, d3X,,; d’X,, 
Id * Id u in a) 
dꝰx⸗, + d2Xo,, _ d2X,,; d2X ,,; 
dxıdx, dx.dzs dxs? dxadx, °’ 
d2X,,, 4 dꝰx⸗, _ d2X 3 2 deæXx... 
dx,dx, dxıdz, dx? " daxıdze ’ 
X ,,, - EX, _ 4X d3X ,., (15) 
dx,dx, dx,dx, dx,? dx,dxs ’ 
X, + X, _ dXoa X; 
dxsdx, . dısdz, dx,3 dx,dx, ’ 


endlidy haben wie auch die drei folgenden jede zweimal erhalten: 
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4X ,,; 4 








d?X, 24 





Id, dad, And; dd N 
d?X,,s _ a2X,,4 _ d?X 2,5 d’X;.; og a 
dx;dx, dx.dz, dx,.dx, dxidx⸗ 
d⸗Xxi. d’X,,s d2X,,, d?X;.; do. (18%) 
dxı,dz, dxsdx, dx.dxs dx.dz 


Bon den zuleßt angegebenen drei Bedingungsgleichungen erfennt 
man aber fehr bald, daß jede derfelben eine Folge der beiden andern 
ift; daher hat man auch, wie wir oben ausgefagt haben, blof 
zwanzig wefentlich verfchiedene Bedingungsgleichungen, von deren 
Realifirung das Vorhandenſein einer unmittelbar vorhergehenden 
Sntegralfunction zur vorgelegten Differenzialfunction abhängt. 

367. Daß beim Statthaben der in vorangehender Nr. umter- 
einander weſentlich verfchieden erklärten zwanzig Bedingungsgleichun- 
gen die Integration der Differenzialfunction (1) dafelbft vollſtändig 
durchgeführt werden kann, leuchtet ohneweiters aus der Deduction 
diefer Bedingungsgleichungen ein; daß aber diefelben auch in der 
That untereinander wefentlich verfdhieden find, in ber Weife, daß 
die Anzahl zwanzig derfelben, die abfolut Fleinfte, und daß folglich 
feine derfelben eine Folge der übrigen fer: diefes dürfte nicht fo 
leicht fallen, darzuthun. Nach einer zu diefem Zwecke mit den 
Gleihungen (11% bis (18% vorangehender Nr. forgfältig ange: 
ſtellten Prüfung ift uns bloß Folgendes denfelben abzufehen und zu 
begründen gelumgen. 

Die Yusdrüde zur Linken der Gleichheitszeichen in 
den Gleichungen (16°), (17°) und (18%) fteben, unter der 
Annahme des Beftandhabens der zwölf Bedingungs- 
gleichungen (12) bis (15, in feinerlei Abhängigkeit 
von den vier in Rede flehenden Variabeln x, x, X 
und x,, und find fonad) conftante Größen. 

Differenzirt man, zur Begründung diefer Behauptung, die erfte 
der Bleichungen (12°) partiell nach x, und die zweite desfelben 
Syſtems nach x; fo bietet deren Unterſchied die Gfeihung: 


dar, wo der Kürze wegen U den Ausdruc zur Linken in Gleichung 
(16°) vorſtellt, d. h. wenn inan folgende Gleichung feftſtelſt: 
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U- 4X, _ 0X X. . d2X,,, 
dxıdx, dx,dz, dxsdxz, _  dıdı, 


Behandelt man in derfelben Weife die beiden erſtern der Gleichun⸗ 
gen (13%); fo erhält man: 








dU 

din . 
Diffevenzirt man ferner die zweite unter den Gleichungen (14°) par- 
tiell nach xz, dann die dritte desfelben Syſtems nach x; fo bietet 
deren Unterfchied folgende Gteichung dar: 

"au _ 

Ar 
Wenn endlich in derfelben Weiſe die zweite und dritte dev Gleichungen 
(15°) behandelt wird; fo ergiebt fih auch: 

- | dU _ 

dx, | 
Aus diefen vier Sleichungen, die die partiellen Differenzialquotienten 
von U nach den Variabeln xı, x9, 35, x, ald Nullwerthe hevaus- 
ftellen, find wir zur Solgerung, U fei eine von diefen vier Varia⸗ 
bein unabhängige Größe, berechtiget; wodurch, und vermöge der 
Bedeutung von U, der Theil unferer obigen Ausfage gerechtfertiget 
erfcheint, der auf die Gleichung (16° Bezug hat. Mit Zuziehung 
eines Theiles derfelben Bleichungen 112’) und (15% beweist man 
auch), und zwar in ganz ähnlicher Weife, die Richtigkeit unferer obi- 
gen Ausfage betreffend die Sleichung (17); und mit einer andern 
Abtheilung derfelben Gleichungen wird folches in Bezug auf die 
- Gleichung (18°) dargethan. 

Sn Folge der zwölf Bedingungsgleihungen (12%) bis (15) 

find wir fonach zur Aufftellung folgender drei Gleichungen berechtiget: 


. 4X, d?X1,, dꝰ X⸗, dX,,, 


> (ini: GING  GESEEEAEREET — — 


dx2dx, dx2dzz dx,.dx, dxı dxs — 


=0. 


* 











mE GEHE — — VD ———— — 


wo A, B, C conftante Größen find, die folgender Gleichung genügen: 
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A-+-C=B. 


Waren wir überdieß noch, und zwar nur mit BZuziehung der 18 
Bedingungsgleichungen (11°) bis (15°), darzuthun in der Lage, es 
ftellen diefe drei Conftanten A, B, C Nullwerthe vor; dann wären 
die drei Bedingungsgleichungen (16%, (17°) und (18%) nur Fol— 
gerungen der 18 zuerft erwähnten, daher wäre alsdann auch die 
Anzahl der untereinander weſentlich verfchiedenen Bedingungsglei- 
chungen, ftatt zwanzig, nur achtzehn. Da wir aber folches nicht 
vermögen; fo fehen wir ung, vor der Hand wenigftens, darauf an: 
gewiefen, bei der Zahl zwanzig, al der Minimumzahl diefer 
Bedingungsgleichungen der Integrabilität, zu verharren. 

368. Die in den vorangeſchickten vier Nrn., aus den allae: 
meinen Ergebniffen gefolgerten drei Fälle bieten genügende unt 
jede nur wünfchbare Belehrung über den richtigen Gebrauch derfelben 
bei andern Verfügungen über die allgemeine Zahl n dar. Bir 
fehließen daher diefen Gegenftand mit Beifügung der Bemerkung, 
daß man nicht einmal gebunden fei, jedesmal die Bedingungsgla: 
chungen zuerft abzuleiten, um folche zu verificiren; fondern unmittelbat 
aus den in Nr. 362 aufgeftellten allgemeinen Gleichungen läßt ſich 
fhon hierüber genügender Auffchluß ziehen, wie wir ſolches au 
folgendem befondern Falle zeigen werden. 

Es fei alfo die folgende Differenzialfunction zweiten Grades mu 
den vier Dariabeln x, x3, xz, x, jur Unterfuchung in Beziehum: 
auf Integrabilität vorgelegt: 

3, xx2dx? + 2sıx,dxidıe + x2dxıdz, + (x2? -+ x2x,3) dx, dı, 
+ 2xı,x,dudxs, + (x? + xx,)ddx, +2 x, x,dxsdz,; 
da hier n=4 ift, fo haben wir diefen vorgelegten befondern Fa 
mit dem allgemeinen in Nr. 358 unter derfelben Verfügung übe 
n zu vergleichen. Bei Anftellung diefer Vergleichung ergiebt ſich 
 XKı=0, Ia=0, Ks=0, Au, miumx, 
Aam2ır, Kom x, X = X? + xx), 
Kam 2x, Ay mx x, 
X, = 2x%; 
daher gehen die allgemeinen @leichungen (M) bis (Q) Nr. 362. 


oder die aus biefen für die Annahme o—=4 in Wir. 366 gefolgerten 
in folgende über: 
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tn nt mm 
Ze=0, emo, Ze=0, uno, 
Te=o, man, =, Fe , 
ne emisım 
io, me 0, ze 0, 


Hat man einmal diefe Gleichungen gewonnen, welche, wenn zur 
Integration einer vorgelegten Differenzialfunction gefchritten werden 
fol, jedesmal herzuftellen find, dann fällt es aud) nicht ſchwer un- 
mittelbar aus denfelben abzunehmen, d. h. ohne Zuziehung der allge- 
meinen Bedingungsgleichungen der SIntegrabilität, ob je vier zu- 
fammengehörende derfelben, die wir hier auf einer Zeile zufammengeftellt 
haben, auch zugleich beftehen können. Die erfte eines ſolchen Syſtems 
zufammengehörender Bleichungen hat, nad) x partiell differenzirt, - 
dasfelbe darzubieten, ald die zweite desfelben Syftems .nad) x, par- 
tiell differenziet; eben fo foll die erfte nach) x; der dritten nad) x; . 
partiell differenziert gleich werden u.f. w. Da nun im vorgelegten 
Falle alle diefe Gleichheiten fehr bald, als beftehend erkannt werden; 
fo gehen wir ohne weiters zur Beftimmung von Usa, Ur,3, Un, ... über, 
welche, nach Nr. 284 vorgenommen, folgendermaßen erhalten wor- 
den find: 


U,=a+ 2x, Us=b, U,=e+x%, 
Uns =e + 2%, Us =f+ x, 
U,=g + 2Xx%, 


wo a, b, c, e, f, g die ſechs mwillführlichen Eonftanten der gleichen _- 


Anzahl von Sntegrationen find. . 

Weerden diefe Ergebniffe in die Gleichungen (8° Nr. 366 gefeht, 
dann diefe in die Differenzialfunctionen (9) derſelben Nr., wodurch 
folche in folgende übergehen: 
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(a + 2xx)dx; + bdxz, + (c + x)dx;, 

— adı, + (e + 2x,x,) dxs + (f + z)dx, , 

(x2 — b)dx, — edx + (g + 2 xıx,)dx; ,' 

(xx? — c)dx, + (z,x,? — Ddx — gdx; + I xx, x? dx; ; 


fü zieht man, da jede diefer Differenzialfunctionen den Bedingungen 
der Sntegrabilität entfpricht, durch Integration einer jeden, nad 
der Drdnung ihrer Folge, die Beftimmungen von X, Az, X, X. 
welche wir hier folgen laffen: 


X, —h+rax, +bx, + cx, +xXx,, 
X, =k—-ax ten, + fx, + xx, 
Xz =] -bz, -—en +gx, + xx, 


X = m-es fg —gx + XXX), 
wo bh, k, I, ın die vier willführlichen Conftanten diefer vier Inte 
grationen find. 
Sekt man emdlidy diefe Ergebniffe in die lineare Differeni. 
function: 
Xıdx, + X. dx, + X,dx, + X,dx;, 


fo ftellt folche die unmittelbar vorangehende SIntegralfunction te: 
vorgelegten Differenzialfunction zweiten Grades vor. 

Ganz in ähnlicher Weife ift zu verfahren, wenn eine Differe: 
zialfunction zweiten Grades mit fünf, fech8 oder nody mehr Bariabe 
zur Unterfuchung in Bezug auf SIntegrabilität vorliegt. Aus t- 
allgemeinen Gleichungen in Pr. 362 werden dann die der Annabr 
n=5, n=6,2=7 u f. f. entfprechenden Gleichungen gebildet, w 
mit Webergehung der Aufftelung der Bedingungsgleihungen = 
terfucht man lediglich diefe, unmittelbar aus der eben citirten % 
gewonnenen Ergebniffe, wie mir folches im vorausgefchicdkten k 
fondern Fall getbun: je nachdem diefe Gleichungen, als zuale: 
beftehend erkannt werden oder nicht, fehreitet man auch zur Ar: 
gration oder erklärt folche für unausführbar; letzteres jedody T 
infofern, als unter den Variabeln keinerlei gegenfeitige Abhängigk 
eingeführt wird. | | 


— — — —— 
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Mehrgliedrige Differenzialfunetion mehrerer Varia— 
bein jedweden Grades und beliebiger Ordnung. 


369. Die Unterfuchungen der drei vorausgefchickten Paragra> 
pben erftrecden fich bloß über Differenzialfunctionen, die die Diffe- 
renzialien der Dariabeln, nicht aber über folche, die auch höhere 
Differenzialien, nämlich, Differenzialien von Differenzialien umfaffen. 
Da wir im vorliegenden Paragraphen Differenzialfunctionen diefer 
Art in den Kreis unferer Betrachtungen ziehen werden, fo haben 
wir diefelben weniger nach der DVerfchiedenbeit der Grade der Dif: 
ferenzialien, wie folches bis jeßt gefchehen, als vielmehr nach) der- 
Berfchiedenheit der Höhe der Differenzialien von Differenzialien, 
woduch die Ordnung derfelben bedingt wird, abzutheilen und 
durch gemäße Benenuungen zu unterfcheiden. Eine Differenzialfunc- 
tion wird ſonach der erften Ordnung fein und auch fo benennt 
werden, wenn diefelben feine höhern, als erfte Differenzialien 
der verfchiedenen Variabeln umfaßt; diefelbe wird ferner zur zwei⸗ 
ten Ordnung gezählt und audy fo benennt werden, falls folche 
keine höhern, ald zweite Differenzialien der Variabeln enthält. 
Allgemein wird eine Differenzialfunction zuer nten Ordnung ge 
zählt und auch ſy benennt werden, wenn biefelbe feine höheren denn 
nte Differenzialien der Variabeln darbietet. " 

Was nun die Frage über Integrabilität einer Differenzialfunction 
zweiter oder höherer Ordnung betrifft, wird, mwie in den voraus» 
geſchickten Paragraphen, bloß die unmittelbar vorausgehende Inte⸗ 
gralfunction derfelben, durch deren Differenziation erftere erzeugt 
werden konnte, Gegenftand unferer Betrachtungen fein. Dabei 
werden wir aber, gleichfall8 wie in dem Vorausgeſchickten, nicht 
unterlaffen die Wege anzugeben, diefe unmittelbar vorhergehende 
Sintegralfunction ſelbſt, wenn foldhe nämlich zu den Möglichkeiten 
gehört, herzuftellen; welches, wie der Verfolg Iehren wird, jedesmal 
auf die Integration einer integrabeln linearen Differenzialfunction 
mehrerer Variabeln hinausläuft. 

Mit Berücfichtigung der Ergebniffe in den Nrn. 252 und 253 
der Differenzialrechnung und mit Zuziehung des Umftandes, daß 
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eine Differenzialfunction nur dann eine analytifche Deutung geſtattet, 
wenn diefelbe eine unendlich kleinwerdende Größe repräfentirt; mit 
Berückfichtigung diefer beiden Momente geht eine Differenzialfunction 
mehrerer Variabeln irgend welchen Grades und jedweder Ordnung, 
wenn fämmtliche Variabeln derfelben durch Functionen einer einzigen 
Variabeln t erfet werden, deren Differenziale dt aber conftant ge- 
dacht bleibt, im einen Differenzialausdrud folgender Korm über: 


;(t) dtk , (a, 


wo „(t) irgend eine- Function von t, und k irgend eine poſitive 
- Zahl vorftellt. Allerdings wäre es mit der Eigenthümlichfeit einer 
Differenzialfunction, immer eine unendlich Fleinwerdende Größe zr 
vepräfentiren, noch vereinbar, oder in feinerlei Widerfpruch mir 
diefer Eigenthümtlichkeit wäre es, den Coefficienten von dt= in dem 
fo eben aufgeftellten Ergebniffe (a) folgendermaßen anzunehmen: 


go + Tdt®, 


wo „(t) die vorige Bedeutung hat, a eine pofitive Zahl ift und T 
eine von t und dt abhängige Größe vorftellt, die, wenn t den Cha— 
after einer allgemeinen Größe beibehält, nicht ind Unendliche 
zunimmt. Bedenkt man aber, daß wegen des unendlichen Abneb— 
mens von dt diefer letztere Ausdruck auf Ct) fid) reducirt; ie 
ftelit fich die obige Ausfage, bezüglich den Ausdruck in (a), von der 
eben gemachten Entgegnung befreiet und folglich, ald in der Natur 
einer Differenzialfunction begründet dar. — Die pofitive Zahl k 
in (a) nun, die von dem. Grade und der Ordnung der vorgelegt 
- gedachten Differenzialfunction jedesmal bedingt wird, werden mir 
Klaffenzahl derfelben nennen. Diefer knüpfen wir noch die fel- 
genden einleitenden Bemerkungen an. 

Vergegenmärtiget man fich die Operation des Differenzirens, ft 
kann eine zur Klaffenzahl k gehörende Differenzialfunction unmittel 
bares Ergebniß der Differenziation nur von einer zur (k — L)ten 
Klaffe gehörenden Differenzialfunction fein. Diefes zugegeben, faſſen 
wir der Einfachheit wegen in der vorgelegt gedachten, zur Klaffen: 
zahl k gehörenden Differenzialfunction nur eine der Variabeln, etwa 
x, ind Auge und nehmen an, daß folche noch dag mte Differen- 
zinle diefer Variable enthält, oder, daß befagte Differenzialfunction 
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in Bezug auf diefe Variable x zur mten Ordnung gehört; fo 
wird, beachtend den Urfprung von k, entweder m — k oder 
m<ck fein. 

3m erftern $alle, bei der Annahme m — k, wird die unmittel- 
bar vorausgehende Sntegralfunction dev vorgelegt gedachten Diffe- 
venzialfunction, falls foldhye nämlich zu den Möglichkeiten gehört, 
in Bezug auf diefelbe Variable x, da folche zur (k — 1)ten Klaffe 
gehören muß, auch zur (m — U)ten Ordnung gehören. 

Sm letztern Falle, unter der Annahme m<k hingegen, kann 
über die Ordnungszahl in der unmittelbar vorangehörenden Inte⸗ 
gralfunction, nach derfelben Bariabeln x, in gedoppelter Weife feft- 
geftellt werden. Erſtens ift die Annahme gegenwärtig gedenkbar, 
daß, troß der Verringerung der Klaffenzahl um eine Einheit, gleic- 
wohl die Ordnungszahl unverändert, d. h. gleich m verbleibt; fo daß 
die vorgelegte_ Differenzialfunction, wie deren unmittelbar vorange- 
bendes Sntegrale dag mte Differenziale von x zugleich) enthalten, daß 
folches aber nothwendig als conftante oder ald eine von x independente 
Größe auftritt. Diefe Annahme fchliefen wir nun von den Betradh- 
tungen des vorliegenden Paragraphen aus. Die zweite Annahme aber, 
mit der wir und ausfchließlih im vorliegenden Paragraphen be- 
faffen werden, ift jene, wo in dem unmittelbar vorausgehenden In- 
tegtale nicht allein. die Klaffenzahl k, fondern auch die Ordnungs- 
zahl m um eine Einheit geringer als in der vorgelegten Differenzial- 
function feftgeftellt wird. Diefe Annahme, die nicht allein über die 
eine Variable x, fondern über fümmtliche in der vorgelegten Dif- 
ferenzialfunction enthaltenen Variabeln ſich erſtrecken fol, und die 
in völliger Uebereinftimmung mit dem oben „im erften alle”, bei 
m == k, gewonnenen Ergebniffe fteht, legen wir unfern folgenden 
Unterfuchungen zu Grunde, die wie nach dem von Condorcet an- 
gebahnten Wege leiten werden. 


370. Wir beginnen die Unterfuchungen über Integrabilität 
einer Differenzialfunction der mten Ordnung mit dem einfachften 
Salle, wenn diefelbe nur eine Variable, etwa x, enthält; mobei 
ung, gleichwie im Verfolge diefes Paragraphen, wo wir folche Dif- 
ferenzialfunctionen mit zweien und mehrern Variabeln in Betracht 
ziehen werden, nad) dem Ausgangs der vorangehenden Nr. getroffenen 
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Uebereinfommen, von der Befchaffenheit der Klaffenzahl k, ob nämlich 
diefelbe gleich oder größer als m ift, abzufehen geftattet ift. 

Wenn V irgend eine Differenzialfunction der mten Ordnung 
einer Variabeln x vorftelt; fo enthält folche nothwendig das mite 
Differenziale von x und allgemein kann angenommen werden, daß 
diefelbe ald Function von: 

x, dx, dx, d%x,....d*% 


auftreten wird. Die unmittelbar vorausgehende Sntegralfunction 
zu V, falls nämlich felche zu den Möglichkeiten gehört, wird nadı 
dem Uebereintommen in vorangehender Nr. eine Differenzialfunction 
der (m — ten Drdnung fein; daher wird ſolche nothwendig das 
(m—1)te Differenziale von x enthalten und allgemein, als Fun: 
tion von: 
x, dx, dx, d’x,....dex, 

anzunehmen fein. Wird nun leßtere durch V’ vepräfentirt, und 
werden zur Vereinfachung der Darftellung folgende Gleichungen 
feftgeftellt: 


su = dx, smdıx, 8 =d%x,....Xmnmd"x, 
oder die folgenden mit diefen gleichbedeutenden Gleichungen : 
xi =d, x⸗ — dxi, sHm=dxt,.... Km = dımA ; (1) 
fo ftelt V’ eine $unction von: 
X, Xı, X, X, ..-.. mA 


vor, die nach allen diefen Größen differenzirt, mit Buziebung der 
eben eingeführten Gleichungen (1), die vorgelegt gedachte Differen- 
zialfunction V hervorruft, welche Iektere nunmehr, d. h. mit Zu 
ziehbung der Gleichungen (1), ald Function von: 
X, X, X2, X, ... 0. Xm 
auftreten wird. 
- Stellen wir nun das totale Differenziale von V’ durch dir 
Gleichung: 
u Xdx -XE XCA. -.... XD an. 


dar, wo die Differenzialcoefficienten: 
X, x, Xx, x, .. .. X 
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gleich wie V’, als $unctionen von > 

X, 1, X, 3%, <<... mA 
auftreten; fo drückt, beachtend die Gleichungen in (1), folgende 
Gleichheit: 

V Xxı + x. + x, + x9,, + ....+ xD, (3) 
in analytifcher Sprache obige Ausfage, V fei Ergebniß der 
Differenziation von V’, aus, wenn die in («) zufammenge- 
 ftellten Sunctionen folgende Gleichungen: 


XI 4x axc) 4Xx daAX® 4Xx ax dX 











dx —axı de de’ de da’ Tr Ta 
XD 4 gxXO x ax ax 
dx; Rn ds "do —A7 
dxcæ)) 4xc(2) ax) ax“) (4) 
A Ad dam 


daxmi) ax) 
dxn2  dimi’ 
identifch realifiren, oder diefelben in Gleichheiten umſetzen. 

Dieſem zufolge haben wir uns nunmehr noch mit der Beſtim⸗ 
mung der Functionen in (c) zu befaſſen, daß dieſelben den eben 
aufgeftellten Gleichungen (3) und (4) identifch entfprechen. Denn 
werden die fü gewonnenen Beftimmungen der Functionen in (a) in 
den Ausdrud zur Rechten der Gleichung (2) eingeführt, fo ftelit 
fich derfelbe, vermöge des Eintreffen der Gleichungen in (4), als 
volftändiges Differenziale der von einander unabhängig gedachten 
Variabeln: 





X, Xı > Xa, %3 5 uvveo ro XmAi 


heraus; wird folcher nun nach Nr. 285 integrirt, dann hat man 
auch V’ als Zunction derfelben Variabeln beftimmt; und da man 
endlich aus der Verbindung der Gleichungen (1), (2) und ” die 
Gleichung: 
| vV=dVv 
bat: fo flelit dann V’ die unmittelbar vorausgehende Sntegralfunc- 
tion von V dar, deren Erlangung das ung im vorliegenden Para- 
graphen geſteckte Endziel ift. 
Raabe, Diff. u. Int. Rechmug. 11. 19 
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371. Die Beftimmnng der Functionen in (a) in der Ausgangs | 
porangehender Nr. befchriebenen Weiſe zu erzielen, gehen wir, wie | 
bis jeßt fehon öfters aefchah, von der Annahme des ibentifchen | 
Statthabens der Gleichungen (3) und (A) derfelben Pr. aus, und 


legen ung namentlic) die Gleichung (3) zur weitern Analyfe vor. 


Differenzirt man diefe Gleichung (3) partiell nach x, fo erhält 


man unmittelbar die folgende: 
dV _.dX ax) dx@) A42x1) 
+ +... 


dx = dx xi dx dx dx 





m; 


berückfichtiget man nun die als beftehend vorausgefekten Gleichungen 


(4), namentlidy die auf der erften Zeile dafelbft befindlichen , fo geht 
diefe eben aufgeftellte Gleichung in folgende über: 
dV dX dx dx dx 
arx &” Baer 
aus der, beachtend die Bedeutung VON Xy, xz, xz, . . » nach den 
Gleihungen in (1), folgende gezogen wird: 


dv _ 


Wird ferner diefelde Gleichung (3) partiell nad) x, differenzirt, 


fo ergiebt fid) zunächft folgende: 








Vo, „6 U... 6a, 
dx; — dxs x dx,’ 2 dx; Xa 2* dx, Xm: 


zieht man von den Gleichungen (4) die erfte auf der erften Zeile 
und ſämmtliche auf der zweiten Zeile befindlichen zu Hülfe, dann 
ift diefe Gleichung mit folgender gleichbedeutend: 








dV ax ax) ax) ax 
di — I A ut dx» Er Fur Im 
die, vermöge derfelben Gleichungen in (1), in folgende übergeht: 
V_xraxd, 
dx; 


Durch ein abermaliges partielles Differenziven der Gleichung (3 


nach x, erhält man folgende Gleichung: 
dv dX dx dxX@) . ax) 


— XC) a _ — — — 
dx F AU+ dx; Hr dx, + dx x . dx: 





m: 
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werden auch hier von den Gleichungen (4) die zweite auf der erften 
3eile, die erfte auf der zweiten Zeile und fämmtliche auf der dritten 
Zeile befindlichen zugezogen, dann hat man: 

ax@®) dx@) dx) dx) 
> 


— — tt — ı r... + — x 
dx; dx. ® dxm-1 u 





welche vermöge der zur Vereinfachung feftgeftellten Gleichungen (1) 
in folgende übergeht: 

dV 

dx . 
Fährt man in diefer Weiſe fort, die Gleichung in (3) fucceffive nach 
xz, Xy oo. Xm-ı partiell zw differenziven; fo gelangt man -in 
derfelben Ordnung, mit beftändiger Zuziehung je einer Abtheilung 
von den in (4) zufammengeftelten und als beftehend vorausge⸗ 
festen, wie ber zur Vereinfachung feftgeftellten Gleichungen in (1), auf 
folgende Gleichungen: 


— XUO) +2 ax®, 


V ._ zo .4x®, T — XD 4x, IV _xwWraxO, 
dxs dx, dx; 
dV 


—_— x?) ı ax), 
d<xm-1 





Wird endlich die Gleichung (3) partiell nad) xm differenziert und 
berückfichtiget man den Umftand, daß die Sntegralfunction V’ und folg> 
lich auch die in (a) zufammengeftellten Functionen ſämmtlich von 
x unabhängig find; fo erhält man folgende Gleichung: 

dV 


dm 


Merden alle diefe durch partielles Differenziven der Gleichung 
(3) nach den Größen x, Xu, x⸗, xz, ... Xm und mit Buziehung 
fämmtlicher Gleichungen in (4) gewonnenen Ergebniffe, in entgegen- 
gefekter Anordnung ihrer Erzeugung, zufammengeftellt; fo ergiebt 
fich in Folge der Annahme des identifhen Befteheng der 
Gleichungen (3) und (4) vorangehender Nr. folgendes Syſtem von 
Gleichungen: 


= x, 
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dV 
(mi) _. 
x =. 
xen „ ax”) _ N ‚ 
dV 
x + dx) = ———, 
. (5) 
x) ı d.x@® = av 
dx ’ 
Xxraxe _ _WV 
dxı ° 
dv 
IıX=—. 





372. Mitttelft der zufammengeftellten Gleichungen in (5) find wir 
nunmehr in der Lage die Functionen in (@) durch partielle Diffe 
venzialquotienten der am Eingange der Nr. 370. vorgelegten Tifte: 
renzialfunction V auszubrüden, wie auch die Bedingung der Snte: 
grabilität dieſer Differenzialfunction V feftzuftellen, weldye Bedingung 
wie der Verfolg zeigen wird, in eine Bleichung zufammengefaf: 
werden kann. 

Wird die erfte der Gleichungen (5) nach) ſämmtlichen in derfelbe 
vorkommenden Größen: 


X, X, X, XIgs Zn 
differenzirt, welche Operation in folgender Gleichung: 
a.xeD _— d. aV_ 
* dxm 


angedeutet fein fol; fo erhält man durch Subtraftion biefer ve: 
der zweiten der Gleichungen in (5) folgende Beſtimmungsgleichu: 
für XP, 
zum _ IV 4. V. 
Xm-1 dxm 

Wird diefe Gleichung in gleicher Weiſe, d. h., nach allen in te 
ſelben vorkommenden Größen differenzirt, und dann das bloß anz 
gezeigte Ergebniß von der dritten in (5) zuſammengeſtellten Gla 
chungen fubtrahiet; fo erhält man X") duch folgende BTeichur 
beftimmt: 
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m) _ _ IV. _ dV „av 
x —  dm-2 d. dm #. dın ' 


Wird auch in diefer Gleichung nad) allen in derfelben vorkommenden 
Größen die Differenziationsoperation angedeutet, und wird dann 
diefelde von der vierten der Gleichungen in (5) fubtrahirt; fo ſtellt 


fich für X folgende Beftimmungsgleichung heraus: 
gu) _ dV VI _LnWV 








—d 


dxm-3 " dxm-2 "dxoA dm 





Fährt man in diefer Weiſe fort, dem jedesmal gewonnenen Ergebniffe 
die Differenziationsoperation nach allen Größen x, x, X, .. Xmi 
vorzufeßen, und nachher dasfelbe von der entfprechenden unter den 
Bleihungen in (5) abzuziehen; fo gelangt man auch auf folgende 
allgemeine Beftimmungsgleichung: | 
V dV dV ar d 

— — an 
die fir alle ganzen Werthe von r = 2 angefangen big und mit 
r=m—1 ein Statt hat, und für alle diefe befondern Werthe von 
r leicht zu deuten ift. 
Setzt man nun in biefer allgemeinen Gleichung r=m—1, fo 
geht folche über in: 





dV dvV dV dV 
(1 ) — — — m — — 2 — GE . —— m.? m.3 mn 9 


wird von diefer Gleichung das totale Differenziale genommen, und 
das angezeigte Ergebniß von der vorleßten unter den Gleichungen 
in (5) fubtrahirt, fo erhält man: 

dv av dv at, AN 


m — 2 — — 
=. -— * 


welche Gleichung auch aus der allgemeinen, bei der Annahme r=m 
hervorgeht, wenn man X ftatt X(9 ſetzt. Wird endlich auch diefe zu» 
letzt aufgeftellte Gleichung differenzirt, und das angezeigte Ergebniß 
der totalen Differenziation derfelben von der letzten unter den lei» 
chungen in (5) fubtrahirt; fo ſtellt fich folgende, von den Func- 
tionen in (a) durchaus unabhängige Gleichung heraus: 


o.- I’ _,.,. WI, de. _—_ > a. I. 2... dl, 


— dx dz, dxs 
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die eine Bedingumgsgleichung der Sntegrabilität vorftellt, und wie 
der Verfolg Iehren wird, es einzig und allein ift, damit die 
vorgelegte Differenzialfunction V unmittelbares Ergebniß einer Dif⸗ 
ferenziation fei. 

Ale in vorliegender Nr. erhaltenen Gleichungen, die Bedin⸗ 
gungsgleichung mitbegriffen, in umgelehrter Drdnungsfolge ihrer 
. Ableitung zufammengeftellt, und am Schluſſe nody die erfte der 
Gleihungen in (5) beigefeßt, ergiebt ſich folgendes Syſtem von 
Gleichungen: 

AV _ 5, 4.. 4 dv 




















0 zn d. #2... (0° "nn: 
X= =- d. = + d2, * —. a x 
x _ = -4. In =... a ; 
.. (6) 
Xen date 
ll tete 
x) —_ ae 


als ımmittelbare Solge der Gleichungen (5) vorangehender Pir., 
welche leßtere eine Folge der Annahme des identifchen Beſtehens 
der Bleichungen (3): und (4) der Nr. 370. find, | 

Diefe Gleichungen (6), die erfte derfelben ausgenommen, drücken 
die Functionen in (a) durch partielle Differenzialquotienten der vor- 
gelegten Differenzialfunction V, wie durch totale Differenzialien der 
leßtern aus; ſonach erfcheinen befagte Functionen in (a), wie mir 
ung am Eingange der Pr. 371 vorgefeßt, durch befannte Functionen 
DON X, Xy, x2, .. Xm-ı gegeben. Die erfte diefer Gleichungen in 
(6) aber, die gleichfalls partielle und totale Differenziationsoperu- 
tionen, und zwar nur von der zur Unterfuchung in Bezug auf Sn: 
tegrabilität vorgelegten Differenzialfunction V enthält, ftellt offenbar 
eine Bedingungsgleichung der Integrabilität diefer Differenzialfunc: 
tion vor. Nun wird es keiner befondern Erhärtung bedürfen, 
befagte Differenzialfimetion V, im Kalle des Nichteintreffeng dieſer 
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Bedingungsgleichung, als feiner unmittelbar vorhergehenden Sntegral- 
function fähig zu erklären. Die umgekehrte Solgerung hievon aber, 
daß beim Statthaben diefer, und zwar einzig und allein diefer DBe- 
dingungsgleichung, daß dann auch nothmwendig die Differenzialfunction 
mter Ordnung V Ergebniß der Differenziation einer Differenzial- 
function (m-- L)ten Ordnung, die wir duch V’ vorgeftellt haben, 
fei; diefe umgefehrte Solgerung nun, wie auch die Behauptung, 
daß dannzumal auch die Deftimmungen von X, KW, X, ... 
oder der Functionen in (ao), aus den Bleichungen (6) gezogen und. 
in die Gleichung (2) gefekt, den Ausdruck zur Rechten derfelben 
als vollftändiges Differenziale von x, xy xz, .. X%m-ı herausftellen: 
diefe Behauptung alfo und jene umgekehrte Folgerung bedürfen 
allerdings noch einer befondern Nachweifung, mit der wir uns in 
den nächftfolgenden vier Nrn. ausfchließlich befaffen werden. 


373. Auf die Gleihungen (6) vorangehender Nr. find wir von 
der Annahme ausgehend geführt worden, die Gleichungen (3) und 
(4) in Nr. 370 beftehen als Bleichheiten; welche Annahme jene, 
die Differenzialfunction der mten Drdnung V fei unmittelbares 
Ergebniß der Differenziation einer Differenzialfunction der (m —I)ten 
Ordnung V’, in fi) fchlieft. Um nun das ung am Schluffe der 
vorangehenden Nr. gefteckte Ziel zu erreichen, haben wir genau das 
Umgefehrte des eben Mitgetheilten darzuthun, nämlich, wir haben, 
ausgehend von der Annahme des Beftandhabens der Gleichungen in 
(6), unter denen ſonach die erfte nur eine Gleichheit abgeben kann, 
die Gleichungen in (3) und (4) als Folgerungen diefer Annahme 
zu begründen. Denn ift diefer inverfe Satz feftgeftellt, dann er» 
feßen die Gleichungen (6) die Gleichungen (3) und (4), bei deren 
Zugrundelegung, wie vorhin bemerkt wurde, die Differenzialfunction 
V ein Ergebniß der Differenziation von V’ ift. 

Bei der Begründung diefes inverfen Satzes werden wir zuerft, 
und zwar noch in vorliegender Nr., aus den Gleichungen (6) die 
Sleihungen in (5) folgern; aus diefen werden wir dann in den da⸗ 
rauf folgenden Nrn. die verlangten Gleichungen in (3) und (4) 
herſtellen, wobei wir, was offenbar geftattet, ja fogar unerläßlich 
ift, die zur Vereinfachung der Darftellung feftgeftellten Gleichungen 
in (1) mit benutzen werden. 
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Wir begründen die Gleichungen (5) ald Folgen der Gleichungen 
in (6), wie folgt. 

Die erfte der Gleichungen in (5) ift mit der letzten der Blei. 
chungen in (6) fogar der Form nach einerlei. Die zweite der Glei- 
ungen in (5) wird gewonnen, wenn die Iekte der in (6) - total 
differenziert und das angezeigte Ergebniß zur vorlekten desfelben Sy⸗ 
fiems addiert wird. Eben fo wird die dritte aus dem Syfteme der 
Gleichungen in (5) aus dem in (6) gewonnen, wenn man in diefem 
die vorletzte total differenzivt, und Das angezeigte Ergebniß zur 
zweitvorletzten desfelben Syſtems addirt. Allgemein wird die kte der 
Bleichunger in (5) aus der (k— 9ten und kten, von unten nad) 
oben gezählt, aus dem Syſteme der Gleichungen (6) geivonnen, 
wenn man ‚legtere zum totalen Differenziale der erftern der zu 
leßt genannten zwei Sleichungen addirt. Differenzirt man endlich 
die mte der’Gleichungen (von unten nach oben gezählt) in (6) total 
und berücfichtiget die Bedingungsgleichung, oder addirt man das 
angezeigte Ergebniß der eben angedeuteten Differenziation zur (m + L)ten, 
die eine DBedingungsgleichung ift; jo ftellt ſich die letzte aus den 
Syſteme der Gleichungen in (5) heraus. 

Es erfeßen ſonach die Gleichungen (6) in aller und jeder Be 
ziehung die Gleichungen in (5); fo daß wenn aus diefen die Glei- 
chungen (3) und (4) zu folgern find, dasfelbe auch von jenen ausgefagt 
werden kann. 

374, Dem eben Mitgetheilten zufolge haben wir ung nunmehr 
den Gleichungen in (5) zuzuwenden; aus weldyen wir zuerft die 
Bleihung (3), ald den leichtern Theil des ung gefeßten Zieles, 
ziehen werden. 

Multiplieirt man nämlich diefe Gleichungen (5) in der Ordnung 
ihrer Aufeinanderfolge mit: 

dxm , dXm-1, ‚dxm-2 , .... dig, dı,, dx, _ 


fo erhält man nad) vollzogener Summation derfelben, jedoch mit 
Zuziehung der zur Vereinfachung der Darftellung feftgeftellten Glei- 
ungen in (1), folgendes Ergebniß: 

xD X dx + X N gun. +. + X dx + Xdx, ! 
KT KT KT Kr) 
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dv dv av. AV AV dv. 
== dx. dXu: + dın.ı dxm-1 «+ dx. d2n.2. :#+ dx, dx: + — dx; dx; +-— dx dx ’ 


je zwei der untereinanderftehenden Blieder im Ausdrude linkerhand 
vom Gleichheitszeichen, bieten ein volfftändiges Differenziale eines 
Produktes zweier Größen dar, daher kann befagtes Ergebniß auch 
folgendermaßen geftellt werden: 


(KR a) x 2)4..+ (X) xe)4d.(Xxı)= 


dv IV av dv dv dv 
= ln + Frei dx - gg dam. + dest I dt dx: 


der Ausdruck zur Linken vom Gleichheitszeichen die ſer Gleichung 
iſt augenfällig ein vollſtändiges Differenziale, der zur Rechten ſtellt, 
da V als Function von x, X, xz, ... Xm vorausgeſetzt iſt, dag 
vollftändige Differenziale von V vor: daher fließt aus diefer Glei— 
hung ducch Integration beider Theile derfelben die folgende; 


V=A + Xx + X). + X92, + X®) x; ... A 
wo A eine von x, X, x⸗z, ... Xm unabhängige Größe, oder die 
Conftante der Integration if. Nun flelt V, als Repräfentant 
einer Differenzialfunction,. nothwendig eine unendlich Eleinwerdende 
Größe vor; eben fo find die Größen xı, *%, X, » . . An, als 
Differenzialien der Größen x, XKı,' xz, . + - Rm-ı, gleichfalls un 
endlich Eleinmwerdende Größen; und da, wie vorhin feftgeftellt worden, 
A von den let genannten Größen unabhängig fein muß: fo erübriget 
ums zum Beftehen der leßtern Gleichung nur noch die Annahme: 

’ A=0, 
welche Annahme auf die Bleichung: 


V=Xx + X"), + X), + XP, ... + Xu. 


führt, die identifch mit der Gleichung in (3) und, wie wir fo eben 
gefehen haben, ald Folge der Annahme des Beftandhabens der 
Gleichungen in (5) erhalten worden ift. 

75. Die Ableitung der Gleichungen (4) aus denen in (5) wird 
nambhaft erleichtert und vereinfacht, wenn zuerft Einiges über par- 
tielles Differenziven totaler, jedoch nur angedeuteter Differenzialien 
von $unctionen mitgetheilt wird. Denn ſchon bei einer ganz flüch⸗ 
tigen Betrachtung der Gleichungen in (5), namentlich der Ausdrüde 
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zur Linken der Gleichheitszeichen derfelben, entnimmt man, daß, 
um aus denfelben die Gleichungen in (4) abzuleiten, die angezeigten 
Differenzialien, wie: 


d.X, d.x9, a.x®, 


partiell nad) den verfchiedenen Größen x, X, xz, » . . zu differen- 
ziren find. Diefe partiellen Differenziationen nun werden fehr leicht 
vollzogen und die Ergebniffe derfelben ftellen fich fehr einfach heraus, 
wenn wir zuerft die am Schluffe vorliegender Nr. aufgeftellten Glei- 
chungen (A) begründet haben werden. — Aus dem Grunde aber, 
daß befagte Gleichungen in (A) allgemeiner Befchaffenheit und von 
den befondern Nebenumftänden deg vorliegenden Gegenftandes großen: 
theild frei find, werden mir deren Begründung auch ganz unab- 
bängig von den bis jeßt eingeführten Bezeichnungen und bereits 
fefigeftellten Gleichungen vortragen; wozu wir ganz ausſchließlich die 
vorliegende Nr. beſtimmen. 

Wenn das kte Differenziale einer Variabeln x durch x., alſo 
das nullte Differenziale von x, oder x felbft, durch x, vorgeſtellt 
wird, d. h., wenn die Gleichungen: 


„= dkx und xo ⸗ x (a) 


eſtgeſtellt werden; fo wird jede Differenzialfunction nter Ordnung 
diefer Variabeln x, die wir Kürze halber durch F andeuten wollen, 
ald Function von: 

X, X, X, X), +» +». . Xn 
auftreten. Stellt man ferner dag totale kte Differenziale Diefer 
Differenzialfunction F nach fämmtlichen fo eben aufgeführten Gröfen 


durch Fr vor, fo daß analog mit den eben aufgeftellten Gleichungen 
in (a) aud) folgende beftehen: 
Ä K=-d4FmR=F; (b) 
fo gelangt man fehr leicht auf folgende Recurfionsgleichung : 
k=ntr 
Fran = - XkH ; (c\ 
Xk 
k=0 


die, jedesmal mit Zuziehung der Gleichungen in (a) und (b), für 
ale pofitiven und ganzen Bahlenwertbe von r, mitbegriffen den 
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Nullwerth, Beftand hat, und in der das Summenzeichen nur über 
die ganzen BZahlenwerthe von k inner den angedeuteten Summen 
grenzen, letztere mitbegriffen, ſich erſtreckkt. Wir fügen noch, bevor 
mir zur Mittheilung der Folgerungen aus der Recurfionsgleichung 
(ce) übergehen, die Bemerkung bei, daß Fe oder d’,F eine Differenzial- 
function der (n+Fr)ten Ordnung von x vorftellt, oder daß F. eine Func- ' 
tion der Größen: 


Zoo; Xi, X2, « « «ce Xn, Anti, Xnt2, - © » Xnfr x 
vorftelt, und daß diefem zufolge auch folgende Gleichung: 
dFr dF 
dXntr = dXn i (d) 





für jedes ganze und pofitive r, ald Gleichheit Beftand hat.) | 
Mit Berücdfichtigung-der eben gemachten Ausfage über die DBe- 

fchaffenheit der Function F, und mit Beachtung der Gleichungen in 

(a) wird das totale Differenziale des partiellen Differenzialquotienten: 





dF. 
dxp e 
falls p einen der Zahlenwerthe: 
0, 1, 2, 3, 4, 5,:...(a+r) 
vorſtellt, ducch folgende Gleichung dargeftellt werden: 
a FR_ORr 5 AR, „ _#F- 
Klar Tr 7777 FOR 7777 1777 Gi EEE Er Varel 
oder, einfacher dargeftellt, durch folgende: 
FE Br") 
a (e) 
u 


. 


Bird nun die Recurfionsgleichung in (c) partiell nach x, differenzirt, 

fo erhält man, fall8 p einen der folgenden Zahlenwerthe: 
1,2,3,4,5,....(a-+r) 

vorftellt, die Gleichung: 


k=n+r 
dF-Hm _ d?F, u. + dF- 
dx» dıpdx Or dxy-ı ' 
=—=() 


x) Diefe Ausfage iſt fehe Halb verificket, wenn man für r nach und nach 
die Zahlenwerthe 4, 2, 3, 4,.. r feht. 








300 Sntegralredhnung. VII. 376. 


und im Salle wenn 





k=nYtr 
dF-H — d?F, j 
di, — > | dxodae tr 
ur. 
Verbindet man nun die beiden zuleßt gewonnenen Ergebniffe mit 
der obigen Gleichung (e), fo ergeben fich die folgenden am Eingange 
angekündigten zwei Gleichungen: 


d . dxp * dxp u dxp-1 ’ ! (A) 








"do dxo 
von denen wir unmittelbar in der nächſtfolgenden Nr. Gebrauch 
machen werden, die Gleichungen (4) ald Folgen der Gleichungen (5! 
darzuftellen. 

Betreffend die erfte diefer Gleichungen (A) bemerfen wir, dai 
diefelbe, den Nullwerth ausgenommen, für jeden ganzen und pofitiven 
Werth von p Beftand bat. Obgleich. wir diefelbe nur von p=1 
bis p=n-+ r abgeleitet haben, befteht folche gleichwohl noch in der 
eben ausgefprochenen Allgemeinheit, wenn man einerfeit3 die Gleich 
‚heit (d) und anderfeits den Umftand zuzieht, daß F. eine Function 
von x, zu fein aufhört, wenn man p>n+tr annimmt; daB ma 
fonach bei der Annahme p>n-+r auf durchaus, auch der Som 
nach), identifhe Bleichungen geführt wird. 


376. Wird, indem wir ung unferm Hauptgegenftande zuwenden. 


in den allgemeinen Gleichungen (A) vorangehender Jr. —0 un 
o=m—1 angenommen, dann F flatt Fo, und x flatt x, gefent: 
fo ſtellen fich folgende zwei Gleichungen heraus: 





drı d dF 

dx "dx ’ “ 
dFı _, dF, dr 

Pr ser Peer" 


oder auch, da man 


| 
| 
| 
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bat, die folgenden, auch von Dirkfen bei einem ähnlichen Anlaffe 
aufgeſtellten zwei Gleichungen: 








dd.F) 4. dF 
dx "dx ' F 
(7) 
‚dd.F) _ , dF, _dF ( 
dxy — dxp dxp-i 


wo F irgend eine Function der Größen: 
x, Xı ;> Xe X), oo... Ami; 


deren Zufammenhang die Gleichungen in (1) Nr. 370 angeben, vor- 
ftellt, und mo die Buchftabengröße p aller pofitiven und ganzen 
Zahlenwerthe, von 1 aufwärts gezählt, fähig ift. 

Bedenkt man nun, daß die Größen X, X, X)... der 
Gleihungen (5) Functionen derfelben Größen x, x1, %, ... Ami 
find, fo daß die in den eben aufgeftellten Gleichungen (7) vorkom⸗ 
mende Größe F jede diefer Functionen X, XD, XD, ... vor- 
ftellen fann; fo dürfen, zuc Umformung des Ergebniffes einer, par- 
tiellen Differenziation irgend einer der Bleichungen in (5), jedesmal 
diefe Sleichungen (7) zugezogen werden. 

Differenziven wir nun, diefes vorausgefeßt, die letzte der Glei- 
chungen (5) partiell nad) x,, und laffen p einen der Werthe: 

1,2, 3,4, 5,.... (m—1i) (8) 


fein; fo gelangen wir mit Zuziehung der zweiten unter den Glei⸗ 


chungen (7) auf folgendes Ergebniß: 


dX dX d?V 


d. dxp ” dxpı dad" N 





Schließt man ferner die erſte und letzte der Gleichungen (5) aus, 


fo ift jede der übrigen m —2 Bleichungen dafelbft von folgender 
Form: av 
x + d. XP) — — (6) 


Xp 
wenn nämlich für p alle Werthe in (8), und X für X(% gefekt 
wird; differenziven wir nun diefe allgemeine Gleichung partiell nach 
x, nehmen aber hiebei auf die erfte dev Gleichungen (7) Rückſicht, 
fo ergiebt fi) auch folgende Gleichung: 
ax‘r-" ax(P) d?V , 


— — — — — 
— 


a 0% dæp dx 





un OD 0 de ME oO DO GE — 4—9 fü En CE in EEE — 
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Verbindet man nun diefe Bleichung mit’ der vorigen (y) durdy Sub: 
traktion; fo ſtellt fich folgende von V independente Gleichung heraus: 


dX dx daXP 2 2axen 
+ + 


dr dnmı dx dx ° (el 


in der p fänmtlicher in (8) zufammengeftellten Werthe fähig ift. — 
Wird ferner die erfte der Gleichungen (5) partiell nach x und die 
letzte desfelben Syſtems in gleicher Weiſe nach xm differenzirt, fe 
ſtellt fi, mit Rückſichtnahme auf die zweite der Gleichungen (7), 
als deren Unterfchied folgendes Ergebniß dar: 











ax) dX dx 


nach der Borausfekung iſt X unabhängig von xm, folglich hat man: 


dX , dX 
= 0 und fomit auch d._ =0; 


ſonach hat man: 


ET na ’ (2) 
welche eine, der Bleichungen in (4) ift, die letzte nämlich auf der 
erften Zeile befagten Syſtems. — Mit Zuziehung diefer Gleichung 
bietet die in (65), wenn p in derfelben nach und nad) die Werthe: 

m—i1, m—2, m—3,....3, 2,141 
annimmt, in derfelben Drdnungsfolge die nun folgenden Gleichun— 
gen dar: 


dX ax=-? dX ax=-9 dx ax 


| —— — — — 


dxu2 dx dxm-3 dx dxn-s dx 
dX _dXN dX _daXM dX _ 4X 
de dx ’ dcs dx’ x — &' 


Die letzte diefer Gleichungen ift offenbar eine identifhe, und kann | 
ſonach unbeacdhtet bleiben; die Übrigen aber, die in Verein mit ber 
derfelden norausgehenden (4) durch folgende allgemeine : 
dX __ dx j \ 
ir ix N 


erfeßt werden können, wenn nämlich p jeden der Bahlenwerthe in 


- 





® 
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(8) vorftellt, bieten fämmtliche auf der erſten Zeile in (4) enthaltenen 
Bleihungen dar. Es gehen ſonach die Iehtgenannten, eine Abtheilung 
der Gleichungen in (4), als Folgerung der Gleichungen in (5) 
heraus. 

Eine zweite Abtheilung, die auf der zweiten Zeile in (4) befind- 
fihen Gleichungen, wird in folgender Weiſe, als Folge der Glei- 
chungen in (5) dargeftelt. 

Differenzirt man die vorleßte der Gleichungen in (5) partiell " 
nad) x,, fo erhält man mit Zuziehung der zweiten unter den Glei⸗ 
chungen (7) die folgende: 





X, , aD ax® av 
dxp j dx» na — dxıdas ’ 


wird ferner die oben aufgeftellte Gleichung (3) nad) x, partiell dif- 
ferenziet, fo bietet diefelbe Hülfsgleichung in (7) folgendes Ergeb- 
niß dar: Ä 
ax(p-2 ax) dxdꝑ) d2V 
| a Ta Tide 

ſubtrahirt man diefe zwei Gleichungen von einander : fo erhält man 
mit Beachtung der bereits begründeten Gleichung (7) folgende Un⸗ 
terſchiedsgleichung: 








ax) dx  , ax” . dx-i) 
dxp dr da dxı ° (e) 


die, wie die analoge zu derfelben (e), für fämmtliche in (8) zufam- 
mengeftellten Werthe von p Beftand hat. — Wird, aus diefer Glei- 
chung weitere Folgerungen zu ziehen, die erfte der Bleichungen (5) 
partiell nad) xı, die vorletzte desfelben Syſtems in gleicher Weife 
nad) x differenziert, und unterläßt man nicht dem Umftand in Be- 
tracht zu ziehen, daß X ſowohl als KU von x. unabhängig find; 
fo bietet das Ergebniß des Unterſchiedes beider fo erhaltenen Glei- 
chungen folgende dar: 
. ax(w-1) dx 
A OT dam’ 
die eine analoge zu (&) und bereits eine der @leichungen in (4), 
die letzte auf der zweiten Zeile dafelbft, vorftellt. — Mit Berück— 
fichtigung diefer Gleichung bietet die derfelben vorausgehende, wenn 


(£) 


v 
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man dafelbft für p nad) und nad) die Zahlenwerthe: 


m—1, m—2, m—3,....3,2,1 


einfet, ein Syſtem von Gleichungen dar, deren allgemeiner Re- 
präfentant die folgende Gleichung ift: 

ax) axn 

— = u (»‘) 
- welche, wenn man die Gleichung (4) mit beachtet, für alle folgenden 
Zahlenwerthe: 

2,3, 4,5, .:...m—1i1 

von p Beſtand hat, und dadurch fämmtliche auf der zweiten Zeile 
in (4) befindlichen Gleichungen hervorruft. Es ftellt fich dieſem 
nach auch diefe eben bezeichnete Abtheilung der Gleichungen in (4), 
als nothmendige Folge der Annahme eines Beſtandhabens der Blei» 
chungen in (5) heraus. 

Um aud) die auf der dritten Zeile in (4) vorfommenden Gfei- 
dyungen, als Folgen der Gleichungen in (5) darzuthun, gehen wir 
von der drittleßten diefes Syſtems aus. — Wird dieſe nämlich 
partiell nach x, und die oben aufgeftellte (5) eben fo nach x2 dif: 
ferenzirt, welche partiellen Differenziationen jedoch nach der zweiten 
der Gleichungen (7) zu vollziehen find; fo ftelit ſich als Unterfchieds- 
gleichung, wenn nämlid) die bereits erwiefene Gleichung (7°) zuge» 
zogen wird, die folgende dar: 

dx‘? ax?) axe) dxdp-i 
d. dxp * dxp-1 nr Ti * 











Differenzirt man ferner die erſte der Gleichungen (5) partiell nach 
x; und die drittletzte derſelben nad) xm ; fo gelangt man in ähnlicher 
Weiſe, wie die Gleichungen (£) und (4') erhalten worden find, auf 
folgende Bleichung: 

ax(u-1) ax‘) 

— ur er 9 
Verfährt man endlich mit diefen eben aufgeftellten zwei Gleichungen, 
wie mit den analogen in den beiden vorausgeſchickten Fällen; dann 
gelangt man auf folgende: 








—— ( 
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die eine analoge zu (7) und (7°) ift, aus der, wenn für p nach und 
nad) die Sablenwerthe: 
3 N) 4 N 5 N 6 seoce.c. mol 


gefet werden, ſämmtliche auf der dritten Zeile in (4) befindlichen 
Gleihungen hervorgehen. Es ftellen ſich ſonach auch diefe als Folge 
der Gleichungen in (5) heraus. 

Fährt man auf dem bis jeßt betretenen Wege, analoge Glei- 
dungen zu (7), (7); (2) abzuleiten, fort; fo gelangt man durch 
Schlüſſe und Operationen, denen ähnlich, die auf diefe eben genann- 
ten geführt haben, auf folgende allgemeine Gleichung: 

ax ax 

dp dar’ 
in der k<p, und p aller ganzen pofitiven Werthe von und mit 1 
bis und mit m—1 fähig ift, die demnach den allgemeinen Reprä- 
fentanten fämmtlicher Gleichungen in (4) abgiebt. Es gehen alfo 
fämmtlihe Gleichungen in (4) in Folge der Annahme 
Des Beſtandhabens fämmtlicher Gleichungen in (5) ber- 
vor. W. z. b. w 

377. Nachdem wir feſtgeſtellt haben, daß aus den Gleichungen 
(6) die Gleichungen (5), aus dieſen dann wieder die Gleichungen in 
(3) und (4) hervorgehen; ſo erſetzen die erſtgenannten, beachtend 
die Entſtehungsweiſe derſelben, in aller und jeder Beziehung die 
zuletzt aufgeführten. Nun bedarf es keines beſondern Beweiſes, 
unter der Annahme des Beſtandhabens der Gleichungen in (3) und 
(4) und bei Zugrundelegung der Bereinfachungsgleichungen in (1) 








Mr. 370, den Ausdruck zur Rechten in Gleichung (2) derfelben Ne., 
als vollſtändiges Differenziale der Größen: 


x [} xX4 {] x [) Xx3 2 Pe er" Xm-1 


zu erffären; daher auch ein Gleiches von den Gleichungen in (6). 
Ferner iff unter diefen die erfte auch die einzige Gleichung, die ganz 
unabhängig von den in (a) Nr. 370 zufammengeftellten, neueinge- 
führten Größen ift, und lediglich die in Rückſicht auf Integrabilität 
zur Unterfuchung vorgelegte Differenzialfunction V umfaßt; daher 
ftellt auch diefe erfte der Gleichungen in (6) die einzige DBedin- 
gungsgleihung dar, damit befagte Differenzialfunction, ald un» 
Raabe, DIE. u. Int. Rechnung. I. 20 | 
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mittelbares Ergebniß der Differenziation einer Differenzialfunction 
auftrete, die der Ordnung, nad) um eine Einheit von dev erſtern 
überteoffen wird. Denn beim Eintreffen diefer einzigen Bedin— 
gungsgleichung ftellen ja die auf diefelbe folgenden Gleichungen 
in (6) jene Beftimmungen der in (a) zufammengeftellten $unctionen 
dar, die in (2) gefetst, den Ausdruck zur Rechten, als vollftändige 
oder integrable lineare Differenzialfunction herausftellen. - Wird folcher 
nunmehr nach Nr. 285 integrirt, fo ergiebt fih für V’ eine Zunc- 
tion von x, X15 Xg5 ... Xm-ı, welche mit Zuziehung der Hülfs— 
gleichungen in (1) die vorhin erwähnte, zu einer um eine Einheit 
geringeren Ordnung als die vorgelegte V gehörende, Differenzial- 
funetion darſtellt, und folglich die verlangte Integralfunction abgiebt. 

Betreffend die mwillkührlichen Conftanten diefer Integralfunction 
V'! bemerken wir Folgendes. 

Vorerſt ift einleuchtend, daß die Eoefficienten X, X, Xu, ., 
im Ausdeude zur Rechten der Bleichungen (2), wie aus den Glei— 
chungen in (6) zu entnehmen ift, feinerlei Größen allgemeiner Art 
mitführen, die nicht in der vorgelegten Differenzialfunction V felbt 
vorkommen; hieraus folgt fofort, daß V’ nur eine willführliche Eon 
ftante einführen kann, die ald Addendus der nach Nr. 285 gewon: 
nenen Beftimmung von V’ beizufügen if. Sieht man ferner einſt 
weilen von dem alle ab, in welchem die vorgelegte Differenzial 
funetion V zur erften Ordnung gebört, fo ftellt in jedem andern 
Falle die Sntegralfunction V’, bevor nämlicy die willkührliche Con 
ftante beigeſetzt wird, noch eine Differenzialfunction und folglich eime 
unendlich Heinwerdende Größe vor; daher wird die befagte willführ- 
liche Conftante weder einen endlichen, viel weniger noch einen unend 
ich: großen Werth annehmen können, fondern lediglich dDucch Pui 
zu erfehen fein: ed führt ſonach die unmittelbar vorhergehende SIn- 
tegralfunction einer Differenzialfunetion der mten Ordnung eine 
Variabeln keine willtührliche Eonftante mit, falls die Drdnungszat. 
m größer ald Eins if. Hieraus die allgemeine Folgerung, dit 
endliche Integralfunction einer Differenzialfunction 
einer Bariabeln beliebiger Drdnung, falls nämlit 
eine ſolche möglich erfannt wird, enthält bloß eine vor 
der Bariabeln unabhängige, willführlihe Conftante. 
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378. Die in Nr. 375 in (A) zufanmmengeftellten zwei &fei- 
chungen bieten noch einige Folgerungen allgemeiner Befchaffenheit 
dar, mittelft deren die fihon oft erwähnten Gleichungen in (6) bes 
achtenswerthe Umformungen unterzogen werden können. Mit der 
Herftellung jener Folgerungen befaoffen wir uns noch in vorliegender 
Nr., die wir gleichfam als Fortfeßung der Nr. 375 angefehen wiſſen 
wollen; die Mittheilung diefer Umformungen aber ſchieben wir auf 
die nächftfolgende Nr. hinaus. 

Mit Beibehaltung der in Nr. 375 feftgeftellten Bezeichnungen und 
mit Zuziehung der dafelbft gewonnenen Ergebniffe wenden wir ung 
zunächft der zweiten der in (A) zufammengeftellten Gleichungen zu. 

Wenn man in die eben angeführte Bleichung flatt, r nach und 
nach) die Zahlenwerthe: 

0,1, 2, 3, 4, 2.2. 

feßt, und wenn bei jedem Ergebniffe das demfelben. vorausgehende 
mit in Betracht gezogen wird ; fo gelangt man zulett auf folgende 
allgemeine Gleichung: 

dFr _ ge dFo 

don dx, ’ 
welche eine der angekündigten Folgerungen darftellt. 

erfährt man in ähnlicher Weife mit der erften der Gleichungen 

in (A); ſo gelangt man zuletzt auf folgende noch allgemeinere Fol⸗ 
gerung: 





dF. 
dxp — _ 
.dF a dF inne dF 1, dF „ dF 
tn, Hl Je 1 —6) rt )d ar Fre 


die die vorhergehende als befondern Fall, gleich wie die erfte die: 
zweite der Gleichungen in (A), umfaßt. Denn nach der Nr. 375 
ift Fo oder F bloß als Function von xo, Rs, Xg5 xz, ..., Oder 
als Function folder x feftgeftellt worden, die pofitive ganze Zeiger, 
mitbegriffen Null, haben, feinesiwegs aber auch von einem mit ir⸗ 
gend einem negativen Zeiger begabten x; wodurch fämmtliche par« 
tiefen Differenzialquotienten, wie die folgenden: 

dEo do dFu dEı 

dx,’ dx,’ ds ’ du. 
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ducch Nullen zu erfegen find. Es erſetzt ſonach die in CB) aufge 


fiellte Gleichung die derfelben vorausgehende, namentlich wenn man 
neben der Gleichung (B) auch folgende: 
ze —=60, f) 

in der krirgend eine ganze pofitive Zahl vorftellt, jedesmal in De 
tracht zu ziehen nicht unterläßt. | 

Eine andere Zolgerung aus den Gleichungen in (A), die eine 
inderfe Gleichung zu (B) darftelt, wird in folgender Weife ge 
wonnen. 

Setzt man nämlich in der erften der Gleichungen (A) r=0, 
fo erhält mas: 


dxp “dx dxp-i " 
weldye mit Beachtung der vorhergehenden Gleichung (f) nicht nur 
für alle. ganzen und pofitiven Werthe von p, fondern auch noch für 
p=0 Beftand hat. Wird von diefer Gleichung das totale Dife: 
renziale hergeftellt, fo hat man: 
dF, dF, 4 dFo 


— — [| } 


u "u ana’ 
läßt man einerfeitd in der vorausgehenden Gleichung p in p—I 
übergehen, und anderſeits feßt man in der erſten der Gleichungn 
(A) für r die Zahl 1: fo gebt, durch Subtraftion diefer beide 
Ergebniffe, die fo eben aufgeftellte Gleichung in folgende über: 
dF, dF, dF dF 

’. m m dr I 
die gleichfalls mit Zuziehung der Gleichung (f) für alle pofitive 
ganzen Werthe von p, Null .mitbegriffen, Beftand hat. Wird au 
von diefer Gleichung das totale Differenziale genommen; fo zie 
man gleichfalls mit Berücdfichtigung der erften der Gleichungen i 
(A) und der bereits erhaltenen Gleichungen ‚für dieſelben Bert 
von p als diefe, folgende: 

a, do _ dF5 -, dB dF,_ _ "AR, 
dxp dxp dxp-i dxp-3 dxn-3 

Wird in diefer Weife fortgefahren, fo ftellt fich folgende allgeme 
inverfe zur Gleichung (B) heraus: 














| 
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de _ 
| d’. er — 
dF- „\AFri1 . /r\ AFr. 1. dF ‚(r\ AF 
=) +6 Fr 1) te iy( Fre  (C) 


die, jedesmal mit Zuziehung der Gleichung (f), für alle ganzen und 
pofitiven Werthe von p, wie auch noch für p— 0 Beſtand hat und 
in der, gleich wie in der inverfen zu derfelben in (B), die Symbole 
F. und F, nach den Gleichungen (b) in Nr. 375 zu deuten find. 

Bon diefer Gleichung (C) werden wir in ber folgenden Pr. 
ausgehen, die am Eingange vorliegender Nr. angedeuteten Umformun⸗ 
gen der Gleichungen in (6) zu bemerfftelligen. 

379. Wird in der allgemeinen Gleichung (C) vorangehender 
Pr. die Differenzialfunction nter Ordnung dafelbfi, Fo nämlich, 

durch die Differenzialfunction mter Ordnung V, die wir in Be 
ziehung auf Sntegrabilität zur Unterfuchung ung vorgelegt, erſetzt; 
werden. eben fo die Ausdrüde: 
Fl, Fe, Fss ..... Fr, 

gemäß der ihnen nunmehr zulommenden Bedeutung, der Reihe 
nach durch: 











V. 2 V3 2 V; 90 1. 00 0° vr 3 

erfeßt, wo man alfo 

nY=K.VvmV,—=V (8) 
bat: dann ftellt fich befagte Gleichung folgendermaßen dar: 

u , dV 
d . dx, = 
dV. r AV, r dV,_2 Pa | dV, e/r dV 

— dp u 55 * ana” (N ()z — (Ma (9) 


Wie dieſe Gleichung bei der Umformung der Gleichungen (6) Mite 
wirkt, wollen wir an ein Paar Gleichungen diefes Syſtems mit 
einiger Ausführlichkeit zuerft zeigen, worauf wir dann das Geſammt⸗ 
‚ergebniß diefer Umformung einfach und ohne befondere Erläuterung 
zufammen fielen werden. 

Wird nämlich in diefer Gleichung (9) 

r=1 ud p=m 

gefeßt, dann geht ſolche über in: 


» d. — = — — — ; 
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wird dieſes Ergebniß in die zweitleßte der Gleichungen in (6) ein- 
geführt: fo erſcheint x“ in folgender Weife umgeformt : 


dxXm-1 — dxm.2 j 
Wird ferner in der unmittelbar vorausgehenden Gleichung m in 
m-——1 umgefeßt, fo hat man: 

d 





die Gleichung (9) giebt, wenn man: 
r=2 und p=ım 
feßt, die folgende: 


. @. 





dm — dam dxm-i dxm-2 ’ 
werden die beiden zuletzt aufgeftellten Gleichungen in die drittlehte 
der Bleichungen in (6) eingeführt: fo ftellt fi) die Umformungsaglei- 
hung für X"? folgendermaßen dar: 
n- dV dV dV. 

x "=3n, Sant 
Sn ähnlicher Weife und unter ähnlichen Formen ergeben ſich die 
Umformungsgleichungen für: 

x) x, ,, x, x, x, 
wie auch für die Bedingungsgleichung; fo daß die Gefammtheit der 
Gleichungen in (6) in derfelden Ordnungsfolge durch dad folgente 
Syſtem von Gleichungen erfeßt werden kann: 


oe _ Br av, re dV;, - 1)” (mt) dV. 








dv _ dv _, dv dv. 
































dx dx⸗ m+1 dxm. Xä 
Kran 
xa) _ -()— av - (7) m + (= re Ciye a, 
= dV dV dV dV (10) 
x (1) dım3 (2) dem * (3) * — (4) Fra ’ ' 
m- dV dV dV 
xm-3) _ () * () a + () Zi, 
m- dV 
x“ 20 54 en ” (2) * 
un _ dV 


dxm j 
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Die erſte dieſer Gleichungen ſtellt die Bedingungsgleichung der In⸗ 
tegrabilität der vorgelegter Differenzialfunction mter Ordnung V. 
der Variabeln x vor; beim Eintreffen derfelben wird man X, X), 
x®,,. . mit Berücfichtigung der Gleichungen in (8) beſtimmen 
und die Ergebniffe in die Gleichung (2) Nr. 370 einfegen:.das Er⸗ 
gebniß der Integration des Ausdrudes zur Rechten der eben ange: 
führten Gleichung wird dann aus Gründen, die mir nur nicht 
wiederholen wollen, die verlangte unmittelbar vorhergehende Inte 
gralfunetion von V vorftellen, welche, wie wir in Nr. 377 dar⸗ 
gethan haben, bei der Annahme m>1 feine willkührliche Eonftante 
mitführen wird. 

380. Nachdem wir den Fall, V ftellt eine Differenzialfunction 
mter Ordnung nur einer Variabeln vor, nach allen Seiten befpro- 
chen und in einer den Anforderungen der Wiffenfchaft gemäßen Weiſe 
eriediget zu haben vermeinen, bringen wir die bisher gewonnenen 
allgemeinen Refultate, bevor wir zur Betrachtung der Differenzial- 
functionen mit mehr als einer Variabeln übergehen, zuerft noch 
auf einen befondern Fall zur Anwendung. 

Wenn man: 

Vxd"x,oeV = xx 


bat, wo alfo V eine Differenzialfunction dee mten Ordnung in Bezug 
auf die Variable x vorftellt; fo werden wir vorerft V in Beziehung auf 
Sntegrabilität unterfuchen und, je nach dem Ergebniffe im beiahenden 
Sinne, auch zur Integration derfelben fchreiten. 

Schon eine flüchtige Betrachtung diefer Differenzialfuncton V 
zeigt, daß bier die Bleichungen in (6) mit mehr Vortheil, ald die 
in (10) anzumenden fein dürften. — Nach diefen Gleichungen ftellen 
wir ung die folgenden, nach der Annahme über v geſolgerten, Glei⸗ 
chungen zuſammen: 


Vin, W VL, M_ 
mr dr = im, 42,7 Ze Er Pers Pe 


aus weldyen, nach der erften der Gleichungen in (6), folgende Be⸗ 
Dingungsgleichung der SIntegrabilität gezogen wird: 
%&a (+ (-9"7)= 0; 


Diefe Gleichung wird aber nur unter dev Annahme, m ftellt eine 
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ungerade Bahl vor, ald Gleichheit vealiirt: daher find wir auch zur 
Folgerung berechtiget, daß die vorgelegte Differenzialfunction mter Ord⸗ 
nung, je nachdem die Drdnungszahl derfelben m ungerade ober gerade 
it, Ergebniß einer Differenziation einer zur (m—L)ten Ordnung ge 
hörenden Differenzialfunction fein wird oder nicht. — Unter der 
Annahme alfo, die Ordnungszahl m ift ungerade, ſchreiten wir 
nunmehr zur Integration von V, und wenden ung zu diefem Zwecke 
den übrigen Bleichungen in (6) zu, um die verfchiedenen Funckionen 
X, XV, xX®@.. . zu erhalten. 

Aus diefen Gleichungen ergeben fich, nad) der obigen Feftftellung 
über V und der getroffenen Verfügung über m, folgende Beſtim⸗ 
mungsgleichungen: 

X xnı, N —_ m, XI zn, XeM_ _..,, xed_ x; 


wird nun m=2n + 1 gefekt, dann ftellt ſich die Gleichung (2) Pr. 
370, wie folgt, dar: 
d. V == x, dx - Xau-1 4X + Xan2 dXg-  . X * dm. 
Sntegrirt man nun zu beiden Seiten vom Bleichheitgzeichen ; fo er: 
hält man, je nachdem man n von der Form 2p oder von der Form 
2p —1 vorausfekt, die eine oder die andere der nun folgenden zwei 
Gleichungen : 

v- KETTE FREE Te TI Ka FH RZ o 

V’=- Kg ER ER Ed X 
in welchen p irgend eine ganze und pofitive Zahl vorftellt. Bedenlt 
man ferner die Gleichung: - 

V dV, aus der = fV 

gezogen wird; ſo ſtellen ſich beachtend die Vereinfachsgleichungen in 
(1) Nr. 370 folgende zwei Integralbeſtimmungen heraus: 


f xdti— 

= xdx— dd’ x dd... — deër-ix ati a yladtz, 
[x dr — 

+ dx — dxdP x + dir d Pr... + NK dx — (az, 


die gleichfalls für alle ganzen und pofitiven Werthe von p Beſtand 
haben, die erftere aber auch noch für p=0. 
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381. Wir legen ung nunmehr den Fall zue Unterfuchung vor, 
wenn V eine Differenzialfunction, iegend einer Klaſſe k, zweier Va⸗ 
riabeln x und y vorftellt. — Indem wir diefe Differenzialfunction 
in Bezug auf die Variable x von der mten und in Bezug auf y 
von der nten Ordnung feftftellen, feßen mir zugleich die unmittelbar 
vorhergehende Sntegralfunction derfelben, falls nämlich eine. folche 
eriftiren fol, von der (m — I)ten Ordnung in Bezug auf x und - 
von der (n—A)ten Ordnung in Bezug auf y voraus, und wenn- 
wir, wie in dem Falle einer Differenzialfunction einer Variabeln 
ſolche durch V’ repraͤſentiren, dann wird V’ eine zur (k—1)ten 
Klaffe gehörende Differenzialfunction der beiden Variabeln x und 
) fein. 

Stellt man zur Vereinfachung folgende Gleichungen feft: 
xı = dx, x — dx, , X = dxg, . . . Xm = dımA ; (44) 
An=dy,y=dy,y=dys,...ya = dy, 

dann wird dem Vorausgeſchickten zufolge V eine Function von: 


X, X1, X2, « » . Am; Y, Yı,» Y2> « - »- Yn 
und V’ eine Function von: 
X, X1 , X, » +. Xm41 5, Y ; Yı, Y2» +» « «+ YnJ 


fein, in der Weile, daß erftere Ergebniß einer totalen Differenziation 
der lektern, oder daß die Gleichung: 
V= dYV 
identifch realifivrt werde. Wird alfo das totale Differenziale von V’ 
durch die Gleichung: _ 
d.V’ = Xdx + lan, + Ki rn... X Nix. 
+ Ydy + May + YMdy Hr. ... + Yedayaı , (12) 

dargeftellt, wo die Differenzialcoefficienten: 

x, XV, x, x, .... x, (9) 

Y, ya, ya, y9,....yed, (6) 
Functionen derfelben Größen ald V’ find; dann ift die obige Gleich» 
heit, welche V ald Ergebniß der Differenziation von V’ darftellt, 
mit folgender gleichbedeutend: 
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Vz Xx + XV. + 9, + X. +... „+ x), 

+ Yyı + YO, + VGy, - Mr... VEN, ar 
wo aber die in (3) und (®) zufammengeftellten $unctionen ven 
x, Xyy X, ... Y, Yas Ya5 + » + analoge mit denen in (4) Wr. 
370 aufgeftellten Beziehungen eingehen. Im vorliegenden Yale 
werden diefe Beziehungen ducch folgende drei Gleichungen: : 





dax® _ dx'r) 

ix de 

dya)  aye Ä 
dy, Ay! un, 
ax dy@”) 

dyp⸗ — dx. 


anzudeuten fein, deren jede ein Syftem mehrerer umfaßt. Die erik 
dieſer Bleichungen befteht bei der Annahme k<p für alle ganie 
md pofitinen Werthe von p==1 bi p=m—1; die zweite, ki 
der analogen Annahme k’<p‘, befteht für alle ganzen und pofitive 
Werthe von p—=1 bi p'=n—1; die dritte diefer Gleichunge 
endlich befteht für alle ganzen und pofitiven Werthe von K’=0 
bi kK’=m— 1 und für die ganzen und pofitiven Werthe ve 
p"=0 bi p—=n—1. In jedem diefer drei Syfteme von Gle 
ungen hat man jedesmal: 
x duch X, YO duch Y, x, duch x und yo dur y 

zu erfeßen. 

Mit der Beſtimmung der Functionen in (3) und (0), daß derrz 
Ergebniffe den Gleichungen in (13) und (14) genügen, baben mr 
uns nunmehr zu befaffen; wozu wir auch in der nächftfolgente 
Ne. übergehen. 

382. Differenziven wir die Gleichung (13), indem wir folk | 
als Gleichheit erklären, partiell nach x; fo ftellt ſich das unmittelbar: 
Ergebniß diefer partiellen Differenziation folgendernmßen dar: 


dv dX ax) ax?) ax 














72 7 .r dx x + dx 3 t+...*+, dx 
+ aY + day” + day” Fa + Sa 
dx Yı dx y3 ur u y3 W dx Ya - 
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+ Gehen wir ferner von der Annahme aus, ſämmtliche drei Syſteme 

"von Gleichungen, die aus (14) gebildet werden kürmen, beftehen 

> gleichfalls als Gleichheiten, und berücfichtigen gegenwärtig aus 

x: dem erften diefer Syſteme jene Abtheilung, die der Annahme k=0 

„ entfpricht, dann aus dem dritten befagter Syſteme die Abtheilung, 

= ‚ welche durch die Verfügung k’==0 gebildet werden kann; fo nimmt 
die eben aufgeftellte Gleichung, wenn überdieß nach die Hülfsglei⸗ 
chungen in (11) zugezogen werden, folgende Form an: 


dV dx dx 





X dX 
Kat rm er in, dm 
yo VV da 


in dee, beachtend die Bedeutung von X, der Ausdruc zur Nechten 
* das vollſtändige Differenziale von X repraſentirt: folglich hat man: 
dV 
# I = d. X. 
2 Eben fo erhält man, nach einem partiellen Differenziven der Gleid)- 
i beit in (13) in Bezug auf y mit Zuziehung des zweiten und dritten 
„2 Syſtems von Gleichungen, fo aus (14) gebildet werden kann (aus 
dem zmweiten Syſteme die der Annahme kK’=0 entiprechende Ab- 
„ theilung und aus dem dritten die Abtheilung der Annahme p’’=0), 


folgended Endergebniß: 


2 dy 
Ganz in ähnlicher Weiſe und aus ähnlichen Gründen gewinnt man 
. Folgende zwei Gleichungen: 
Ä dV 
u Axı 
wie auch die folgenden: 


V _ x . x, I _yn.aye 
dx ? dye ’ 


und, wenn in dieſer Weiſe fortgefahren wird, zuletzt auch die folgenden: 


— X- 4. x, VW year, 
dyı 


aV_ _ X) „ ax av —_ ya , ya, 
du i dyn1 


, Bird endlich die Gleichheit in (13) einmal nach x. und ein ander- 


TCM. NN, 
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mal nach y partiell differenzirt; ſo gewinnt man, beachtend daß die 
Functionen in (3) und (0) von x fowohl ald von y. independent 
find, die folgenden zwei Gleichungen : 

IV _ zu md IV _ yon 

dm x und dyn =”. 

Werden alle diefe Ergebniffe zufammengeftellt, fo hat man bie 

folgenden, durch einen vertifalen Strich gefonderten, zwei Syſteme 
von Gleichungen: 


dV dV 
(m-1) _ 1) — 
x —— dm ’ V FT dy. 





zum ‚axen _ WO v avαν— U 
- dxm-.ı dyn-1 





wu axun _ I Ya-3) 4. yed) — dv 

. F dxm.2 i dyn-3 ’ 
. . O . . ® [) ® . (15) 

dran VW ya U, 

dx dys 

xraxn I vrayı. U 

dz, ’ dy; ’ 

av ger dV 

d.X = Fe d.Y= — 


wo dad Syſtem zur Linken ſämmtliche Functionen in (I) mit Aus: 
fchluß der in (©), und das zur Rechten fämmtliche Functionen in 
(8) mit Ausfchluß der in (3) umfaßt, und deren Entftehung die 
Annahme eines identifchen Beftehens der Gleichung (13) und fämmt: 
licher aus den drei allgemeinen Gleichungen in (14) zu folgernden 
drei Syfteme von Bleichungen zu Grunde Tiegt. 

Vergleicht man nun von diefen zwei Syſtemen dad zur Linken 
mit dem in Nr. 371 zufammengeftellten Syfteme von Gleichungen 
in (5), fo überzeugt man ſich fofort von deren Identität; daher 
führt auch befagtes Syſtem auf diefelben in Nr. 372 unter (6) zufam- 
mengefaßten Gleichungen. Aus der Analogie ferner der beiden fo 
eben zufammengeftellten Syſteme von Gleichungen inter einander 
darf auch auf die Analogie der denfelben vefpective entfprechenden 
Folgerungen gefchloffen werden: fonach bieten diefe zwei Syſteme 
- in (15) die folgenden zwei Syfleme von Gleichungen dar: 
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dv dV dV dv 











| — —, mm 3 — — — n m — 
0o= dx I. +8. ‚ ..( 4) d "dx » 
dV dVV „av dV 
= — — d. — 2. — — ... a)1ga1, —__ 
=. 71. rt u 
VI. aM. _.. V 
X — dx, d ‘ dx; + d . dx, o 0 —0 1) d 0 dın 9 
av d 1 
(m) _ v av 
x dxn-2 PER dxm ’ 
dV dV 
(m-23) __ 
x dx m. dxm ’ 
x) dv 
Xm ” / 
dV dV dV : dV 
— — nn dd — de. — —. .. 1)" d“.—, 
u dy dy; dy⸗ 1) dyn 
dV dV dV | an. dV 
Y= -— —d. — +d. — — ... ("e —, 
.  dyı dys u dy3 — dya 
a _ VI _,.V, 2 _,,., na, U 
x D dy⸗ "tr dys _ N dyn ’ 
. . [} . . . . . j ® ⸗ . o . (16°) 
dV dV dV 
3) _ —d. — .— 
Y — dyn-2 q dyn-1 +d dyn ’ 
dv av - 
(0-2) -4. V., 
Y ya I 
(0-1) dV 
Y * 


Dieſe zwei Syſteme von Bleichnngen, die einerſeits die Functionen 
in (d) und (O) beſtimmen, dann anderſeits zwei Gleichungen (je die 
erfte in (16) und in (16%) darbieten, die von Ddiefen Functionen 
unabhängig find, und diefem nach Bedingungsgleichungen der Inte⸗ 
grabilität der hier in Rede ftehenden Differenzialfunction V abgeben, 
find, wie fihon oben erwähnt wurde, in Folge der Annahme ge- 
. wonnen worden, es beftehen die Sleichung in (13) und die aus (14) 
zu ziehenden drei Syſteme von Gleichungen als Gleichheiten. Wir 
haben alfo noch, ähnlich dem Falle, wo V bloß Differenzialfunction 
der einen Variabeln x vorgeftellt, und wie auch Ausgangs der voran- 
gehenden Pr. angelündiget worden, das Umgelehrte des eben: Aus- 
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gefprochenen darzuthun, nämlich, daß diefe zulegt aufgeſtellten zwei 
Syſteme von Gleichungen jene in (13) und (14) zur Folge haben. 
Mit der Mittheilung der Begründung diefer umgekehrten Ausfage 
werden wir ung in der nächftfolgenden Nr. befaffen. 

383. Bei der Bemweisführung des Ausgangs vorhergehender Pr. 
erwähnten umgekehrten Satzes werden wir jene Beflandtheile in 
Kürze und gewiffermaßen nur vorbeigehend berühren, zu denen analoge 
in dem alle noch eriftiren, wo V eine Function nur einer Daric- 
bein vorausgefeßt ward; wodurch allein und möglich wird, ohme 
Abbruch an Strenge, lediglich durd, Vermeidung unnützer Wieder: 
holungen, wine Erleichterung in der Weberficht des Ganges Liefer 
Beweisführnng zu erzielen. 

Daß aus den Bleichungen in (16) und (16°) das Doppelfuftem 
der Gleichungen in (15) in ähnlicher Weife hergeftellt werden kam, 
als in Nr. 373 aus den Gleichungen in (6) das Syſtem in (5) m 
ziehen nachgewieſen ward, leuchtet beim bloßen Hinblick auf befagte 
Gleichungen ein; daher erübriget uns noch, fämmtliche in (13) un 
(14)enthaltenen Gleichungen, als Folgen des Doppelfuftems in (15 
darzuthun. - 

Die Bleihungen in (13) und (14) umfaffen vier abgefonderte 
Syſteme, diefe wollen wir einzeln oder abgefondert vornehmen, 
und jedes als eine Folge des Doppelfuftems der Gleichungen in (15) 
darthun. y 

a. Die Bleihung (13). Verfährt man mit jedem der Syſteme 
in (15), mit dem zur Linken in gleicher und mit dem zur Ned- 
ten in analoger Weife, wie in Nr. 374 mit dem Syſteme ber 
Bleichungen in (5); nimmt bierauf dann die Summe beider 
Ergebniffe: fo gelangt man nach einer Integration dieſes Sum 
menergebniffes, mit Zuziehung des am.angeführten Orte gelten? 
gemachten SBrundes.betrefiend die Nulfekung der Integration‘: 
eonftante, genau auf die angekündigte Gleichung in (13). 

b. Das Syſtem der Gleihungen in (14), fo aus der 
erften diefer drei Gleihungen bervorgebt. Diele 
Syſtem gebt aus dem zur Linken in (15) befindlichen Sleichun- 
genſyſtem genau in derfelben Weife hervor, wie wir bei Tii- 
ferenzialfunctionen einer Variabeln, in der Nr. 376 fämmtlic: 
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Gleichungen in (4), ai Kolgen der Gleichungen in (B) darge 
ftellt haben. 

ec. Das aus der zweiten Bleihung in (14) zu ziehende 
Syſtem von Gleichungen. Behandelt man das Syſtem 
zur Rechten in (15) analog wie in dem vorausgehenden Falle 
das Syſtem zur Linken behandelt werden mußte; fo ftellen fich 
auch die gegenwärtig angelündigten Gleichungen ald Solgen ber 
Bleichungen in (15) dar. 

d. Das der dritten unter den Bleihungen in (14) ent 
fprehende Syftem von Sleichungen. Auch dieſes Sy⸗ 
fiem, das allerdings kein Analogon in dem Zalle hat, wenn 
V bloß Differenzialfunction einer Variabeln vorftellt, ftelit fich 
ald Folge der Gleichungen in (45) dar, wie fofort gigend dar» 
gethan werden fol. 

Bedenkt man nämlich, dag die in Nr. 375 aufgeftellten allgcmei- 
nen Gleichungen nicht nur wenn die Function F dafelbft die Größen 
x, ip x2, Ray - . . . enthält, fondern auch dann noch Beſtand 
baben, wenn diefelbe Function überdieß noch von den in den Blei» 
chungen (11) feftgeftellten Größen y, yıs Ya, + - . . abhängig ift; 
fo find wir auch zur Aufftellung zweier zu den in (7) Nr. 376 ganz 
analogen Gleichungen berechtiget, die, mit diefen vereint, folgendes 
Syſtem darbieten: 








aa.F) _,,dF dar _, dr, dr 

ik dx ’° dx dx, dx, ’ 

dd.F) _, _dF dam ., dF _dF 1 
dy BL Zur Tuer Per er 


Mittelſt diefer Hülfsgleichungen,, in denen F irgend eine Function 
der fämmtlichen in (11) vorkommenden Größen vorftellt, und in’ 
welchen p jede der Zahlen: 

1, 2, 3, 4, 5, 2.2.2.9 
und q jede der folgenden: 

1, 2, 3, A, 35, : 220 

worftellen fol, fällt es nicht mehr ſchwer auch die gegenwärtig in 
Mede ftehenden Gleichungen, ald Folgen der in (15) darzuthun, wie 
wir foldyes für eine Abtheilung mwenigftend eigens zeigen wollen. 
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Differenzirt man nämlich die letzte der Gleichungen des Syſtems 
linkerhand in (15) partiell nach ya; fo bietet unter den Hülfsglei⸗ 
chungen in. (17) die zweite auf der zweiten Zeile folgendes Ergeb⸗ 
niß bar: 

aX dX d?V 


"We Aygı ı dxdye 
Mit Ausnahme der erften und lebten Gleichung aus dem Syſteme 
rechterhand in (15) ift jede andere dieſes Syſtems von folgender 


Form: 


yad - a.yD _ —; 
dyg 


differenzirt man diefe partiell nach x und berüdfichtiget die erfte 
auf der erften Zeile in (17) befindliche Hülfsgleichung, fo ſtellt ſich 
folgende Gleichung heraus: 


dy'=") ri day av 
dx " dx  dysde. 





Wird num diefe Gleichung von der vorigen, durch partielles dif 


ferenziren gewonnenen, fubtrahirt; fo erhält man: 


«X , dX _, de ar 
a Rn ti W 


Differenziren wir ferner von den Gleichungen in (15) die leßte aus 





dem Syſteme linkerhand partiell nad) ya, die erfte aus dem Sufteme 


rechterhand partiell nach x, berücfichtigen aber bei der erftern 
partiellen Differenziation die betreffende Hülfsgleichung aus (17), te 
ftellt der Lnterfchied diefer beiden Ergebniffe die folgende Glei— 
(hung dar: - 





X x ven 
. + — u 20; 
’dyn dyn.1 dx 
nad) dem getroffenen Uebereinkommen in Nr. 381 ift X unabhängiz 
DON Yu, daher bat man: . 
dx 
dyn 
ſonach hat man folgende Gleichung: 
X _ gay 
dyai · 


% 


dx 
— o, alſo auh d. = 9; 


—7 (x), 
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Mit Hülfe diefer bietet die vorige (.), wenn für q nad) und nach 
die Wertbe: 


n—i, n—2, . 0.00. ° 3, 2,1 


gefet werden, ein Syſtem von Gleichungen dar, deren allgemeiner 
Repraſentant durch die folgende Gleichung dargeſtellt werden kann: 
dx — 
| dyp” — dx 
wenn man in berfelben p’ jeden der Werthe 0, 1, 2, 3,.. (n—1) 
fein läßt; welche, wie wir uns vorgeſetzt, mit jener Abtheilung, 
fo aus der dritten Gleichung in (14) bei der Annahme kK’= 0 
gefolgert werden kann, identifch if. — In ganz ähnlicher Weife 
ftellt man aus dem Doppelfufteme in (15) Gleichungen ber, die mit 
denen aus ber dritten Gleichung in (14) bei den fuccefliven An⸗ 
nahmen: 
k'’=1,K'=2,k'=3,....,K’ =m-4, 


gefolgerten,, durchaus identifch find. 

Durch ein Zufammenfaffen des in vorliegender Nr. Dlitgetheilten 
fehen wie ung vorerft zum Schluffe berechtiget, daß, bei einem Zur 
geundelegen der Gleichungen in (16) und (16) vorangehender Nr., 
die Gleichungen in (13) und (14) aus Nr. 381 als nothwendige 

; Golgen derfelben herausgehen. Nun find aber die letztgenannten bie. 
; einzig wefentlichen, damit bei Bugrundelegung der Gleichungen 
(11), der Ausdrud zuc Rechten in Gleichung (12), als integrable 
Differenzialfunction erfcheine; fonach wird foldhes auch eintreten, 
‚, wenn die Bleichungen in (16) und (16°) weder auf einen Widerfpruch 
roch auf irgend einen Zufammenhang unter den Variabeln oder 
Deren Differenzialien hinführen. Diefes wird offenbar erreicht, 
wenn je die erſte Gleichung in jedem diefer zwei Syſteme, ald eine 
identifche erkannt wird; denn dann ftellen die auf diefen folgenden Glei⸗ 
' chungen, in beiden Suftemen, Beftimmungen für X, X, XB .., 
Y, YW, Ya... dar, welde in den Differenzialausdrud zur 
echten in Gleichung (12) gefekt, denfelben in eine integrable lineare 
Differenzialfunction von x, X, X, . + . Ami, Y, Yi, Ya ·. Ya-i 
umſetzen. Es ftellen fonach die erfte der Gleichungen in 
c16) und die erfte der Bleihungen in (16%) die einzig 
Naabe, DIE. u. Jut. Rechnung. m. 21 
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nothwendigen Bedingungsgleihungendar, damit die in 
Nr. 381 vorgelegte gedachte Differenzialfunction V 
zweier Variabeln x und y, als Ergebniß einer totalen 
Differenziation, in der daſelbit beſchriebenen Weiſe, 
erkannt werde. 

384. Aus den Gleichungen (16) und (16°) laſſen ſich ahnliche 
Gleichungen und in ähnlicher Weiſe herſtellen, als in dem Falle 
einer Variabeln, aus den analogen zu dieſen, die Gleichungen (10) 
erhalten worden find. Die Herſtellung jedoch dieſer analogen un 
(10) für den vorliegenden Fall dürfte kaum irgend welcher Schwie⸗ 
tigkeit unterliegen; daher unterlaffen wir auch ſolches, und theilen 
nur noch einen befondern Fall zur Anwendung der vorausgehenden 
allgemeinen Ergebniffe mit. 

Wenn man: 











V = Pdx + Ody 
annimmt, wo P und Q beliebige $unctionen von x und y vor 
ftellen,, fo werden wir mit Zuziehung der vorausgehenden allgemti- 
nen Ergebniffe die Bedingung der Integrabilität diefer Differen- 
zialfunetion berzuftellen fuchen. 
Da man bier: 
V = Px, 2 Oyı 
hat, fo ergeben ſich folgende Gleichungen: 


dV dP do dv 


mitm nr 
dv _ dp dQ dv 
te nt 
und mithin auch die folgenden: 
vw _E#,,n 
dx, dx J dy Va⸗ 
d. — +8 


yı Kt m 
Mit Hüfle diefer Ergebniſſe gehen die Bedingungsgleihungen te 
Integrabilität der hier vorgelegten Differenzialfunction V, die je ertı 
der in (16) und (46°) aufgefiellten Gleichungen, in folgende dber: 
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d ap ı {dP d 
(= -7) yı=d0, (F -7) xı 0, 
welche nur dann identifch beten, wenn man: 
_ dd 
4 — dx 
vorausfeßt. Beſteht nun diefe Bedingungsgleichung als Gleichheit, 
dann wird, weil die Gleichungen in (16) und (16%) nunmehr fol- 
gende Beftinnnungen: 
-Pnd Y-O 
darbieten, die allgemeine Gleichung (12) in folgende übergehen: 
d.V' = Pdx + Ody; 

. und der Ausdruck zur Rechten wird, nach der allgemeinen Beweis 
führung, ein vollſtändiges Differenziale von x und y fein, dag, in 
Uebereinftimmmung mit dem Theorem in Nr. 282, nach) den da- 
ſelbſt mitgetheilten Vorſchriften integrirt, das Sntegrale von V, 
nämli V’, als Function von x, y md einer willkührlichen Eon- 
ffanten darbieten wird. 

385. Nachdem mir auch den Fall, wenn V eine Differenzial- 
function zweier Variabeln, irgend welcher Klaffenzahl k, vorſtellt, 
in allen feinen mwefentfichern Theilen beleuchtet und begründet haben, 
erachten wir e8 für unnöthig auch noch die einzelnen Theile des Falleg, 
wenn V eine folche Differenziafunction mehrerer Bariabeln vorſtellt, 
in foftematifher Anordnung vorzuführen und diefelben zu begründen; 
Daher wir ung mm noch auf die Mittheilung der Endergebniffe die- 
ſes allgemeinften Falles befchränten. 

Wenn V irgend eine Differenzialfunction der kten 
Klaffe einer beliebigen Anzahl von Bariabelnx, y, z,.. 
vorftellt, und zwar der mten Ordnung in Bezug auf 
x, ber nten in Bezug auf y, der pten in Bezug auf z 
u. f. w.; fo ift diefelbe einer unmittelbar vorhergehen- 
den Integralfunetion fähig, die eine zur (k — A)ten 
Klaffe gehörende Differenzialfuncetion der (m—I)ten 
Drdnung in Bezug auf x, der (n—AHten Ordnung in 
Bezug auf y, der (p— Uten Ordnung in Bezug auf z 
u. f. w. vorftellen wird, wenn folgende Bedingungsgleis 
bungen: 


EEE Yu GN Von En | a 
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_ dV dV dV am AV 
= I: dx, +d. dxs — ...(-1) d 7T 
dv dV dV - dV 
= -, -—d. 8. — — ... )y 8 .——, 
° dy d dr dy⸗ nd dy= (A) 
dv dv dv dV 
ED — — — .eo 0 nnd  — 
o= * I. 0. 7 (-1)P ad dar 


deren Anzahl gleich der der gegenfeitig unabhängigen 
Variabeln x, y, z, ... ift, identifh realifirt werden. 

Zur Vereinfachung der Darftellung hat man hier gleichwie in 
- den vorausgefchichten zwei Fällen folgende Gleichungen feftgeftellt: 
xı = dx, x = dz,, 9, = dx,» . +. Xa = dxa, 
n=dy, y=dyn, y=dy..... ya = dya, (B) 
z = d, 3 —= da, z=da,....> = dA, 

Wenn keine der in (A) zufammengeftellten Bedingungsgleichungen 
identifch realifirt wird, dann ift V aud) nad) feiner der Wariabeln 
eines unmittelbar vorhergehenden Sntegrals fähig. Beim ibentifchen 
Eintreffen einiger. diefer Bedingungsgleichungen, 3. B. der erften und 
zweiten, nicht aber der übrigen; dann wird audy V nur in DBerie 
bung auf x und y, mit Ausfchließung von z und der nach übrigen 
Variabeln, eines ımmittelbar vorhergehenden Sntegrals fähig fein, 
in welchem Falle die lebgenannten Wariabeln ald conftante Größen 
zu behandeln fein werden. Beim Eintreffen endlich aller diefer Be 
dingungsgleichungen in (A), dann läßt V in Beziehung auf ſämmt⸗ 
liche Variabeln eine unmittelbar vorhergehende Sntegralfuneeion zu, 
die folgendermaßen beſtimmt wird. 

Bei Feſtſtellung der Gleichungen: 


dV dV dV dV \ 
= —d. — ı._—_—_— ...o mi mi IT 
x ix, d das +d * (id dan ’ 
(1) — dV _ dV dV _ m-3 ım-2 dV 
= das d. ix +.d}, I ... (ei) 4. iz 
av dV dV dv 
(2) — — 2 — m34 
x x "dx, +d dx; nnd m ')(0 
dV dV 
(m-2) 
x mi " dxn ’ 
xien dV 
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dV , 4V dV amt 4V 
Y= — —-d — +d. — —-... UT. —, 
dy; dy⸗ dy3 (1) dya 
1) 
dV dV dV dV 
yı) — —_ _d.—— +2.— -... jr, _, 
dy⸗ dyʒ dy. ui dyn 
dV dV dV dV 
dys dy. dys — dyn)00) 
dV dV 
(n-2) ad. 
x dyn-i d dAyn ’ 
(n-1) — dV 
Y * 
dv dv dV | av 
— —3——— 2..— op ar II 
z= 7 ı.., +0. [td de 
dV dV dV . dV 
v)_ __ _ı __ 2 ___ ty a __ 
Z = u d. *. 7 ... (td dr re 
dV dV dV dV 
(2) — — — 2 = — p-3 p-3| 
ZU — dz; d. dz, +d da ...« 1) d der » (C*) 
Fi ja iv oe 2. 
(r-3) _ | __ — 
2 —— d. dz, ' 
dvV 
zu = dzy ’ 
u. f. w., 


geht in der Gleihung: 
d.V' = Xdx + XOVdz, + KM +. ... 4 X -Ddzaı 

+ Yay + YDdy, + Y9dy +... + Yoldayaı 

+ Zdz + ZWdz, + Zi + .... + ZP Nazaı 

———........, 06(6095) 
der Ausdruck rechterhand vom Gleichheitszeichen in 
ein auf ſämmtliche Variabeln: 
x, X, 2, 2...) Js VYs . 2, u U, few 
bezügliches vollſtändiges oder integricbares Differen- 
ziale über, das, nach Nr. 285 integrirt und durch V’ 
dargefiellt, die unmittelbar vochergehende Integral 
funetion zu V, mit Beachtung der Gleichungen in (B), 
dDarbieten wird. Diefe Integralfunction V’ wird, falls die 


25 SIntegralre nung. VIL 386. 


Klaſſenzahl k>1 ift, Feine willkührliche Conſtante mitführen; nur 
bei x1kann eine ſolche eingeführt werden. 

386, Mit der Anwendung der in vorangehender Nr. zuſam 
mengeftellten allgemeinen Ergebniffe auf den befondern Fall: 
V Mäx? + Ndy? + Pdz?+ Qdxdy+ Rdzdx + Sdydz + Tdtx + Ud?y + We, 
fließen wir die LUnterfuchungen über SIntegrabilität nichtlinearer 
mehrgliedriger Differenzialfunctionen. - 

Da man nad) den allgemeinen Gleichungen (B): 
V = Mx.? + Nyi? + Pzı? + Oxıyı + Rzız, + Syızı t Txs + Uy2 + W2 
bat, fo ergeben fih, wenn M, N, P,Q,R,S, T, U, Woaß 
beliebige Functionen von x, y, z auftreten, folgende Gleichungen: 





dV _ aM IN „dp 
ara tt 
-d dR dS dT dU d WV 
+ ar a mt ur ut yt ze 
dV dM dN dP 
dy = dy 1 + dy yı? + dy 2° 
+ I nr Kan IS 0.4, „AU, „. IW 
dy dy 181 dy 141 dy 3 dy 3 dy 23, 
dV_dM „, dN „da, 
ad dd " dz }ı dz a 
d dR ds ar dU dw 
+ Zune Zıxı # —— dz yızıt *⸗ + da V⸗ + dd” 
IV. = aM + Oyı cr Kan ’ 
Xı 
dV 
Ayr = 2Ny + Sn +0n, 
dV 
dar 2 Pz, + Rx, + Syı, 
dv dV dV 
A *7. ar er *V 
die ſechs letztern dieſer Gleichungen führen auf folgende; 
dV dM do aR 
— — 2 — — 2 —_ _ 2 
"dx, 7 27 * dy er Frl, 


0 dR _dM a0 | 
-} (7 57 ã =) sı+ (2 +2 42) ZıXı + (ara) 


+ 2Mx + Oy + Rz, 
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d SS , 
d., — = x? +2 dy y? + on 2 


0 „in x Yyı + 45 ,4Q 2 &ı + gdN , dS | 
Ba Ir: Ze 79 Bahr %) az 7) yıı 


+ Qx⸗ — 2Ny + 822, 


+ dR , dS > „ar, dR x, + 4 ,,„4 2 
dy —3 FTy—T 


+ Ræs + Sys + 2Pz, 


EU, 
Ar a" dy yı dz 
dv dU dU du 
d. Ay == Ir Xı + IF— + ru Zi s 
dV dW dW d 


d.—— = — — MW ,; 
da dx - dy gi dz 2 


endlich werden aus den drei letztern dieſer Gleichungen die folgenden 
gezogen: 

















vv _ er &T asT 
a I — 23 „ry2 Di | 
4. Twitter 
2 dxd xXxıyı 2 dzd 2, Xı + 2 d iz Yı2ı 
„Il. dd. nA, g 
dx xg3 dy.”® dz 33 
av .aUu 2U , j - 
I mt tn 
SU du \ 
2 a a Es Te 
„ U, .. AU 
Fu Bader * ER er eh 
a _ WW 5, IWW + 2 
Ar 77er 7 ee dys 7° da? 
da? d? 2 
a aa 
„MV, U, GW 
Kar yt m 


Die vorgelegte Differenzialfunetion, mit der allgemeinen V voran» 
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gehbender Nr. verglichen, bietet zuerft: 
n=-n=p=?2 


dar; daher gehen die allgemeinen Bedingungsgleichungen (A) dafelbft, 
vermöge der vorausgefhichten Gleichungen, in folgende über: 


dM d?T' dN dO «T dP dR_dT 
—_[_!t_€2\22 nn N, Er nie 
o=( dx )* *(* dy Ha 7) zu 


af. PT. nf. AM, PT as dR dQ,, #T 
FT T7 17 Ba harry )u — 2.54) Jımı 


(m )nt( rt ++) 25 


dy 
dM dQO dU Br dN Er)r dP dS dEU\_, 
(a re)“ Hr dy? + - %' Zr)” 


au AR dQ dS,_&U dN - deU 
r2(- dx ray)" ıyı (3 A2 er a) yızı 


au au dW U 
*6 —— t2(- N+7,)» +(- ++) 


dM dR .dW dN dS dw dP_d2W 
—i.__ 2+Ii-__+___\z’: 
0=(% =" dx a) Hm dy % gr) * 7* ar)” 


dQ dR dS „dw dP dew dP dewW 
+ Koran t255 ent qd ne 79 


+ (- rt) tz)mtel P+Z)a- 


welche nur dann identifch vealifirt werden, wenn jeder der Faktoren 
von: j 





x, Yiꝰ, 2°, Xıyı, ZıXı, Yızı, xz, ys, 23 
in jeder diefer Gleichungen identifch in Null übergeht. 
Das Nullfehen der Faktoren von xz, Ya, 22 in jeder diefer drei 
Bedingungsgleichungen führt auf folgende ſechs Gleichungen: 





dT dU dw 
M=..N\=7T' dk’ ! 
U. ..6 
dx dyy'’' —” d dx ’ "7" dy dz ’ 


und da bei der Annahme des identifchen DBeftandhabens diefer fedy: 
Bleichungen fämmtliche vorhin erwähnten Faktoren in Nullen über: 
aehen: fo find wir zur Ausfage berechtiget, Daß die hier vorge 
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legte Differenzialfunction unmittelbares Ergebniß ei 
ner totalen Differenziation einer die Variabeln x, y, 
z, dx, dy, dz implicirenden $unetion fein wird, wenn 
die eben aufgeftellten Bleichungen in (a) als Gleich— 
heiten erfannt werden. 

Unter der Annahme des identifchen Beftandhabene diefer Bedin⸗ 
gungsgleichungen in (a) bieten die oben aufgeftellten Bleichungen, 
nach den allgemeinen Gleichungen (C), (C’), (C’) vorangehender 
Nr., folgende Beftimmungen für 


x, XV), yv, vd, Zz, zW \ 


_ fm. dU du FR ⁊c 
Y=(0 ze +ler -S)n+(s-)n: ya_ u, 


2* (R — 9 x, + (s- 7) y, + (er) u, ZU—W, 





dx dy d 
oder auch, beadhtend die Bedingungsgleichungen (a), folgende: 
X= Mu + Zy+ In, xÜ _T, 
Y=T url n, yd—=U, 
z-7 +. pe Paz, 202 W. 


erden dieſe Ergebniſſe in die allgemeine Gleichung (D) vorange⸗ 
hender Nr. gefebt, fo geht folche über in: 
d 


au we Ä 
av = (Mu+ —n+ zu) dx + Taxı 


Au 2) dy + Udy, 





aT 
+ (7 a+ Ny + 


(5 x + — yı + P 2, ) dz + Wdz,, 
in der beim Eintreffen der Bedingungsgleichungen (a), der Ausdruck 
zur Rechten eine vollftändige oder integrirbare lineare Differenzial⸗ 
function vorftellt. Wir haben auch in der That befagte Differenzial- 


function nad) Nr. 285 integrirt, und find mit beſtändiger Zuziehung 
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der Bebingungsgleichungen (a) auf folgende Bekimummg für V’ 
gelangt: 
Tx, + Uy + Wn + Conust.; 


reftitnirt man aber für xı, Yı, zı deren Werthe dx, dy, dz, fo 
ftelit fi) für die mwilllührliche Sntegrationsconftante der Nullwerth 
heraus und man bat: 

V' = Tdx + Udy + Wdz, 


fo daß man, beim Eintreffen der Bedingungsgleichungen (a), die 
- Beftimmungsgleichung : | 

SV=Vv 
bat, wo V die am Eingange vorgelegte Differenzialfunction ift. 


Anmerkung Dan würde irren, wenn man-in .den Bebingsmgsgid: 
dungen (a): | 
T=0, U=0, W=0 


annähme, in der Meinung, dadurch die Bedingungsgleihungen dee SFutegra: 
bitität folgender Differenzialfunction:: 


Mdx? + Ndy? + Pdz? + Qdxdy + Rdzdx + Sdydz 


zu erzielen. — Allerdings entficht diefe Differenzialfunction aus der am Gin 
gange diefer Ne. vorgelegten, wenn in letzteter T = 0, U=0, W=!0 
angenommen wird; allgemeiner wird aber folche duch die Annahme, die Dit: 
ferenzialien dx, dy, dz find unendlich kleinwerdende conflante Größe, 
aus derfelben gefolgert, wo dann die Eoefficienten T, U und W Nil: 
werthe oder beliebige Functionen von x, y, 2 vorftellen Fönnen. — Wem 
demnah aus den Bedingungsgleicdhungen (a) die Bedingungen der Jutegre 
bilität der gegenwärtig in Rede fichenden (der zuletzt aufgefieiten) Differes 
zialfunction zu folgern find; fo eliminire man vorerft aus den Bedingungsglä 
chungen in (a) diefe Coefficienten oder Sunctionen T, U, W: das Ergebni 
diefer Elimination wird dann dasfelbe fein, das die GOleichungen (3) Pr. 3%: 
ale Gliminationsergebniß der Größen A’, B', G’ dargeboten. Es fielen 
nämlich diefe citirten Gleichungen die Löfung desfelben Problems vor, we die 
Buchſtaben A, B, C, D, E, F dafelbft gegenwärtig durch M, N, P, 
Q, R, S erfekt find. 


Achtes Kapitel. u 


Anwendungen der zwei», Dreis und mehrfachen 
beftimmten Iutegralien. 


6.1. 


Doarfiellung von Functionen einer und mehrerer DBa- 
tiabeln durch mehrfache beſtimmte Sntegralien, 


387. Wir könnten die im erften Bande, in den Wien. 169— 171 
gewonnenen Säbe zu Grunde legen, um eine für fämmtliche reellen . 
Werthe der allgemeinen Größe continuirliche Function durch eine 
Doppelintegrale darzuftellen. Eines Xheiles find wir aber gegen- 
mwärtig in der Rage, diefe citirten Sätze in größerer Allgemeinheit, 
als dort gefhah, mitzutheilen, wodurch uns auch eine Function mit 
beftimmten Continuitätögrenzen der allgemeinen Größe für irgend 
ein Intervall diefer Continuität durch ein Doppelintegrale darzu⸗ 
ftellen möglich wird; andern Xheiles haben wir analoge Säge zu 
Diefen, die auf mehr denn einer Variabeln Bezug haben und zur 
Darftelung von Functionen mehrerer Dariabeln durch mehrfache 
Sntegralien führen, gleichfalls noch mitzutheilen: daher ziehen wir 
es vor, von dem an den oben citirten Stellen Mitgetheilten ganz 
abzufehen, und den in Rede ftehenden Gegenftand in feiner Zotalität 
und Allgemeinheit im vorliegenden Paragraphen zu entwickeln. 

388. Um noch allgemeinere, ald die in den Vtrn. 169 — 171 
Des erflen Bandes gewonnenen Sätze zu erhalten, gehen wir gegen- 
wärtig von folgender Gleichung aus: 


A 
f g1x) Cos. axdx = F(o). (1) 
Sn diefer Gleichung nehmen wir die Integrationsgrenzen a und A, 


als reelle mit einerlei Vorzeichen verfehene Größen an, unter denen 
aber auch eine gleich Null fein kann; dabei feken wir feft, daß 
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A—a eine angebbare pofitine Größe vorftelle, welche Sebingung 
wir in der Folge der Kürze wegen durch: 


A=-ıam=+ 


andeuten werden. Die Function „(x) in diefer Gleichung ſetzen wir | 


von der allgemeinen Größe « unabhängig, und für alle im Bereiche 
der Integrationsgrenzen a und A fallenden Werthe von x continuir: 
lich voraus. Betreffend endlich die Function F(«), die den Werth 
des beftimmten Integrals zur Linken vepräfentiet, wird folche auch 
bon den SIntegrationsgrenzen a und A dependiren; allein da die 
analytifchen Operationen, die wir diefe Gleichung (1) unterziehen 
werden, befagte Grenzen nicht weiter betreffen, haben wir, zu Ber: 
einfachung der Darftelung, deren Anweſenheit in der Function F 
befonders herauszuheben oder anzudeuten unterlaffen. 

Wird nun die vorgelegte Gleichung (1) mit Cos.x’ada mul 
tipliciet und zu beiden Seiten vom Gleichheitszeichen die Integra 
tion nad) a, von a—=0 bi8 «== oo, angedeutet; wird dann da} 
Produkt Cos.ax Cos.x’a in eine Summe aufgelöst, wodurch der 
Ausdrud linkerhand vom Bleichheitszeichen in eine Summe zweier 
Doppelintegralien umgefeßt werden kann: fo ftellt fich folgende Glei⸗ 
dung heraus: 


A A 
S. S o(x)Cos.a(x’-x)dxda + f} Sy(x)Cos.a(z'tx)dxde=2 fi F(a)Cos.x’ada, 
& a 0 





in der man noch über x’ beliebig verfügen kann. Erklären wir fe 


nad) x’ als reelle Größe, die pofitiv oder negativ fein fol, je nad- 
- dem dad gemeinfchaftliche Zeichen von a und A pofitiv oder negatit 
tft; feßen wir diefelbe überdieß inner diefen Größen liegend voraus, 
in der Weife, daß nad) dem oben getroffenen Uebereintommen fol: 
gende Bedingungsgleichungen: 
A— x +, X - a + 

Beftand haben: fo reducirt fich der Ausdruc zur Linken in der zu 
legt aufgeſtellten Gleichung, beachtend nämlich die Gleichung: 


SCos. pxdx = 0, 
0} 


die für jeden reellen nicht unendlichlleinwerdenden Werth von p 
befteht, lediglich auf das erfte Glied, nämlich auf: 
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(Soc) Cos.a(x’ - x)dxda. 

Sa, auch diefer Ausdrud, der mit folgendem: 
56 Cos.u(x’—x)dadx, 

| oder auch mit folgendem: 

A 

f | (Costa - da | g(x) dx 

r a 0 . 

; gleichbedeutend ift, veducirt fich aus gleichem Grunde auf: 

.’+@ 

s F £ Cos.a(x' — x) de | g(x)dx, 


wo » eine unendlich Heinmwerdende Größe repräfentirt. Denn ver- 
" möge der obigen Bleichung hat man: 


f Cos.o(zx' —x)da=0, 
() 


| für alle Werthe von x, die um eine endlidye Größe von x’ ver- 
Ä fehieden find; und da die Größe x’ zwifchen den auf x bezüglichen 
Sntegrationsgrenzen, alfo zwifchen a und A, enthalten ift: fo er- 
fcheint leßtere Behauptung gerechtfertiget, und die obige aus (1) ge- 
wonnene Gleichung geht nunmehr in folgende über: 


f ”r e(x) Cos.e/x'—x)dadx— 2 f F(œ) Cos.x’ada, 
x’. 0 0 
oder auch in: 
—XRX F 
1) ꝙ (x) Cos.a(x' —x)dxda—2f F(a) Cos.x'ada . 
x’. * 


Um den Ausdruck linker Hand vom Gleichheitszeichen weiter zu re⸗ 
dueiren, wollen wir uns mit dem Theil desſelben eigens befaſſen, 
der die auf x bezügliche Integration betrifft, nämlich mit: 


4 
Sf YIx)Cos.a(z' —x)dx. 
x’) 
Wird in demfelden x in x’+ x umgefebt, fo bat man: 


x'+@ 4600 
f gix)Cos.az —x)dx=f x) Cos. æx d, 
2’ AN . 
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oder auch: 
x’+o@ [) 
S. px) Cos.a(x’ — x) dı= S | q (x X) + g(x’—x) Cos.axdx, 
x’.@ 


aus der, wegen der unendlich kleinwerdenden obern Sntegrations- 
grenze, die folgende gezogen wird: 


f 6 Cos.a(x' - x) dx ox' +0) ra(x' —w) | Cos.ao ; 
zZ’ 


ed iſt aber die Function 6(5) für alle Werthe von x=a bis x=A, 
ald eine continnirliche vorausgeſetzt worden, wodurch: 

g(<’ +0) + o(x’ —o)=2gix’) 
gefeßt werden darf: daher hat man: 


x’y@ 
f_ g(x) Cos.a(z' —x)dx—=2wg(x)Cos.au , 
zw’. . 
und die obige Gleichung geht nunmehr in folgende über: 
E(x')@ f Cos.w ada = $ Flo) Cos.x’adz. 
0 


Stellt man endlich das unbeftimmte Produkt aus der unendlich klein 
werdenden Größe » in den unendlich großmwerdenden Werth ie 


Sntegralg f Cos.wada buch M vor; fo erhält man: 


Mg) = f F(«) Cos.x’ad«, 
0 


x 


in der noch die Ermittelung des unbeſtimmten Faktors ML übn: 
bleibt. 

Sndem wir zur Beftimmung diefes unbelannten Faktors über: 
gehen, heben wir den Umſtand heraus, daß derfelbe, wie die var 
hergebende Gleichung zeigt, von der jeweiligen Befchaffenheit de 
Sunction o(x) unabhängig tft; daß derſelbe folglich bei jedwede 
Verfügung über diefe Function ein und denfelben Werth nur dar: 
bieten kann. 

Wird diefem nach 

ox)=rr = 1 


angenommen, fü geht die Gleichung (L) über in: 
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Flo) = Sin. Ax — Sin.aa 


& 
und die zuleßt aufgeftellte allgemeine Bleichung (2) bietet, wegen: 
ox)=x' =4A, 


folgende Beftimmungsaleichung für M bar: 


M = Bin. Au — Sin.aa Cos. xæ da (3) 


— 


die auch, wie folgt, geſtellt werden kann: 
21 f SintA+z’)a da + f Sin (AZa’In FR 
0 . 0 


_ f —— du - f Senn de. (4) 
0 oo 


Um aus diefer Gleichung den Werth von M, bei den verfchiedenen 
Annahmen über a und A zu ermitteln, legen wir ung die im erften 
Bande Nr. 159 aufgeftellte Gleichung (56) vor, die folgendermaßen 
geftellt werden kann: 


f ap e dk&= Arctang. 7. (5) 
0 


Diefelbe befteht bloß für pofitine Werthe von m, den Nullwerth 
jedoch mitbegriffen; hingegen findet folche, wie aus ber Deduction 
derfelben erhellet, ſowohl für pofitive als negative Werthe von p 
Statt, in der Weife, daß das beftimmte Integrale linkerhand, ie 
nachdem p pofitiv oder negativ ift, den pofitiven oder negativen klei⸗ 
ften Bogen vorftellt, deffen trigonometrifche Tangente durch den po⸗ 


fitiven Bahlenwerth r ausgedrückt wich. Wenn ſonach in dieſer 
Bleichung (5) m=0 oder gleich einer unendlichkleinwerdenden pofi- 
ätiven Zahl angenommen wird; fo hat man: 


f — da=+4$, | (6) 
] 
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wo das obere oder untere Zeichen gilt, je nachdenrp einen pofttiven 
oder einen negativen Zahlenwerth vorftellt. 

Diefed vorausgefekt bietet die Gleichung (4), wenn a und A, 
alfo auch x’, pofitive Werthe vorftellen, die den Bedihgungen 
A—x=+ und X —a=+ nahlommen, folgende Beitimmungs 
gleichung für M dar: 


Ä — Z a — KR __. 
3M=7,*+5; 7 ry am 


wenn ferner a, A und fonach auch x’ negative Werthe vepräfentiren, die 
denfelden Annahmen, A—- x =+ und X —a=+, entfprecden, 
dann zieht man aus derfelben Gleichung (4) die folgende : 


7 HM 7 a 
M-_ IT AHZE_ 
2 2 2 2 a" 


als Beftimmungsgleichung für M; — bei der einen wie bei der andern 
Annahme fonach, wenn nämlich a, A umd x‘ zugleich pofitiv oder 
zugleich negativ find, wenn man nur: 
A- X und x -—ı = + 
und folglich auch: 
A—-ım + 
bat, ſtellt fich eine und diefelbe Beftimmung für M heraus, nämlid: 
a 
M _ 2 . 
Wird aber eine der Bedingungen: 
A—- X , x —-ıam=m +, 
mit Beibehaltung der übrigen, durch eine der folgenden: 
A — x 00er —ıa—=0 
erfeßt, d.h. wird M unter der Annahme beftimmt, x’ ftelit einen 
der Grenzwerthe A oder a felbft vor; dann bietet die Gleichung ( 


mit Zuziehung der Gleichung (6), bei der Annahme x’ = a fowohl, 
als dei der —=A, die Beflimmung: 


M=Z. 
4 


dar, wobei nothwendig im erften Falle a und im letztern A von 
Null verfchieden fein muß. Hingegen zieht man, bei der Annahme: 
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x =a-0, 
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aus derfelben Gleichung (4) oder, auf eine noch einleuchtendere Weiſe, 


aus ber Bleichung (3) den obigen Werth von M, nämlich: 


M—#; 
denfelben Werth von M findet man, wenn 
N x—-A=—=0 


angenommen wird, bei Berüdfichtigung namentlich des Umſtandes, 

daß, wegen der Bedingung A—a=-+ , alddann die untere SInte- 

grationsgrenze nothwendig einen veellen negativen Werth vorftell. 
Diefe drei Beflimmungsmomente des Faktors M berückfichtigend, 


bietet die Gleichung (2) die Begründung folgenden Satzes dar. 


Wenn aund A reelle mit gleichen Zeichen verfehene 
Größen vorftellen, die der Bedingung A—a=+ nach— 
fommen, unter denen aber auch eine, a oder A, gleid 

| Null fein kann; wenn zweitens g(x) eine von x=a big 
"x=A continuirlihe $unction von x vorftellt; wenn 


dDritteng die Gleichung: 
ꝙ(x) Cos.@xdx = F(e), 


6 


als beftehend ertannt wird, dabei aber die allgemeine 


(x) = — (1 F(x) Cos.x'ud« , 


‚ Größe a in der Funttion ga) nicht enthalten ift: fo be- 
ftebt auch die Oteihung: , 


(I) 


erfiens für jene Werthe von x’, die folgenden Bedin- 


gungen nahfommen: 


A—-ı m +, X —-ao- +, 


und zweitens auch noch für x’—=0, falls eine der Inte— 
‚grationsgrenzen, a oder A, gleih Null ift; hingegen 
beftehen unter den gleihen Prämiffen folgende Glei- 


chungen: 
_ g(A) = Sm Cos.Aud«, 


“ 


g(a) = "Fo Cos.aa d« , 


(III) 


Falls A und a endliche oder angebbare Werthe haben. 


Raabe, Diff. u. Int. Rechnung. I. 


22 





. a — 
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389. Wenn die in vorangehender Nr. feftgeftellten Bezeichnun 
gen diefelben Bedeutungen beibehalten und unter den gleichen Be— 
ſchränkungen auch in vorliegender Nr. auftreten, fo gelangt map 
bei Zugrundelegung der Gleichung: 


(% g(x)Sin.axdx = F‘«), 


wo im Allgemeinen F’(«) eine von Fl) verfchiedene Function vn 
a fein wird, wenn ſolche mit Sin.x/«d« multiplieirt und dann ven 
a=0 bis a oo integrivt wird, auf die Gleichung: 


oA oA ° 
S Jg)Cona(z'-zdxdu- S F q(x,Cos.a(xz'+x)dxda=2 fi F'’(a)Sin.x'ed.. 


aus der durch diefelben Betrachtungen, die wir in vorangehentt 
Nr. über die ganz analoge Gleichung angeſtellt, die folgende ger 
gen wird: 


Mg(x‘) — ("F‘(e) Sin.x'a de, 
0 


wo der unbeftimmte Faktor M von der befondern Befchaffenheit m 
Function g(x) durchaus unabhängig ift. 
Diefen Faktor zu beſtimmen nehmen mir, gleichwie in voran; 
bender Nr., . 
ga) = xo 1 
an, und da nunmehr: 


Cos.ax — Cos.Ax 
a 


fid) herausftellt , fo ergiebt fich zur Beſtimmung von M die Sleihur: 


F'(o) = 


Cos. au — Caos. Ac 
& 


Sin.x’ada , 


oder auch die bolgende 


IM — Sin.(x'+a)u da + Sn a dr 
0 N) . 


0 


_ f Sin. (A-+x')ax du - | nal x’) da 


& 
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Behandelt man dieſe Gleichungen umter denfelben drei Annahmen 
über a und A wie die Gleichungen (3) und -(4) vorangehender Nr., 
fo bietet auch jede derfelben genau die gleiche Beftimmung für M 
als in befagter Ne. dar; fo daß wir auch folgenden Satz, als be- 
gründet aufftellen können. 

Wennaund Arecelle, mit gleihen Zeichen verfehene 
Größen vepräfentiren, die der Bedingung A—a=+ 
nehlommen, unter denen eine, a oder A, aud) gleich 
Nullfein kann; wenn g(x) von x=a bis x=A conti« 
nuirlich verbleibt; wenn endlich folgende Gleichung: 


f FAX) Sin. axdx = F'(e), (IV) 


wo die allgemeine Größe « in px) nicht erfcheint, als 
beftebend erfannt wird: fo befteht auch die Gleichung: 


o(x<') = Fa) Sin.x’a d« (V) 


zunächft für alle reellen Werthe von x’, die den Be- 
dingungen: 
A-xe-+, v —-ı + 


genügen, wie auch noch für x’=0, wenn eine der Inte 
grationsgrenzen,aoderA,gleich Null iſt; unter den glei- 
hen Prämiffen beſtehen aber die Gleichungen:; 


g(A) = ar F'(«&) Sin. Aa dw, 
(VD) 


4 
a) = = TSF (a) Sin.aa da , 


venn a und A angebbare Werthe vorftellen. 

390. Mit Zugrundelegung der in beiden vorausgehenden Pen. 
egründeten Säße find wir jede Function einer allgemeinen Größe, 
ür alle im Bereiche zweier BZahlengrößen fallenden Werthe der- 
s[ben, innerhalb deren die Function noch continuiclich ift, durch 
ine Doppelintegrale darzuftellen in der Lage. 

Wenn die im erfleren diefer Sätze vorkommende Gleichung (D) 
ıit Cos.x’ada multiplicirt und hierauf beiderfeitS des Gleichheit: 
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zeichens nach) a, von a=0 bis «= a0, integrirt wird, erhält man 
die Sleichung: " 


A 
fs (x) Cos.ax Cos.x'a dx da = f Fa) Cos.x’a da ; 
0a 0 


wird nun die Gleichung (TI) desfelben Satzes zugezogen: fo geht 
diefe eben aufgeftellte Gleichung über in: 


2 A 
ı  g(&) = es (x) Cos.ax' Cos.ax dxda. * 
4 0 3 


Eine analoge zu diefer Gleichung wird erhalten, wenn man ven 
dem zweiten der am Eingange erwähnten Sätze ausgeht. Multir- 
fieirt man nämlid) die Gleichung (IV) diefes Sabes mit Sin.x’« da, 
verfährt dann wie in dem eben behandelten Galle und zieht die Gler 
chung (V) desfelben Satzes zu; fo erhält man audh: 


2 A 
ax) = 7 fs y(x) Sin.ax' Sın.ax dx de. (F 
0 a 


Sede diefer zwei Bleichungen (7) und (8) ftellt die Function g;x' 
duch ein Doppelintegrale ausgedrückt dar, jede derfelben beftet: 
für alle Werthe von x’, fo zwifchen a und A enthalten find; date 
unterliegen jedoch leßtere, a und A, der Befchränfung, einerlr 
- Vorzeichen zu haben und der Anfoderung: 


A—-ı + 
nachzukommen. Wenn eine diefer SIntegrationsgrenzen gleich Pr! 
ift, dann beftehen befagte Gleichungen auch noch für X — 0O; kr 
gegen erhält man, mit Zuziehung der Gleichungen (III): und (VI 
der vorangehenden zwei Nrn., entweder: 


nn 
q(A) = 7 g(x) Cos:uA Cos.ax dx da, 


A 
ga) = 2 q(x) Cos. cea Cos.ax dx d«, 
oder: 


g(A) = £ fg) Sin.uA Sin.oxdxde, 


A ul 


(a) = gs g9(x) Sin.aa Sin.ux dx da, 


4 
N 
4 
ei 
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wo A in je der erften und a in je der zweiten diefer Gleichungen 
von Null verfchiedene Werthe repräfentiren. 

391. Die Gleichungen (7) und (8) vorangehender Nr. unters 
liegen der Befchräntung, nur infofern die Function g(x’) für alle 
innerhalb a und A enthaltenen Zahlenmwerthe von x’ zu repräfentiven, 
als diefe Grenzwerthe gleiche Vorzeichen haben; zur Ableitung einer 
die Function g(x) darftellenden Gleichung, die von diefer Befchrätts 
kung frei ift, übergehen wir nunmehr und zwar mit Zugrundelegung 
der in vorangehender Nr. gewonnenen Ergebniffe. 


Vorerft erinnern wir, daß die Gleichungen (7) und (8) auch 


dann noch zugleich Beftand haben, wenn für x’ eine unendlich Hein» 
werdende Größe » angenommen wird, falld man zugleich eine der 
Integrationsgrenzen, a oder A, unendlichkleinwerdend vorausſetzt. 

Werden ſonach unter dieſer Verfügung über x’ die Ausdrücke 
rechterhand der Gleichheitszeichen befagter Gleichungen einander gleich 
geſetzt; fo hat man folgende Gleichung: 


£ fo Sin.aw Sin. ax dx du = £ fo) Cos.ao Cos.ax dx de. 
Werden ferner die Gleichungen (7) und (8) addirt, fo erhält man: 
ga) = e £ I [Cos.«x' Cos. xx + Sin.ax' Sin.ax] dx da, 
aus der erfteng, wenn x’ endlich ift, die folgende: 
eg) = * CS oo Cos.a(x’—x)dxde, (11) 


und zweitens, wenn x’=o angenommen wird, mit Zuziehung der 
vorhin aufgeftellten, die folgende: 


4 
= = FR) Cos.aw Cos.ax dx da , 


oder auch: 


oA 
oo) = Sf f o(x) Cos.ax-.dx d«. | (12) 


gezogen wird, wenn a oder A gleich Null if. 
Die Gleichung (11), die gleichfalls für alle Werthe von x’, fo 
zwifchen a und A enthalten find, noch DBeftand hat, weicht, wie die 








[4 
— ——— —— ——— — — ——— E uf 
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zuletzt aufgeftellte Gleichung (12) zeigt, darin von den Gleichungen 
(7) und (8) ab, daß während diefe bei der Annahme a0 ober 
A=0 auch noch für -=0 oder =e Beſtand haben, jene (11 
folches nicht mehr ift; der Ausdruck zur Rechten diefer Gleichung 


(11) ſtellt nämlich für x’=0 bloß die Hälfte des Ausdruckes zur | 


Linken, oder von g(0) dar. Mittelft diefer Eigenthümlichkeit ter 
Gleichung (11) find wir in der Lage, dad Beſtandhaben derfelben 
für alle Werthe von x’, die zwiſchen a und A enthalten find, auch 
dann noch darzuthun , wenn gleich diefe Zahlengrößen a und A mit 
entgegengefeßten Zeichen behaftet find, wenn nur, wie wir bis jest 
beftändig vorausgfeßt haben, ü 


A—-ı + 


verbleibt; fo daß diefe Gleichung (11) die am Eingange angekündigt 
Bleichung abgeben wird. 

Bevor wir jedoch zur Erhärtung dieſer Ausfage übergehen, 
wollen wir die oben erwähnte Eigenthümlichkeit der Bleichung (11 
unmittelbar aus der Gleichung (7), ohne Zuziehung der Gleichung 
(8), noch einmal darthun. 

Die Gleichung (7) ift mit folgender: 


4 4 
ge Ss - ꝙ (x) Cos.a(x'-x)dx da +— S S (x) Cos.a(x'’t+xydxda a: 


gleichbedeutend. Wird nun x’ von Null verfchieden und zwiſchen 


a und A enthaltend vorausgefeßt, dann geht x’ + x, wenn a um 
A gleiche Zeichen haben, nie in Null über; und da man alsdann: 


F Cos.a(x'+x)da — 0 
bat: fo geht diefe Gleichung in: 
oA “ 
ex) = * f f g(x) Cos.a(x’ —x)dxda 
0 a . 


über, fal8, mie eben erwähnt ward, x’ von Null verfchieden iſt 
Wird aber in derfelben Gleichung (a) x=0O gefeht; fo erhält man 
die Gleichung: 


oh 
g(0) = = Ss g(x) Cos.ax dx de , 
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' welche, mit der vorhergehenden vereint, die Richtigkeit unferer obi- 
gen Ausfage, die Eigenthümlichkeit der Gleichung (11) betreffend , 
- auf unzweideutige Weiſe darthun. 


j 


Wir übergehen nunmehr zur Erhärtung unferer vorigen Be: 


hauptung, daß die Gleichung (11) auch dann noch ein Beftand hat, 


' wenn gleich die Sntegrationsgrenzen a und A entgegengefeßter Zei⸗ 
. chen find. 


Nach dem was in den Viren. 313 — 315 über den Zuſammenhang 
zwifchen Doppelintegralien und Doppelfummen mitgetheilt ward, 


beſteht, wenn a negativ und A pofitiv vorausgefeht wird, folgende 


Gleichung: 


A 
Ks g(x) Cos.a(x’—x)dxdı = 
0 a 
& 0 ⸗ & A 
= f f F(x) Cos.n(x’—x)dxde + f f (x) Cos.o(x’—x)dxd«, 
0 a 00 


dannzumal namentlih, wenn (x) im Bereiche der SIntegrationd- 
grenzen von x, von x=a bi x=A, continuirlich verbleibt. 

Das erfte Doppelintegrale vechts vom Bleichheitszeichen diefer 
Bleihung ift, da wir a negativ vorausfeßen, für fämmtliche nega- 
tiven Werthe von x’, die der Bedingung: 


.x—-am + 


entfprechen, vermöge der obigen Bleichung (11), NRepräfentant von 


0020); für negative Werthe von x’, die diefer Bedingung nicht 
nachkommen, einzig und allein x’= a ausgenommen, wie auch für 
alle pofitiven Werthe von x’ geht das befagte Doppelintegrale in 


Null über, denn dasſelbe kann auch, wie folgt, geftellt werden: 
(2 S"Cos.a (x —x)dı) g(x)dx, 
a 0 


und das beftimmte Integrale inner den Klanımern verfchwindet fir 
dDiefe Werthe von x’ ; endlich ftelit diefed Doppelintegrale für x’=0, 
wie die Bleichung (12) zeigt, nur die Hälfte ded XWerthes von 
7 g(o) dar. — Aus ganz ähnlichen Gründen ift das zweite Doppel- 
integrale rechts vom Gleichheitszeichen obiger Gleichung für alle 
pofitiven Werthe von x’, die der Bedingung: 


A-ı — + 
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nachlommen, der Kepräfentat von x o(x’); für alle pofitiven Bert 
von x’, die diefer Bedingung nicht nadylommen, mit alleinige 
Ausnahme des Werthes A von x’, wie auch für fännmtliche ne: 
gativen Werthe diefer allgemeinen Größe geht befagtes Doppelinte- 
grale jedesmal in Null über; für x! —=0 endlich bietet dasfelbe de 
Hälfte des Werthes von = 90(0) dar. 

Alles diefes zugegeben, erhellt fofort, daß die Summe der beiden 
juleßt befprochenen Doppelintegralien, nämlich, voR das Doppel 
integrale: 


oA “ 
fi S 11x) Cos.u(x'— x) dxdr, 


ganz unferer Behauptung gemäß, der Repväfentant von zo") u 
d. h., die Gleichung: 


—8 


g(x) = = Katz) Cos. alx' — x)dxd«, 


befteht für alle zwifchen a und A fallenden Werthe von x’ als Gla: 
heit, wenn gleich a negativ und A pofitiv angenommen wird. 

Um endlich zu erfahren, wie es mit der Gleichung (11) zu bar 
fei, wenn für x’ eine der Integrationsgrenzen a oder A ger 
wird, wenden mir und den oben aufgeftellten Sleichungen in (91 
(10) zu. 

Addirt man je die erften der Gleichungen (9) und (10), w 
auch je die zweiten berfelben, fo erhält man in gleicher Zolge ii 
folgenden zwei Gleichungen: 

94 


—X 


—X 


A 
y(a) = Fri f s g(x) Cos.o{a — x)dx da; 


aus denen hervorgeht, daß der Ausdrud zur Rechten in Gleich 
(11) nur die Hälfte des Ausdruckes zur Linken derfelben Gleicher 
vepräfentirt, wenn für x’ eine der SIntegrationsgrenzen a ode! 
gefeßt wird. 

Eigentlicy find dieſe lettern Gleichungen unter der Annatr 
abgeleitet, a und A ftellen mit gleichen Zeichen behaftete Zablo 
größen vor; diefelben beftehen aber auch unter der entgegengefek: 
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Annahme, wie wir folches für eine derfelben eigens nachweifen 
wollen. | 

Wird von jeder Dieldeutigkeit der Function g(x’) abgefeben, 
fo ftellt „(A) einen einzigen und völlig beftimmten Werth dar; je 
die erfte der in (9) und in (10) aufgeftellten Gleichungen befteht 
aber auch noch, wenn a=0 und A eine pofitive Größe vorftellt: 
daher bietet auch die Summe diefer zwei Gleichungen, unter eben 
erwähnter Verfügung über a und A, befagten einzigen Werth von 
H(A) dar, man hat nämlich: 


oA . 
(A) = Sf f y(x) Cos.a(A— x) dxdu;; 
0 . 


nun veducirt fi) auf den Ausdruck zur Rechten diefer Gleichung 
der Ausdrud zur Rechten in der erften der Gleichungen (13), wenn 
man in bemfelben a negativ und A pofitiv voraugsfekt, da nämlich 
Das auf x bezügliche Integrale in demfelben in eine Summe zweier, 
Das eine von x=a bis x—=0 und das andere von x—0 bis x=A, 
zerfällt werden kann und erfleres, das von za bis x=—=0 alddann 
in Null übergeht: folglich ftellt, wie behauptet wurde, der Aus- 
druck zur Rechten in den erften der Gleichungen (13) den Werth 
von g(A) auch dann noch vor, wenn auch A und a entgegenge- 
fester Zeichen find, falls man nur A— a=+ hat. 

Bertaufchen wir nun in der Gleichung (11) x’ mit x, fo ſtellt fich 
als Hauptergebniß des in vorliegender Nr. Mitgetheilten folgender 
dritte Satz heraus. 

Wenn a und A zwei reelle Größen vorftellen, die der 
Bedingung: 

A-ı= + 
nachkommen; wenn g(x) eine von x=a bis z=A com 
tinuirlihe $unction von x vorftellt: fo hat man für 
alle Werthe von x, die den Bedingungen: 


A-xse+- mdxı—ıam + 


entfpredhen, die identifhe Gleichung: 
o A 
9%) = ff 9@) Cos.u(z— x‘) dx’ du ; (vn 
. 0 a 


‚hingegen bat man für xz=a und für z=A, wo aud.ei- 
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. ner diefer Werthe von x, aoder A, gleih Null fein 
tann, folgende Sleihungen: 


oA " 
ga) = Zf"f ga’) Cos.n(A—x') dr’ de, 
A0 a 


A (vn: 
y(a) = 25 g(x') Cos.a(a —x') dx dœ. 
0 a 


_ 392. Bedenkt man, daß der fo eben erwiefene Sa noch Be 
ftand hat, wenn a und A numerifch beliebig groß, erftere negatir 
und leßtere pofitin angenommen wird; fo läßt fiy auch folgende 
vierte Satz aufftellen. 

Wenn eine Function von x, golx), für alle reellen, 
pofitiven oder negativen Werthe von x continuirlid 
verbleibt; fo befteht für diefelben Wertbe von x die 
Gleichheit: 





q(x) = ER 7 Cos. æ (x —x')dx' de, IX: 
TO „© 


mit welchem Sabe, in Poiffon’s Worten ausgedrüdt, Fourier di 
Analyſis bereichert hat. | 

393. Mittelft der Sätze in beiden vorausgehenden Pen. fin 
wir jede Function einer allgemeinen Größe nicht nur für das ganz 
Bereich ihrer Continuität, fondern auch für irgend einen Theil desselben 
darzuftellen in der Lage. Wenn nämlich a und A, oder — co un! 
+ 0 die äußerſten Werthe einer allgemeinen Größe x find, inner: 
halb deren eine Function von x, wie 9(x), continuirlich verbleibt: 
fo ftellt bei der erftern Annahme der Gontinuitätsgrenzen die Glei— 
chung (VIT) und bei der Ießtern die Gleichung (IX) diefe Function dar. 
Allein, wenn gleich a und A nicht die duferfien Grenzwerthe de: 
Gontinuität find, fondern, wenn die Function YH(x) auch noch für 
Werthe non x, die entweder größer ald A oder Fleiner als a find, 
continuirlich verbleibt; fo fteiit gleichwohl die Gleichung (VII), ode: 
genauer gefprocdhen, der Ausdrud zur Rechten vom Bleichheitszei- 
chen derfelben, diefe Function (x) für alle innerhalb a und A 
fallenden Werthe von x — aber auch gerade nur für diefe Wertie 
— dar. Denn feßt man in befagtem Ausdrucke ftatt x irgend einen 
Werth der entweder um eine angebbare Größe Feiner ald A oder 
um eine ſolche Größe größer als a it, fo befteht ja, wie wir be 


Dan) 
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reits dargethan, die Gleichung (VIT) als Gleichheit, falls nur die 
Function o(x) den Zuftand der Eontinuität nicht verläßt; wenn hin- 
gegen für x Werthe gefeht werden, die um angebbare Größen 
entweder größer als A oder Feiner als a find, dann geht der Werth 
des Doppelintegrals diefer Gleichung (VII) jedesmal in Null über, 
und hört fonach dem engern Begriffe einer Function (Einleitung 
Nr. 6) zu entfprechen auf. Daß in der That dem fo fei, nament- 
lich, was den zweiten Theil dieſer Ausfage betrifft, faſſen wir bloß 
den Fall in’d Auge, wenn in befagtem Doppelintegrale für x irgend 
ein Werth angenommen wird, der um ein Angebbares größer ale 
A if. | 
Da man die Gleichheit bat: 


A \ 
£S g(x') Cos.a(x—x')dx’ da=f fl Cos.uz— x) da — 0* dx’, 
fo befteht auch, bei der Annahme: | 


x — A+k, 


wo k irgend eine angebbare reelle Größe bedeutet, folgende Gleichheit: 
oA A 

f f £(x') Cos.a(A-x'tkHYdx’da= f | S Con.a(A-x4)de g(xddx'; 
0a a N 


da ferner die auf x’ bezügliche Integration von z’=a bi !=A 
fid) erfiredt und, nad) der Vorausfegung, A—a=+ if, fo if 
um fo mehr der Ausdrud: 
A— x -+- k 

für alle die fo eben erwähnten Werthe von x’ eine angebbare po- 
fitive Größe: folglich hat man: 

f Cos.a(A—x'-+k2) da =0, 

0 
und mithin auch: 

A 

F f 942‘) Cos.a(x—x')dx’da—0, 


wenn z=A-+k?, und o(x) für diefen Werth von x noch im Zu- 
ftande der Continuität verharrend angenommen wird. In analoger 
Weiſe wird die Richtigkeit der zulekt aufgeftellten Gleichung darge ' 
gethan, wenn man x=a—k} fett, wo k in der bisher ‘gebrauchten 
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Bedeufung auftritt; daher ift unfere obige Behauptung gerechtfertiget, 
lautend: der Ausdrud zuc Rechten in Gleichung (VII) repräfentirt 
für alle zwifchen a und A fallenden Werthe von x die Function @(x), 
falls diefe für befagte Werthe von x den Zuſtand der Continuität 
nicht verläßt; für Werthe von x bingegen, die außer dem Bereiche 
diefer Größen zu liegen fommen, gebt befagter Ausdrud in Null über. 

Bon diefer fo eben begründeten Eigenthümlichkeit der Gleichung 
(VII) werden wie im nächftfolgenden Paragraphen Gebrauch ma: 
chen, gemifchte Functionen (deren Erklärung wir bis dorthin ver» 
fehieben) durch algebraifhe Summen von Doppelintegralien dar: 
zuftellen. 

394. Wir wenden nus nunmehr den Functionen zweier Da» 
riabeln zu und ſchicken, zum Behufe der Darftellung derfelden durch 
vierfache beftimmte Integralien, einige analoge Sätze zu ben in den 
Pen. 388 und 389 begründeten voraus. 

Einer diefee Säbe wird gewonnen, wenn man von folgender 
Bleichung ausgeht: | 


BA | 
f f #1(x, y) Cos.ox Cos. By dxdy = F(a,P), (14 


wo die Integrationsgrenzen nad) x und nad) y reelle Zahlenwerthe 
vorftellen, dabei erftere, a und A, einerfeitd, wie leßtere, b und B, 
anderfeits gleiche Zeichen tragen und folgenden Bedingungen nad) 
fommen: 


A-ı= +, B-b=+; 


die Function g(x,y), die wir von & und 4 unabhängig annehmen, 
feßen wir zugleicd) von x=a bi =A und von y=b bis y=B 
mit der Eigenfchaft der Continuität begabt voraus; endlich wird bie 
Sunction F(a,ß), ald Werth des Doppelintegrals in der vorgeleg- 
ten Gleichung, im Allgemeinen auch die Sntegrationsgrenzen a, 
A, b und B enthalten, diefelben eigens anzudeuten, haben wir je 
doch aus gleihem Grunde, wie bei dem ganz analogen Falle in 
Pr. 388, unterlaffen. 
Wird nun diefe vorgelegte Gleichung mit: 
Cos.ax’ Gos.$y’ da dö 


multiplieirt und hierauf beiderfeitd nach a, von a=0 bid «= m, 
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und nad) 8, von B=0 bis B= wo, integrirt; fo ergiebt fich, 
wenn einftweilen: 

P= Cos.a(z-+x) + Cos.c{x—x'), 

0 = Cos.£(y-+y') + Cos.d(y—Y') 
gefeßt wird, die Gleichung: 


EL S ENPO dxdydadd=4 SL Faß) Cos.x’a Cos.y'Bdadß, 
b a 
die auch mit der folgenden: 


Ale 
£S Ü Pdn. ff 043 (Ha yndzdy= als F(a,8)Cos.x'aCos.y'ßdadß (15) 


gleichbedeutend ift. 

Seßen wir die neueingeführten Größen x’ und y’ veell voraus, 
erftere gleichen Zeichens mit a und A, und lebtere desfelben Zei⸗ 
chens wie B und B; nehmen wir ferner an, daß diefelben überdieß 
noch folgenden Bedingungen nachkommen: 

AH, x—- ame, 

B-y_-+, -b=z+, 
daß fonach x’ zwifchen a und A, und y’ zwiſchen b und B ent» 
halten ift: dann hat man, wie in dem ganz. analogen Falle in 
Nr. 388, 


Pin = S"Cos.a(x — x')da ‚ 
0 


52 d3 — F Cos.Ky—y')d3, 


und in der obigen Gleichung (15) find die Integrationsgrenzen von 
x, a und A, durch x —o und x +@, und eben fo die von y, 
b und B, vefpective duch y’— o’ und y’+w zu erfeßen, wo o 
und « unendlidy kleinwerdende pofitine Größen vorftellen. Den- 
fen wir uns diefe Gleichung, nachdem man folche in eben erwähnter 
Weiſe umgeformt, aufgeftellt, und Iaffen dann in derfelben 
sun +xundyiuy' +y 
übergehen; fo ergiebt fich die Gleichung : 


o „To’+@ . 
AN s F * g(x’-+x,y’-+y) Cos.ax Cos.dy dx dy da dß = 
DD’ «iM 


—=4 S “ F F(a, 8) Cos. xoæ Cos.y'ddadß. 
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M; = J, 
wenn y’ einen von Null - verſchieden vorausgeſetzten Grenzwert 
b oder B, annimmt. Sft aber einer der Grenzwertbe von x‘, : 
oder A, gleich Null, dann bat man auch für x’=0O, wie im er 
ſten Salle: 

M, =353; 
und eben fo hat man: 

M=}7, 
bei der Annahme y’=0, wenn einer der Grenzwerthe von v‘, | 
oder B, gleih Null ift. 

Se nach dem Eintreffen einer diefer Fälle wird nunmehr ?. 
@leihung (17) für M eine bekannte Größe darbieten, welde © 
die Gleichung (16) gefeßt, folgendes am Eingange angekünti:: 
Theorem begründet darbietet. 

Wenn a und A reelle mit gleihen Zeichen verfeber 
Größen vorftellen, die der Bedingung A—a=-+ ni: 
kommen, worunter eine auch gleih Null fein Kar: 
wenn eben fo b und B reelle mit gleihen Zeichen t: 
gabte Größen find, mworunter gleichfall8 eine glei: 
Null fein kann, und die der BedingungB—b=-+ nı: 
tommen; wenn ferner g(x,y) eine, von x=a big x=! 
und von y=b big y=B, continuirlihe Function von: 
und yvorftellt; und wenn endlich die Gleichung: 


BA 
s f y(x,y) Cos.ax Cos, Sy dxdy = F(«,8) \ 


Beftand hat, wo aber die $unction a(x,y) von t: 
allgemeinen Größen « und 4 unabhängig ift: fo beit: 
borerft die Gleichung: 
2 ? = _ 
aa,y) = (7) SS Faß) Cos.x'a Cos.y'’öda dß, \ 
erftengs für jene Werthe von x’ und y’, die folgentt 
Bedingungen nahlommen: 


A — x = +, X —-ıa +, 


‚ 


B-y=+, y—-b=+, | 
und zweitens auch noch für x’=0 oder für y’—0, | 
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aus der: 
B A 
F(n,8) = [ Cos.gydy . f Cos.axdx, 
oder 


Pia) = Sin-PB— Sin.pb Sin.aA — Sin.an 
ß- & 
gezogen wird. Nach der eben getrofferien Annahme über y(x,y) 
bat man auch: 

ax,y)= (xy)! =1; 


daher bietet die Gleichung (16) folgende Beflimmung für M dar: 


M- ff Sin Bs = Sinhß . Sin.Ar — Sin.aa 2, Cos.y'ß dadp, 


a 


oder auch: 
"M=-M,.M;, (17) 


wo der Kürze wegen: 


14.4 


= [5 in.Ax — Sin.a« Cosxnde. 
f) 


w=f Sin.BB — IR Cony'ß dp 


0 
geſetzt wurde. 

Vergleicht man dieſe Werthe von M, und M, mit dem Werthe 
von M aus Gleichung (3) Nr. 388, fo erkennt man zuerft die Sden- 
tität von M, mit diefer eben erwähnten Größe M; und da der 
Werth diefer von A, a und x’ independent ift, fo leuchtet auch 
die Sdentität von Ms, mit diefer Größe M ein. — Diefem nad hat . 
man, unter den bis jeßt feftgeftellten Beſchränkungen über x’, y’, 
a, A, b und B, folgende Beflimmungen fir M, und M;: 

M=3,WM=?72. 
Hingegen bat man 
J M, = 7 9 
wenn x’ einen der Grenzwerthe a oder A, der verfchieden von Null 
gedacht ift, vorftellt; und eben fo bat man: 
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M=j7, 
wenn y’ einen von Null -verfchieden vorausgefehten Grenzwerth, 
b oder B, annimmt. Sft aber einer. der Grenzwerthe von x’, a 


oder A, gleich Null, dann bat man audy für x’=0, wie im er- 
ften Falle: 


und eben fo hat man: 


bei der Annahme y’=0, wenn einer der Grenzwerthe von y, b 
oder B, gleih Null ift. 

Se nad) dem Eintreffen einer dieſer Fälle wird nunmehr die 
@leihung (17) für M eine befannte Größe darbieten, welche in 
die Gleichung (16) gefeßt, folgendes am Eingange angekündigte 
Theorem begründet darbietet. 

Wenn a und A reelle mit gleichen Zeichen verfebene 
Größen vorftellen, die der Bedingung A—a=+ nad: 
fommen, worunter eine auch gleih Null fein Tann; 
wenn eben fo b und B reelle mit gleihen Zeichen be- 
gabte Größen find, worunter gleihfalld eine gleich 
Null fein kann, und die der Bedingung B—b=+ nad) 
fommen; wenn ferner a(xz,y) eine, von x=a big z—A 
und von y=b big y=B, ceontinuirlihe Sunction von x 
und y vorftellt; und wenn endlich die Gleichung: 


BA 
s f y(x,y) Cos.ax Cos,3y dxdy — F(«,6) (X) 


Beftand Hat, wo aber die Function alx,y) von den 
allgemeinen Größen « und B unabhängig ift: fo beftent 
porerft die Gleichung: 


2 ⁊ D „o 
9 (x·, y) = (+) f f F(c, 8) Cos.x'’a Cos.y'3dadß, (An 
9.0 


erftiens für jene Werthe von x’ und y‘, die folgenden 
Bedingungen nachkommen: | 


A—-x— + 


N) xı—a = +, 
B — y' = + 3 y' — b= + N 
und zweitens auh noch für x’=0 oder für yY=0, je 
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nahdem eine der ISntegrationsgrenzen a und A oder 
b und B gleih Null iſt; dann beftehen, wenn a und A 
von Null verfhieden find, folgende zwei Gleichungen: 

gay) = 2 (* ) ELF 00. ax Cos.y'ßda dA, 


(X) -» 
p(A, 826 * "[Fla,ß) Cos. Au Cos.y's da d3, 


erſtens für jene Werthe von y‘, die den Bedingungen: 
B—y=+, yY—-b=+ 

nahlommen und zweitens auch für y=0, falls b öder 

B gleih Null ift; ferner beſtehen, wenn b und B von 

Null verſchieden ſind, folgende Gleichungen: 


g(x',b) = 2 (2 )S f F F(œ, 6) Cos.x'« Cos. hß da dß , 
xim 


q(x',B) = (2 )S ( £ F(«&,ß) Cos.x’a Cos.B$ da. dß , 
erfteng, wenn die Werthe von x’ den Bedingungen: 
A-xX +, X -ı + | 
nahlommen und zweitens, falls a oder A gleih Null 


it, auch für x=0; endlich beftiehen, immer unter den 
felben Prämiffen, auch folgende vier Gleichungen: 


"a\? 
o(a,b) = 4 (- £ S "F(a,ß) Cos.ao Cos.bg da dd, 


g(a,B) = 4 (2) $ ES"Fa,ß) Cos.aa Cos.Bß da d£ , 
(XIV) 
:) 


gA,b) = 4 ( LS Fa Cos.Ax Cos.b$ da dß , 


g(A, B)= 4 (2 ) SCI Flo) Cos.Au Cos.BB du dp, 


wenn fämmtliche vier Integrationsgrenzen a, A, b und 
B endlihe oder angebbare Werthe haben. 
395. Ein zweiter Satz wird gewonnen, wenn a folgende Bleichung 
zu Grunde gelegt wird: 
Raabe, Di. u. Int. Reimung IL 23 
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befteht zugleich mit der eben aufgeftelten Gleichung 
(XIX) die folgende: | 


\2 0.0 
o(x’,y) = (2) S f F''(&,8) Sin.x’x Sin.y'ß da d$, (XX) 
0 


unter den gleihen Befhränfungen und Modificatio- 
nen, als die zu derfelben analogen Bleichungen der 
drei vorausgehenden Nru. 

398. Don den in den vorausgehenden vier Nrn. begründeten 
Sätzen gehen wir nun aus, um eine Function zweier allgemeinen 
Größen, fei es für den ganzen Umfang ihrer Continuität, oder auch 
nur für irgend einen Theil diefed Umpfanges durch ein vierfaches 
Sntegrale auszudrüden. 

Multiplicirt man, zur Erreichung diefes Zweckes, die Gleichung 
(X) Nr. 394 mit: 


t 


Cos.x’a Cos.y'ß da dß, 


und integrirt hierauf beide Theile derfelben nach & fowohl als nah 
ß8 von O bis co; fo ergiebt ſich mit Zuziehung der Gleichung (A]) 
a. a. O. folgende: 


2 oa BA 

#2) J J f £(x,y)Cos.ax'Cos.oxCos.Ay'Cos.Aydxdydad£. (18) 
Multiplieirt man ferner die Gleichung (AV) Nr. 395 mit: 

Cos.x'x Sin.y'd da dß, 
verfährt dann wie vorhin; fo ergiebt fich, beachtend die Gleichung 
(XVI), folgende: 

2 ⁊ BA . 

„ie, S\ J J f +(xz,y)Cos.ax’Cos.axSin.Sy'Sin.dAydxdydadß. (19) 
Wird ferner die Gleichung (XVII Nr. 396 mit: 

Sin.x’a Cos.y'ß da ds 


multiplieiet, und werden dann die Integrationen in Bezug auf d un? 
ß von O bis co genommen; fo ergiebt fich vermöge der Gleichung 
(XVII) a. a.‘D. folgende: 


qg\* BA 
9x',=(7) SL, J O. v)ä. ux Sin. Cos. BY. Cos. By dxdydæœdas. (20 
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Endlich gewinnt man, wenn die in vorangehender Nr. gleichzeitig 
beftehenden Gleichungen in ähnlicher Weife behandelt werben, die 
folgende: 


to oBA — 
— — G 5 J f N 2,y)Sin.ax'Sin.uxSin.gy'Sin.py dxdydadß. (21) 


Werden nun von diefen eben aufgefteliten vier. Gleichungen die te 
und 2te, die ite und Ite, die 2te und Ate, endlich die Ste und Ate 
addirt; fo ergeben fich in gleicher Ordnung die folgenden i vier Gleis 


dungen: 
on B.h 


g(x' 95 ar Fa) Cos.nx' Cos.ax Cos. (y'-y)dxdydadß, (22) 


rl er Y * g(x,y) Cos. BY Cos.$y Cos.« (2'-2)dx dydadg, (23) 
. B.A 


Oba 
o.BA 


q(z' I S SSS gs) Sin. By Sin. Ay Cos. a (x! -z)dxdydadg, (24) 


oz’ 2 Ss Js Ss +(x,y) Sin.ax'Sin.axCos.A(y'-y) dxdydadß. (25) ° 


Addirt man endlich von den zuletzt aufgeftellten vier Gleichungen 
die Ate und Ate, oder die 2te und 3te; fo erhält man in dem einen 
wie in dem andern Falle folgende Gleichung: 


—8 
g(<',y)= * s I S g(z,y)Cos.a(x’—x)Cos.B(y'-y)dxdydadß . (26) 


Die vier erften diefer neun Gleichungen, nämlich die Bleichun- 
gen (18)—(21) beftehen für alle innerhalb a und A fallenden Werthe 
von x’, wie für alle Werthe von y’, die zwifchen b und B zu liegen 
kommen; für weldye Werthe aber die Function Y(lx’,y’) noch zu den 


eontinuirlichen gehören muß. Diefe Größen a, A, b und B müffen vor- 


erft folgenden Bedingungsgleichungen entfprechen: 
" A-ı=+mdB-b= +; 

wenn ferner feine der Größen a oder A gleich Null ift, müffen diefelben 
mit gleichen Zeidyen behaftet fein; und dagfelbe Bewenden hat es mit 
den Größen b und B, d. i. wenn feine derfelben den Nullwerth 
vorftellt, dann müſſen beide pofitiv oder beide negativ fein. Endlich 
_ finden diefe Gleichungen (18)— (21) auch noch für x0 Statt, 
wenn einer der Grenzwerthe a oder A gleih Null ift; und wenn 
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eine der Größen b oder B gleih Null iſt, beſtehen dieſelben auch 
für y'= 

Mit den vier darauf folgenden Gleichungen, mit den Gleichungen 
(22)— (25), hat ed ein ganz analoges Bewenden wie mit der Blei 
hung (11) Nr. 391. Aus gleichen Gründen, die wir bei der eben 
eiticten Gleichung geltend machten, beftebt 3. B. die erfte diefer vier 
Gleichungen, die Gleichung (22), nicht mehr für y’=0, wenn gleich eine 
der Grenzgrößen boder B glei Null ift; fondern, es ftellt unter der fo 
eben getroffenen Annahme der Ausdruck zur Rechten nur die Hälfte des 
Werthes dar, den alsdann der Ausdrud zur Linken diefer Gleichung 
darbietet. Ganz ein ähnliches Bewenden hat es mit der darauf fol 
genden Gleichung (23), diefelbe befteht nicht mehr für x’=0, wenn 
auch eine der SIntegrationsgrenzen a oder A gleich Null ift; der 
Ausdrud zur Rechten derfelben ftellt alsdann nur die Hälfte des 
Ausdrucdes zur Linken dar. Don der Gleichung (24) gilt dasſfelbe, 
was fo eben von der Bleichung (23), und von der Bleichung (25: 
mas unmittelbar vorher von der Gleichung (22) audgefagt wurde 
Ferner läßt fich in analoger Weife, wie in Nr. 391 von der Glei— 
hung (11) dargethan worden, nunmehr auch von den Gleichungen 
(232) und (25) darthun, daß diefelben, falls keine der Größen b ode 
B gleich Null ift, dann noch beftehen, wenn die Zeichen von b und B 
auch entgegengefehter Beichaffenheit find; und eben fo finden die Sie 
chungen (23) und (24) Statt, es mögen die Integrationdgrenzen a und A, 
falls keine derfelben gleich Null ift, gleiche oder entgegengefeßte Zeichen 
haben. Diefe zwei befonderd herausgehobenen Eigenthümlichkeiten 
der Gleichungen (29) — (25) ausgenommen, beftehen folche unte 
allen übrigen infchräntungen, die mir bei den vier Gleichungen 
(18) — (21) aufgeführt haben. 

Uebergehend endlich zu der lebten der oben aufgeſtellten nem 
Gleichungen, nämlich zur Gleichung (26), find wir die Momenz 
ihres Beſtandhabens dadurch feftzuftellen in der Lage, indem wir auj 
die Erzeugung derfelben zurückgehen. — Diefelbe it Ergebniß te 
Summation der Gleichungen (22) und (25), oder auch der Bla 
dungen (23) und (24). Als Ergebniß der zuerft genannten zwei 
Gleichungen ift der Ausdrucd zur Rechten derfelben nur die Hälft 
des Ausdruckes zur Linken, wenn y’=0 und eine der jwei Größe 
b oder B glei Null if; infofern wir diefelbe ald Ergebnig te 
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zulegt genannten zwei Gleichungen anfehen, ift auch der Ausdruck 
jur Rechten nur die Hälfte des Ausdrucdes zur Linken, wenn wir 
x’=0 und eine der zwei Größen a oder A gleih Null feken; da- 
ber ftellt auch endlich, in Folge diefer zweifachen Eigenthümlichkeit 
der Gleichung (26), der Ausdruck zur Rechten derfelben nur ein 
Viertel des Ausdrudes zur Linken vor, wenn zugleich «=0 und 
und y’==0 gefeht wird, und dabei eine der Größen a und A, wis 
eine der Größen b und B gleih Null ift. Sn wir bingegen 
feine der Größen: 

a,A,b,B 
gleich Null voraus; fo befteht diefe Gleichung (26), infofern wie 
ſolche ald Summationsergebniß der Gleichungen (22) und (25) an- 
feben, flic alle Werthe von y’, die zwifchen b und B enthalten find, 
es mögen diefe Größen gleiche oder entgegengefeßte Zeichen haben, 
wenn man nur 
B-hb = + 
bat; betrachten wir aber diefelbe Gleichung (26) ald Summationd- 
ergebniß der Sleichungen (23) und (24), fo befteht folche für alle 
MWerthe von x’, die zmifchen a und A Hiegen, diefelben mögen mit 
gleichen oder mit entgegengefehten Zeichen behaftet fein, wenn nur 
die Bedingungsgleichung: 


A-ı=+ 


ein Statt bat; aus dem Bufammentreffen diefer doppelten Entſte⸗ 
hungsweife befagter Gleichung (26) find wir fonach auch zur Fol—⸗ 
gerung: berechtiget, es befieht dieſelbe für alle Werthe von x’, fo 
innerhalb a und A, wie für alle Werte von y’, fo innerhalb 
b und B liegen, die Zeichen diefer Größen a, A, b und B mögen 
wie immer befchaffen fein, wenn diefelben nur den Vedingungen: 


A-ı= + wwB-—-b= + 


ein Genüge thun. 

399. Nach dem, was wir fo eben begründend mitgetheilt hoben, 
repräſentirt die Gleichung (26) jede Function zweier Variabeln x‘ 
und y’, wie „(x’,y’), für alle innerhalb a und A enthaltenen Wer⸗ 
the von =’ und für alle Werthe von y’, weiche zwifchen b und B ent« 
Halten find; diefelbe befteht frei von jeder Einichräntung bezüglich 


v 
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die Zeichen der Zahlengrößen a, A, b, B, wenn biefelben nur fol; 
genden Bedingungen: 

A—ı +, B-blb=+ 
entfprechen, und wenn die Function o(x’,y’) im ganzen Bereiche 
diefer angebeuteten Werthe von x’ und y’ continuiclich verbleibt 
Es erübriget uns daher noch, zur Erreichung des uns am Eingang | 
porangehender Nr. gefteckten Bieles, diefelbe Function g(x’,y’) für 
einen der Grenzwertbe felbft, für x’=a oder A, für y—b or. 
B, gleichfalls durch ein vierfaches Integrale auszudrücken, das in einer 
einfachen Beziehung zu dem der Gleichung (26) ftehe, und der 
felben Grad der Allgemeinheit, bezüglich die Integrationsgrenzen a, 
A,b und B, beibehalte. 

Da eine etwas ausführliche Erörterung eined diefer Fälle ge 
nügende Belehrung zur Löfung der übrigen darbieten dürfte; fo be 
fhränfen wir unfere Unterfuchungen lediglich auf den Fall, wen 
man o(a’,y‘) für x’=a, wo a verfchieden von Null gedacht bleik, 
darzuftellen bat- 

Multiplieiven wir die Gleichung (X) Nr. 394 mit: 

Cos.ax Cos. y' ß da dß, 


integriren dann nad) a ſowohl ald nach 8 von 0 bi oo; fo erha 
ten wie mit Zuziehung der erften der Gleichungen (XI) a. a. O. 
folgende Gleichung: 


tur?) 93 T. [£ p(z,y)Cos.cnaCos.axCos.By'Cos.sydxdydadp. (7 


Sn ähnlicher Weife ziehen wir aus den in den Nrn. 395, 3%, 
397 aufgeftelten Sätzen folgende drei Gleichungen: | 


Je BA 
0,)=2(2) $} ‘I S o(z,y)Cos.vaCos.axSin.By'Sin.sydxdydadg , (20 | 
 „oBA . | 
#wyr= 22) (K IS Sox,y)Sin.«aSin.axCos.By'Cos.Sydxdydadß, (X 
n/7 00ha ’ 


| 








2) BA . . . 
au?) J Ir o(x,y)Sin.aaSin.«x Sin. By Sin.Sydxdydadpß. (30. 


Werden num diefe vier Gleichungen in ähnlicher Weiſe, wie tx 
vier erften Gleichungen ‚vorangehender Nr. verbunden; fo ergebe 
ſich folgende analoge zu den Bleichungen (22)—(25) dafeldft: 
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' 


ola,y‘) =, IS ix, y) Cos.aa Cos. ax CGos.ß (yi —y)dxdydade, 
o.BA 
o(a,y‘) =, 9 06 y) Cos.sy' Cos.8y Cos.x(a—x) dx dy da dß, 
BA 
Y(a,y‘) — [IS p(x,y) Sin.gy' Sin.#y Cos.a (a—x) dx dy da dß, 
4‘ BA . . ” 
op(a,y‘) = ES f o(z, y) Sin.aa Sin.ax Cos.ß (y'—y) dx dydadß. 


Bon der erften und vierten diefer Gleichungen kann, wie von den 
analogen der vorangehenden Nr. dargethan werden, daß folche für 
alle innerhalb b und B enthaltenen Werthe von y’ Beftand haben, 
die Zeichen von b und B mögen gleicher oder entgegengefeßter Be⸗ 
fchaffenheit fein, wenn man nur B—-b=+ hat. Addirt man fü- 
nad) diefe Gleichungen, wodurch: 


ola,y’ =2 TE o(x,y) Cos.a (ax Cos.8 (y —y) dx dy da« dß 


erhalten wird; fo befteht dieſelbe vermöge ihrer Entſtehung für 
alle Werthe von y’, die innerhalb b und B liegen, wo die Zeichen 
diefer Größen gleich oder verfchieden fein könnens ferner befteht die- 
felbe, e8 mögen a und A gleiche oder entgegengefekte Zeichen haben, 
wenn nur A— a=+ verbleibt, wovon man fich) in ähnlicher Weiſe, 
wie beim analogen Falle in Nr. 391, bei den Gleichungen (13), überzeu- 
gen kann: ſonach befteht diefe Gleichung, was die Sntegrationsgrenzen 
a, A, b, B betrifft, in derfelben Allgemeinheit, ald die Gleichung 
(26) und belehrt_ung auch, wie ed mit diefer Gleichung (26) 
zu halten fei, wenn x’ in berfelben gleich a angenommen wird. 
Der Ausdrud zur Rechten diefer Gleichung (26) ftellt 
alsdann die Hälfte des Ausdrudes zur Linken dar. 
Auf dasfelbe Ergebniß wird man geführt, wenn in der Blei» 
chung (26): 
x—A, oder y — b, ode mdlih y' —=B 


angenommen wird; bei jeder diefer Annahmen ftellt der 
Ausdrud zur Rechten die Hälfte Des Ausdrudes, zur 
Linken diefer Gleichung (26) dar. 

Wird endlich in der Gleichung (26) für x‘ einer der Werthe 
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a oder A und zugleich für y’ einer der Werthe b oder B gefekt: 
dann ſtellt der Ausdrud zur Rechten das Viertel des Ausdrude 
zur Linken bar. 

400. Faſſen wir nun die Hauptergebniffe der beiden vorausge: 
benden Nrn. in der Form eines Theorems zuſammen; fo laum 
folhes, wenn in Sleichung (26) x’ mit x und y’ mit y bertaufk 
wird, wie folgt. 

Wenn a, A und b, B reelle Zahlengrößen vorftellen, 
die den Bedingungen: 

A-ı= +, B—-ıb=+ 
entfprehen; wenn g(x,y) eine Function von x undy 
vorftellt, die für ſämmtliche Werthe vonx=a big x=i 
und von y=b big y=B eontinuirlih verbleibt: ſe 
bat man: 


ox,y)= = Js IS» x y)Cos.aix-x')Con.Bly-ydx'dy’dadß, (AU 


welche für alle reellen Werthe von x und y, als Sleis 
beit Beftand Hat, die folgenden Bedingungen nab 
tommen: 

A- ser, x-ı=+, 

B-y=-+, y-b=-+; 
hingegen bat man für x=a oder xA, wo einer dieſe 
Grenzwerthe, a oder A, auch gleih Null fein Kan 
unter Beibehaltung der gemachten Vorausfeßunger 
folgende Gleichungen: 








o.n.BA 
ela,y)= 2 f \S Sf p1z',y')Cos.a(a-x')Cos.ay-y)dx'dy’dadß, 
np ha | er 
BA 
HAy=, ST T (optx',y)Cos.a(A-x')Cos.A(y-y'Jdx'dy'’dadß, 


die für fämmtliche Werthe von y, fo den Bedingunge 
B—-y=-+, y-b=-+ 

nachkommen, als Bleihheiten befieben; eben fo ka 

man, wenn y=b oder y=B angenommen wirb, won 

der diefer Grenzwerthe von y auch gleich, Nur ſen 
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ann, gleihfalls unter Beibehaltung der feftgeftellten 
Borausfegungen, die Bleihheiten: 


“BA 
ozb=2 f\ (Sf o(x',y)Cos.a(x-x')Cos.ß(b-y')dx’dy’dadß , 
A* 00ba 
BA (XXIII) 
——— [IT [plx',y')Cos.a(x-x)Cos.B(B-y')dx’dy'dadg, 


für alle Werthe von x, die folgenden Bedingungen 
entfpredhen: 
A—-ı = +, x — 4 +; 

endlih hat man, wenn fowohl für x einer der Greny 
wertbe derfelben a oder A, ald auch für y einer deren 
Grenzwerthe, b oder B, geſetzt wird, immer unter Dei- 
behaltung der Borausfegungen diefes Theorems, fol 
gende vier Gleichheiten: 


„BA 
o(a,b)= 520 J S otx'.y')Cos.a(a-x’)Cos.g(b-y')dx'dy'dadß, 


a BA Ä 
o(a,B) =: au Ts ( yptx',y’)Cos.a(a-x')Cos.B(B-y )dx’dy’dadß, 
(XXIV) 
y(A,b)= 36 u * op(z',y'YCos.a{A-x')Cos.A(b-y')dx’dy’dadß, 


(A, Be IJ. J IS * p(x',y')Cos.«(A-x')Cos.ß(B-y')dx’dy’dadß, 


wo auch jede der Größen a, A, b oder B gleich Null 
fein fann. 

401. Ale Solgeenng des in vorangebender Nr, aufgeftellten 
Satzes geht diefer hervor: 

Wenn eine $unction @(x,y) für alle ppfitiven und 
negativden reellen Werthe der Bariabeln x und y com 
tinuirlich verbleibt; fo findet für diefelben Werthe 
von x und y folgende Gleichheit Statt: 


te 
PaN= SS f f 9(x',y')Cos.a(x-x’)Cos.(y-y')dx’dy'dadß, (XXV) 


weiche Gleichheit eine Erweiterung des in Pr. 392 aufgeftellten 
Satzes, gleichwie das im vorangehender Nr. aufgeftelite Zheorem 
eine Erweiterung des Satzes in Nr. 301 iſt. 
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402. Die in Nr. 393 gemachte Bemerkung, betreffend bie Du: 
ftelung einer Function einer allgemeinen Größe nur für em 
Theil ihres Contipuitätsumfanges, erſtreckt fi ch auch über Functio 
ziveier allgemeinen Größen. | 

Da nämlicy die Gleichung (XXI), oder genauer gefprode. 
der Ausdruck zur Rechten vom Gleichheitszeiehen in derfelben, fir 
Werthe von x, die größer ald A und Meiner ald a find, in Nu. 
übergeht, wenn nur die Function H(x,y) bis und mit diefen Grer; 
werthen von x comtinuirlich verbleibt; und da ein Gleiches in & 
zug auf die zweite Variable y ausgefagt werden kann, nämlid, ie 
der Ausdrud zur Rechten in Gleichung (XXI) in Nu überge: 
wenn in demfelben für y Werthe, die größer als B oder Fleiner aß 
find, gefegt werden, welche Werthe jedoch gleichfalls noch im Bereit 
der Eontinuitätsgrenzen der Function „(x,y) fallen: fo fließt bir 
aus fofort die Richtigkeit unferer Behauptung am Eingange, ?.: 
‚der Ausdrud zur Rechten in befagter Gleichung (XXI) ift Rep: 
fentant der Function o(x,y) für jenen Theil ihres Continuitätsur 
fanges, oder für jene Werthe von x und y, die den Bedingune 


A-—-ıxı +, xı-ı +, 
B-y=+, y-b=z+ 


nachlommen; für jene Werthe von x und y hingegen, die Betr 

gungen, wie die folgenden: | 
x- A +, a—ııo+, 
y-—B=+,b-  y-=+ 


entfprechen, und gleichwohl noch im Bereiche der Continuitätsgre 
grenzen der Function g(x,y) find, befteht diefe Gleichung (X 
nicht mehr, denn der Ausdrud zur Rechten diefer Gleichung ft: 
für befagte Werthe von x und y beftändig den Nullwerth vor ı: 
ift diefem nach feine $Zunction von x und y (Nr. 247, I), währe 
der Ausdrucd zur Linken eine folche verbleibt. 

Mittelft dDiefer Bemerkung, die eine folgenreihe Eigenthümtt 
keit der Bleichung (XXI) herausftellt, Eönnen auch gemifchte Jun 
tionen zweier Bariabeln analytifch ausgedrückt werden, wie wir it 
“ ches.im folgenden Paragraphen des Näheren zeigen werden. 


403. Auf ähnlichem Wege, wie die Süße zur Darftellung 





⸗ 


Integralrechnung. VIII. 408. 366 


Functionen einer und zweier Variabeln durch zwei⸗ und vierfache 
Sntegralien, fei e8 für den ganzen, oder für einen Theil ihrer re: 
fpeetiven ontinuitätsumfänge erhalten worden find, gelangt 
. man auch auf Sähe, die die Darftellung der Functionen dreier und 
mehrer Variabeln durch fechd- und mehrfache Sntegralien zur Folge 
haben. Wir ımterlaffen jedoch diefe Hülfsſätze alle erft abzuleiten 
und begnügen ung damit, das Haupt» und Endergebniß, die Dar» 
ftellung von Zunetionen dreier Variabeln betreffend, in ben folgen- 
den zwei Sätzen hier noch mitzutheilen. 
Sehen wir zur Vereinfachung der Darftellung folgende Glei- 
chung feft: | 
U = Cos.“(x—x') Cos.s(y—y') Cos.y(z—z'), (a) 


fo lautet der erſte Satz, wie folgt. 
I. Wenn aund A,b und B, ce und C reelle Größen 
find, die lediglich den Bedingungen: 


A-ı — +,.B—b- +, C-c=+ 


unterliegen; wenn ferner die Function a(x,y;z) für alle 
Werthe von x=a bis x=A, für alle Werthe von y=b 
bis y=B und für alte Werthe von z=c bis z=C con 
tinuirlich verbleibt: fo hat man die Bleichheit: 


CBA 
= Tl] 38 , y, 29 U dx’ dy’ dz’da de dy, 


für alle Werthbevonx, y und z, die folgenden Bebdin- 
gungen nahlommen: u 

A- xe+, x—-am=+, 

B— y-+, y-ıb=--+, 

C—- z= +, 2—-c=+. 


Der Ausdruck zur Rechten diefer Gleichheit ift mit 2 zu multiplici- 
ren, wenn entweder für x einer der Grenzwerthe a oder A, oder 


wenn für y einer der Grenzwerthe b oder B y oder wenn endlich 


für z einer der Grenzwerthe ce oder C angenommen wird; derfelbe 
Ausdruck ift mit 2.2 zu multipliciren, wenn zugleich je zwei der 
Bariabeln x, y, z durch denfelben entfprechende Grenzwerthe erfeht 
werden; endlich ift befagter Ausdrud mit 23.2.2 zu ‚multipliciren, 


| 
| 
| 
| 
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wenn alle drei Variabeln x, y und z zugleich durch den einen oder 
den andern ihrer refpectiven Grenzwerthe erfeht werden. 

Als Kolgerung deſes Gates geht mit Beibehaltung der Ver⸗ 
einfachungsgleichung (a) folgender angekündigte zweite Sat hervor. 

I. Wenn bie Funetion a(x,y,z) für alle pofitiven 
und negativen reellen Werthe vonx, y, z, mitbegriffen 
die Nullwerthe, continuirlich verbleibt; fo beſteht für 
diefelben Werthe von x, y und-z die Gleichheit: 


I SS nar7Y2) Udr’dyidz'dadedy. 


404. Zur Vervoliftändigung des in vorangebender Nr. Mitge⸗ 
getheilten fügen wir noch die Bemerkung bei, daß von der Gleich⸗ 
heit des Haupttheorems in I. dafelbft, dasſelbe nusgefagt und nach» 
gewiefen werden fan, was von den analogen zu berfelben in den 
Nrn. 393 und 402 nachgewiefen wurde, nämlich: wenn die Func⸗ 
tion o(x,y,z) der vorangehenden Nr. auch noch für Werthe von 
x, y und z, die folgenden Bedingungen entfprechen: 

x— Az-+, a — x +, 
y-B=+,b—-y=+, 
z— C= +, c—ı =+, 


eontinuirlicy verbleibt; dann geht der Ausdrucd zur Rechten der al- 
gemeinen Gleichheit vorangehender Nr. in Null über, wenn für 
x, y oder z Werthe, die dieſen Bedingungen entfprechen, gefeßt 
werden — wodurch die analytifche Darftellung gemiſchter Functio⸗ 
nen dreier Variabeln möglich wird. 


$. I. 


Darftellung gemifchter Functionen durch algebraifce 
Summen mehrfacher SIntegralien. 


405. Jede Kunction einer allgemeinen Größe drückt, wenn von 
deren DBieldeutigkeit (Integralrechnung ILL, Nr. 130) abgefehen wird, 
das Gefeh ihrer Abhängigkeit von der allgemeinen Größe auf eine 
einzige, völlig beftimmte und ihr ganz ausfchleßlich zugebörende 
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Reife aus; fo daß eine zweite, von derfelben verfchiedene Function 


einer allgemeinen Größe biefes Abhängigkeitsgefeh gleichfalls in einer 


zweiten, von der erften durchaus verfchiedenen Weiſe andeuten wird. 
Nun erklären wir zwei oder mehrere Functionen einer allgemeinen Größe 
als identifch, wenn diefelben entweder der äußern Form nach einer- 
lei, d. h. wenn in denfelben die allgemeine Größe einerlei algebraifche 
Verbindung eingeht, oder auch, falls folches nicht Statt findet, 
wenn diefelben für gleiche, aber wie immer befchaffene Werthe der 
allgemeinen Größe auch gleiche Ergebniffe darbieten. Zwei oder 
mehrere Zunctionen einer allgemeinen Größe, die weder der einen 
noch der andern diefer Anforderungen nachlommen, erklären wir 
diefem zufolge als verfchieden. 

Stellen nun, diefes vorausgeſetzt: 

px) 2), PR), Pu ſ. w. 

verſchiedene Functionen von x vor; fo ift F(x) eine gemifchte 
Sunction von x, wenn diefelbe, je nach den Werthen von x, Res 
fultate darbietet, welche bald mit denen von g(x), bald mit denen 
von g’(x), bald mit denen von x) u. f. w. übereinſtimmen; oder 
auch, wir nennen die Function F(x) alddann eine, aus den Functionen 
(x), ax), olx)..., gemifchte Function von x, wenn Dies 
felbe für beftimmte, ifolirte oder zufammenhängende, Werthe von 
x gleiche Refultate wie I(x) darbietet, für andere, gleichfalls iſolirte 
oder zufammenhängende Werfhe von x diefelben Refultate als o'(x), 
für dritte, verfchieden von den beiden früheren Werthfuftemen von 
x, die gleichfalls ifolict oder zufammenhängend fein mögen, biete 
F(x) diefelben Refultate ale 9x) dar u. f. w. — Eine folche ge- 
mifchte Function von x, wie F(x), find wir mit Zuziehung des im 
vorausgefchicten Paragraphen Mitgetbeilten jedesmal darzuftellen 
in der Rage, wie aus dem Verfolge diefes Paragraphen zum Deut» 
fichften hervorgehen fol. 

406. Der Löfung des allgemeinen Problems hidden wir einige 
befondere Fälle voraus, und machen mit folgendem den Anfang. 

Man beftiimme eine gemifchte Function einer allge- 
meinen Größe x, die für alle Werthe vonx, ſo zwiſchen 
O nnd 1 liegen, diefelben Werthe als x°, und für alle 
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zwifhen # und 2 fallenden Werthe von x übereinfin 
mende Werthe mit x? dDarbiete. 

Zur Herftellung diefer verlangten gemifchten Function von ı 
wenden wir uns dem Ausgangs Nr. 391 aufgefiellten Gate x 
Nach Gleichung (VII) daſelbſt hat man: | 





» — 1" 20 Cos.a zz) dr’de, 
x iz os.a (x—x')dx’ dœ 


für alle pojitiven, innerhalb O und 1 enthaltenen Werthe von x, m 
da x? für x0 in Null übergeht; fo findet diefe Gleichung fr 
alle pofitiven Werthe von x, von xO angefangen bis in die nüht 
Nähe von x1, ald Gleichheit Statt. Eben fo bat man nt 
derfelben Gleichung (VID: 


I’ — 2* £ x’3 Cos.a(x—x') dx’ de, | 


. die gleichfalls als Gleichheit für ale innerhalb 1 und 2 enthalt 
Werthe von x Beftand hat. 
Nach demfelben citirten Satze wiffen wir ferner: 

1) daß der Ausdruck zur Rechten der erften diefer zwei Glei: 
heiten für fämmtliche negativen Werth von x fowohl, als au 
für fämmtliche pofitiven Werthe diefer Größe, die nur irgen 
wie die Einheit übertreffen, jedesmal in Null übergeht; 

2) daß der Ausdruck zur Rechten in der zweiten dieſer Gleichhei- | 
gleichfalls jedesmal in Null übergeht, falls die allgemeine Gr« 
x in demfelben entweder negative Werthe annimmt, oder «: 
pofitive, die aber entweder um angebbare Größen Heiner : 
1 oder größer als 2 find; 

3) daß jeder der eben angeführten Ausdrücke endlich bei der 
nahme x—=1, nur die Hälfte der Function ift, deren Re:: 
fentant folcyer ift, daher ftellt auch die Summe befagter 3: 
drücde für x=1 die pofitive Einheit dar. 

Alles dieſes vorausgefeßt, hat man folgende Beftimmung de 
verlangten gemifchten Function, falls nämlich foldye Durch F(x 
gedeutet wird; 








oJ. 2 
F(x) = Ar f x'?Cos.a(x-x')dx'da + ir | x" Cos.a(x-x’) dx’c | 
7% 291 
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oder auch folgende: 
F(x) = 1x Con.atea) + 142% Con.ufz-x'-1)| dx’da. 
n 0% 


Diefe gemifchte Function, F(x), von x ift für negative Werthe der 
allgemeinen Größe, oder von = — oo bis x=0 der Null gleich; 
für alle Werthe von x=0 bis x=2—v, mo v an der Weber: 
aangsgrenze aus dem unendlich Beinwerdenden Zuftande in den 
des endlichen einer Größe fteht, ift Fix) eine continuirliche Function 
von x, d. h. im ganzen Bereiche diefer Werthe von x ändert fich 
befagte gemifchte Function jedesmal nur um eine unendlich Tlein- 
werdende Größe, wenn die allgemeine Größe x gleichfalld nur eine 
unendlich kleinwerdende Aenderung eingeht; dieſelbe ift ferner inner 
demfelben Werthumfange von x gemifcht, in einer XBeife, wie am 
Eingange diefer Nr. feftgeftellt ward; beim Durchgange der allge» 
meinen Größe x durd) den Werth 2 legt diefe Function F(x) die Eigen⸗ 
fhaft der Eontinuität ab, und zwar, wenn v die vorhin feftgeftellte Be⸗ 
deutung beibebält, fowohl beim Uebergange von = 2 — v bisx 2, 
als auch bei dem von z—=2 bi x=—=2+v; endlich ift diefe Fune⸗ 
tion für die pofitiven Werthe von x, von 24 v angefangen bis ins 
Unendliche fortgeſetzt, beftändig der Nulle gleich. 

Anmerkung. Die vorlegte diefer Ausfagen, die Discontinuität der gemiſch⸗ 
ten Function Fix) betreffend, macht "eine Hefondere Grläuterung nöthig. 
Bedenkt man nämlich die obigen Ausfagen in 1) und 2), fo if: 

F2-vV=2-vW, F)=42%°, F2+v = 0; 

die ®röße v iſt zwar Feine unendlich kleinwerdende, jedoch eine Außer? 

Peine Zahlengröße — feßen wir ſonach, um irgend einen Fall vor Augen 

zu haben: ’ 

j v= 10710, 
fo ſtellt ſich: 
F(2— v) 28, 
mit einer bis auf die 99te Decimalſtelle ſich erſtreckenden Genauigkeit her: 
aus; und da ferner 
F(2) =4ımd F2+-vV)=0 
iR: fo iſt auch ganz augenfällig, daß, in der nächſten Umgebung des 

Werthes 2 für x, die gemifchte Function F(x) für äußert Meine, fa for 

gar für unendlich Pleinwerdende Aenderungen von x endliche Aenderungen 

Raabe, DI. u. Int. Rechnung. IL . 24 
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(nämlich beim Uebergange von x=2—vbis x2, wie auch bei den 
von x—2 bi x—2 + v) erleidet, daß diefelbe fonady (nad) Nr. 247, | 
in der Umgebung von x2 eine endlihe Discontinuität kingebt. 

407. Zur Verificirung des in borangehender Nr. gewonnenen 
Ergebniffes wollen wir die gemifchte Function F(x) dafelbft mit dı 
multiplieiren, dann von x=a bi8 x—=h integriren und, je nad 
Berfchiedenheit diefer Sntegrationsgrenzen, das Ergebniß dieſer In 
tegration jedesmal noch näher beflimmen. 

Vorerſt hat man bei Zugrundelegung der in porangehender Ar. 
aufgeftellten Gleichung für F(x) folgende Sntegralgleichung : 


h “ih . 
SFx)dx = —* Ss x'2Cos.a(x-x')-+(1-+x')? Cos.a(z-x’-1) ar dx’de; 


wird rechts vom Gleichheitszeichen die Integration nach x inmerbe. 
der angezeigten Grenzen a und b vollzogen und nachher die Dt 
nungsfolge der partiellen Integrationen nad) x’ und «& bertauidt“ 
fo hat man die Gleichung: 


front f J —E—— re Sin. & —— «| x'2 dr’ 
if > A er ‚ala-I-x) BEE yon | 


die wir im Folgenden, wie wir und vorgeſetzt, je nach der % 
fihaffenheit von a und b näher beftimmen werden. | 
1) Für die Annahme: 


a>2md b>2 


bat man, da x’ in der eben aufgeftellten allgemeinen @leich: 
(1) ale Werthe von 0 bis 1 durchläuft, die Gleichungen: 


free da=$, fee da=z, 
ao a 


f Sin.oh-i-e) de=$, f Sin.oa(a—1—x') dag; 
5— 
.o oo. 0 
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vermöge welcher die allgemeine Gleichung in folgende übergeht: 
(radio. .. a>2, b>2) 


Diefes Ergebniß ift ganz der Eigenthümlichkeit der gemifchten 
Function F(x) gemäß; da nämlich folche für alle Werthe von x, 
die, guößer ald 2 find, in Null übergeht. 

2) Eine zweite Annahme, die auf dasfelbe Reſultat, als die eben 

Mitgetheilte führt, ift folgende: 

a <oudb<O0. . 
Dermöge des Umftandes, daß die auf x’ Bezug habenden Snte- 
grationen in der allgemeinen Gleichung (1) über fänmtliche Wer- 
the von O bis 1 ſich erftrechen, hat man (Gleichung (6) Nr. 388): 


. . 
fetau=-3, free) a 3, 
* 
A o 


(Seesen) PR f Sin.a(e-1-2) „5 
a @ 
0 0 


welche Gleichungen, wie angelündiget ward, auf: 
(Fod=0 (<0,b<0) 


führen. 

f Auch diefes Ergebniß entfpricht vollkommen der Eigenthümlichkeit 
der gemifchten Funetion F(x), die für fämmtliche negativen Werthe 
von x den Nullwerth darbietet. 

3) Serner fei: . 
a=0umdb2>20mweb Sı, 


fo ftellt fih, wegen: 
J dki=—}% 


een da=—3 free) a7 
0 ’ Pr e 
0 
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zunächft folgende Bleichung : | 


b 2 1 0 | 
[ra = + f x'2dx’ + 4 ( (ee) dadx’, 
a 
0 0 0 0 


oder auch folgende dar: 


b 
f Fix) + 1 Ss xa Sin.c 0) da dx‘ 
6 zT l 


+ if x2 ‚„ Sin.« (b—x’) da dx’: 
T 04 
bb 0 
in dem erften diefer Doppelintegralien hat man, wegen ber 
Sntegrstionsgrengen von x’ dafelbft, | 
b—-xı'=-+, 
daher reducirt fich der Werth desfelben auf: 
5 £ x'2dx’; 


das zweite diefer Doppelintegralien reducirt fi) aber, wegen 

b—-x=-, 

auf: 
—4 X x dx‘; 


daher geht di⸗ vorige Gleichung über in: 
£ Fa)x=++}4 5 x⁊ dx· — 4 (ar 
und, nach Vollziehung der angezeigten Sntegrationen, in 
(rd =4b. b20,b51 


Auf dasfelbe Refultat gelangt man unmittelbar, wenn der Um- 
ftand beachtet wird, daß für alle Werthe von z<=0 big x=i 
die gemifchte Function F(x) übereinftiimmende Refultate mit =? dar 
bietet. | 
4) Werden endlich folgende Annahmen getroffen: | 
ız20mdaSı, b21mbZ<S2, 
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fo geht die allgemeine Gleichung, wegen: 


free de=J, (ren .&=-3, 
& & j 
o 0 


in folgende über: 
hY 
— [rear = 
1 1. 
=; art , da dx’ 
0 .0 0 


1 0 1 
+ 2 (ur een dade + 4 | drryer; 
oo 0 


num if: 
1 on 
n x’ 
Sfr awar = 
ee 0 « 


a | 1 0 
= f f x’3 male) da dx’ + f f x’ nahe) da dx’, 
0 0 a 0 


weiche Gleichung, beachtend die oben feſtgeſtellten Beſchraͤnkun⸗ 
‚gen von a, in folgende übergeht: 


[fr ‚g, Sin. ——— Aa d ze [re 


und da aus ähnlichen Gründen un folgende Gleichung: 


1 © 
f f ara retter) ddr = ‚fe (d-+-zPdr — N —E 
00 


b>1 


erhalten wird: fo geht die vorige Gleichung über in: 
— x dx — zdf war | 


+ N — dx’ — fa +x)dr + £ (1.+ x’)? dx’ ) 
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oder auch in: | 


ro = — F xdx + + xp de j 


oder endlich in: 


b 
4— a3 b—1 a Zo und S 1 
ana: 3 +77 im za) | 


Auch diefes Refultat ift in völliger Uebereinftimmung mit der 
Eigenfchaft der gemifchten Function F(x), mit der, für alle Wer: 
the von x=0 bi x1 die Function x?, hingegen für alle Wer: 
the von x=1 bis x2 die Function x? vorzuftellen. 

408. Eine von der in beiden vorangehenden Nrn. befprochenen 
verfchiedene gemifchte Function einer allgemeinen Größe x komme 
folgenden Bedingungen nad). 

Diefelbe foll für die Zmifhenwerthe zu Ound Zvon 
x mit Sin.x, für die Zwiſchenwerthe zu und x mit Cos.x, 
für die 3Zwifhenwerthe zu z und °F wiederum mit Sin.ı, 
wie für die zu 7 und 2z mit Cos.x u. f. w. Übereinftimmen. 

Auf ähnlihem Wege wie in Nr. 406 gelangt man mit Zugie | 
hung der a (VID Ne. 391 auf folgende Gleichung: 





— — — 


FAS . g Sin.x'Cos.a(z-x')dx’da+ — fs, s Cos.x’Cos.u(x-x')drde 


+ ifr — Cos.a(z-x’)dx’d« +1 f TC Cos.x’ Cos. æ (z-x’)drd: 
a *0"% u ʒ 





Pi 
+2 g"fSin.x Cos.a(x—x')dx’d« + 
I 0 ax 
....... \ 
wo Fix) die verlangte gemifchte Function if. 
Bringt man in diefer Gleichung fämmtliche auf x’ bezüglicher | 


Sntegrationen auf einerlei Integrationsgrenzen, auf die von x’—0 
bis <=7; fo nimmt diefe Gleichung folgende Form an: 








Pr z / Cos .a{x-x2')»Cos, alx-x’=— )„Cos. als IE 27 )4Cos, alzax’ 32) 


Fe) 4 | +Cos.a (zn 2 —— sr 2 )-Cos. az. 2 2 YHCos.a(x.x' a 
1 


on 


+Cos.a(x-x' Ne. —X %F)_Cos .alz-x'- en, 112 


0 0 + ® ® o 0 ‘ [| . . U [) [) . f 
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Um die inner den Klammern enthaltene Reihe zu fummiren, 
denken wir ung folche vor der Hand bis zum Bliede: 


Cos. u[x— x’ — =) 


fortgefeßt, wo n eine ganze pofitive Zahl vorftellt, und bezeichnen 
die Summe derfelben duch Un; wenn nun die Summe der ganz 
analogen Sinusreihe, die fonach mit: 

Sin. o(x - x — 3) 
abbricht, durch Vun vorgeſtellt wird: fo erhält man, wenn in be- 
fannter Weife verfahren wird, die Sleichung: 


Un + yv-i Va = 


an oT JM son 
V —— 21 V Va 
au-Ya)ı—e ? —_e re ? 
u RT 10T Ancem 
— e 2 — ...#+e ? re ' 


Behuf der Summation der innerhalb dieſer Klammern enthaltenen 
Gliederreihe, ſetzen wir: 
y-1-z: — ? +’ 20 — — 2. .. mir ze, 


fo ergiebt fih: 
y—i 22(240 - 1) 
| — ri 
woraus: 
1—z+(1-+-z)zint1 

= 4 +2? (B) 
gefolgert wird. Wendet man dieſes Ergebniß auf die obige Reihe 
an, fo ſtellt fich folgende Gleichung heraus: Ä 

Un + v— Va = 


an st 
ar) Y-1 va, .. va ‚) iz any. 
= ee Zu | 
2 Cos. * 
aus der: 
c x Snti 
08.02 Cos.c|x—x 77) — Sin.«Z Sin. a(x— x +4 

Un = ’ 





Cos.c«# 
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Cor.a# Sin.a(z -r.—_ st r) +Sin.e7Cos.n(x— x +) 
"= an 
Br} 
gefolgert wird. 


Da und gegenwärtig bloß um Us zu thun ift, fo verlaffen mir 
die zweite der zulegt aufgeftelten Gleichungen und wenden uns lediz 
lich der erftern zu, aus der, wie ed auch die allgemeine Löfung des 
vorliegenden Problems verlangt, nicht nur Us, fondern auhUa-ı. 
Urs, Usars bald herzuftellen ift, wenn man nämlich: 

Un=U, - Cona(s- x #1 ,), 


,_ 4n+2 
Un = Un — Cosa (vv 2), 


ia+3 a) 


Ur = Un + Cana (x— 2 — 





annimmt. Man hat fonach: 


_ , Cos.alx—x’) | am — An+1 | 
v. 24 — —— +Cos. + Cos.2nan + Cos. zei 

















TE) —_ Gin. + Sin znan + Sin Hal 
F 
cos.¶x an Antı f 
Um} nm Imtr Con. gro. 7 0n-Cos. (Zuttjam! 
+4 m —Sin.F + Sin. m anSin.(2nt)az| | 
ns, Con.afxx‘) ar Ant3_ı 
RS I-1+ Con. — Con (2nt1) an — Cs Fu 
"  Sin.a{x—x') ung . Ant3 
+ Cos.gn —Sin.z — Sin. (2n41)en -- Sin.— un . 
nr x) H —_i1+ Co — Cor + Cos.(2nt Zur, 
ee 5. - 50. ont Sio.(Zatzi|. 
7 


obige F(x) darſtellende Gleichung nimmt, je nachdem de 
em Klammern diefer Gleichung enthaltene Reihe mit einem 
enden vier Glieder abbricht: 
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Cos.a(x-2-r) — Cos.a[x-x -,) ‚ 


ınt2 - 4nt3 
— Cos.n (x-x' In), Con.u[x—x— 2 7) , 





in derſelben Ordnung auch eine der folgenden vier Formen an: 


z 
F(x) = ff U Sin.x’dx’d«, 
0° 


X 
oo“ 


Fox) = 4 , Uri Sin.x’ dx’ de, 
0 
“7 
Fix) = if f Um+z Sin.x’dx’ de, 
0 * 


A 


Fx)=4f TR Sin.x’dx’d«. 
o 


Sn dieſen Gleichungen find die auf x’ Bezug habenden angedeu⸗ 
teten Integrationen leicht vollziehbar ; fo daß nad) Vollziehung der» 
felben die verlangte gemifchte $unction bloß noch von einer einzigen 
Integration nad) & abhängig fid) herausftellt, wie aus dem Folgen⸗ 
den hervorgehen wird. 

Man hat nämlich die Integralgleichungen: 


Au [axt(1-m)x’] ‚Cos.[ax-(1+&)x‘] 
4. — Far +Const.,, 


| Fin. x'Cos.u(x-x')dx’— 


(sin.x5in.ue- ar let „ain.lax- —S 2 nst. 


aus denen folgende gezogen werden: 
Pr 
Cos.ax-ra Sin. X) 


f Sin.x’Cos.a (x—x')dx' = 12 
0 


7 


Sin.ax—uCos. ax7), 
1—u? 


f. Sin.x’ Sin.a (x—x') dx’ — 
0 


Daher gehen, beachtend die Bedeutungen von Um, Usnts, Usatz, 
Usnrs, die vorigen vier Gleichungen in bderfelben Ordnungsfolge 


diber in: 
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F(x) = 


F(x) = 


F(x) = — 


F(x) = — 


die, wenn « in = umgefeßt wird, in derfelben Ordnungsfolge in 


| n+ 
4 N Sin. [2-5 x) —aCos. efx-(nH1)r) 
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Znt1 
Cos. o(x—-nn)+aSin. Bun A 
Fe 2 *) Con. 4 


(1i—n2) Cos.- — 











n+1 
nn .o(X—-nn)—aCos. * ) 


(1- œꝰ) Cos. 7 


Sin.nan da, 


2n+1 
1 ne Cos.x(x—nın)-+aSin. — r) Zu+i 
7 Cos. 


(1—:a?) Cos. 2 


an dı 


Cos. 2at1 


1 
Fi 2 


ei Cos.a —— -+a Sin. a(z-(n}4)n) 


(1a?) Cos. 


Cos. {7 7)+0 Sin.ate-tntt, +. Sin. a(x-(nt1)) 
er os. Zah 


(1-03) Cos.- SZ 


(4-02) Cos. 7 





re nr \—a Cos.o(x-(nt1)7) 
Sin.(n+1) ax de 


(103) Cos.- = 


1 Sin. a(x-( (nttm)-aCos. „(== r) 
A an 
R (1—a) Cos.z 


folgende übergehen: 


aa de. 


Sin.(nt1) ar d«. 
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2a; 2n+i 
— nt Sin. —— n) Cos.(2n+1)o a 











a; 2a Cos.« 
(7) 
20; 2ntl 
"Sin. — (x-nn)-Cos Sin Za-mn)- 700 (7 ") Sin.2n« } ca) 
” 1 (2% ee Ton 
2a, Matt : 
r _ Cos. —— Sin 00. rant Sin (277) za) Cos.(2nt1)« | 
N Te Ton. da 
” 2/ nt \ 20 
= Co er * zn &-(et)3) Cos.(2ut1)a,, ch) 
* EL oz de 
1-7) 
hi 
“( „ze 
Cos. — 000 (#-n)t Sin. te-(ntipm) —Sin. = a-(ntHa) Cos. (ants)n q, 
En ——— —— J Cos.a 
a 
| —— 
F —— —X Ur) Sin.(2nt2)« da, ( 
——— Cos. œ 0 (€) 
= —— 20 
si — a )-—Cos.— (z-(nt1 . 
Fix) - u 08. 2x arm) S;, (2042)« An 
— Cos.« 
— 
| 2af_ 2nt3 
2 r Sin. >= (z-(0t1)n)-Cos. (- M)gin. (2042) 
n? ——— da. (d) 
20 . Cos.a 
— 


0 


Jede diefer vier Gleichungen ftellt die am Eingange verlangte 
Function von x vor. Die Function F(x) aus ber erften Gleichung 
ift, wegen Sin.0=0, für alle Werthe von x=0 bis in die Nähe 


von x I- ibentifch mit Sin.x; in der ‚Umgebung von x 
geht F(x) eine endliche Discontinuität ein, indem diefelbe alsdann, 
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amftatt des Werthes 1, den Werth + annimmt; innerhalb der Wer 
the von = Z-und x a iſt F(x) identiſch mit Cos.x; in der nit 


fien Umgebung von xx tritt abermals eine endliche Discontinuir 
derfelben ein, deren Werth ift alddann — +; innerhalb der Wert 


von x—x und = =” iſt F(x) abermals mit Sio,x identiſch ur 
| 
erleidet bei <= eine endliche Discontinuität, es it alsdann dern 


Werth — +; innerhalb = und x=2x ift Fix) mit Coss 


identiſch, und da folhe für 2x den Werth !; annimmt, fo ſchlu 
sen wir abermals auf eine endliche Discontinuität derfelben in de 
Umgebung dieſes Werthes von x. Diefed angedeutete Geſetz bei | 
achtet die Function F(x) aus der erften Gleichung bis in die nad | 


Nähe von = (4n+1) zZ fo daß diefelbe zulegt, nämlich innerbz 
der Werthe 4n Z- und (4n+1)7- identifch mit Sin.x iſt, und antr, 


Grenze felbft, nämlich bei x=(41) abermals eine entlid- 
Discontinuität eingeht, indem alsdann deren Werth + ift. Für ai 
Werthe von x, die größer als MD, wie für alle negatide 
Werthe von x geht dieſelbe Function in Null über, 

Die Function F(x) aus der zweiten Gleichung, unterfcheidet i 


von der unmittelbar befprochenen darin, daß diefelbe innerhalb t- 
Werthe: 


n+1 und (m+2)7- 


gleich Null, fondern mit Cos.x übereinftinmmend it 
sten Grenze, nämlich bei x=(4n49), geht folk 
Discontinuität ein, befagte gemifchte Function F.ı 
den Werth — tan. 
tetion F(x) dee dritten diefer Gleichungen unterfcheik: 
e fo eben befprochenen darin, daß diefelbe auch inne 
R: 
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(4n+2)-- und (An+3)—— | 
von x eine Function von x verbleibt, und zwar ftellt folche alsdann 
die Function Sin.x vor; an der äußerften Grenze, bei x=(4n+3) , 


geht auch diefe $unction eine endliche Discontinuität ein, i indem 
dann folche den Werth — 4 annimmt. 

Endlich ſtimmt die gemiſchte Function F(x) aus der vierten und 
letzten der obigen Gleichungen mit der ſo eben betrachteten dritten 
dieſes Syſtems überein, und weicht lediglich darin von derſelben ab, 
für alle zwiſchen: 

—8— und —8 
fallenden Werthe von x mit Cos.x übereinſtimmende Reſultate dar⸗ 
zubieten; auch diefe geht an der an dem äußerften Grenzwerthe von 
x, bei x=(4n+N , eine endlihe Discontinuität ein, nämlich, 
ftatt 1, den Werth + vorzuftellen. 

409. Eine gemifchte Function, die ſich der ih den Gleichungen 
(a), (b), (ec) und (d) vorangehender Nr. durch Fo dargeftellten 
anfchliept, ift folgende: 

Für alle Zwiſchenwerthe zu 0 und — von x ſtimmt 


dieſelbe mit Cos.x, für die zu — und — x fallenden 


Zwiſchenwerthe von x ffimmt ſolche mit Sin.x überein, 
wieder mit Cos.x für die Zwifchenwerthe zu —x und 


5, wie mit Sin.x für die zu — Zund—Bagehörenden 


Zwiſchenwerthe von x u. ſ. w. 

Wird dieſelbe durch F’(x) vorgeſtellt, ſo hat man nach dem in 
Nr. 391 begründeten Theoreme folgende mit dev Gleichung (A) vor- 
angehender Nr.-ganz analoge Gleichung: 


0 " 5 | 

F'(x)— — J J —B f \ Sin.x’ Cos.o(x—2')dx'da 
| 1er ER > . 
+7 S S.gos.x'Cos.atz-zYdz'datz S JF ‚Sin.x’ Cos.o(x—x')dx'da 


4 -37 | 
+ SS Cos.x’ Cos.c(x—x')dx’da * . 

0.5 
——........... 304) 
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werden auch hier alle auf x’ bezüglichen Sntegrationen auf die Sn 
tegrationsgrenzen 0 und — gebracht: fo bat man auch folgenk 
ee für F’/(x): 


se 


Bricht man die innerhalb ber Klammern enthaltene Gliederreibe mt 
dem Gliede: 


Cos.a(xtx')-Cos.a(zxtx'tz)-Cos.a(xtx'}F) 
+Cos.a(xtx + F)tCos.{xtx't%F)-Cos.a(xtx't°7) )Cosx: 
-Cos. atztz'H71Con. alt). 





Cos. 9 en) 


ab, und ſtellt dann die Summe berfelben duch U’. vor, fo ꝙ 


minnt man, wenn die Summe der analogen Sinusreihe durch V’. 
vorgeftellt wird, folgende Gleichung: 


Um + VA Vu = 





amt gar Jar sa 
—y- — ya >v. —y-1 
at Yalı_e ? — e +e 
= Sam | n1)AT Ant 
| V ——e——— —— —2 
— @ 2 " — 0 0‘ 22 e 


and der mit Bugiehung der Gleichung (B) vorangehender Nr. fer 
gende gezogen wirb: 
Un + VY-1Vum 


oa an 44H 
urrRıy-i e? v2.6 2 v ). ? 
— e — — —ñ— —⸗— — — ——— 
—2 — 
2 Cos. 7 


aus welcher endlich folgende Beſtimmung gezogen wird: 





Un=} Cor atete) —1+ Cos. + Cos.2non + Co. er 
Cos.— 
2 
. ‘ 
+ ee) +SinZ — Sin.2n on — Sin. = an}; 
Cos.— 


2 
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und mithin zur Beſtimmung der fraglichen gemiſchten Funetion F’(x) 
die Gleichung: 
JE 
Fix) = % f 7 Urn Cos.x' dx'do, 


00 
in der, im Ausdrude zur Rechten, wir noch die Integration nach 
x’ zu vollgiehen haben. 
Derücfichtiget man nämlich folgende zwei Gleichheiten: 


7 


f Cos.a(x+x’) Cos.x'dx' = Cos.x(z+7) ra Sin.ox 
A . 


4-03 
z 


f Sin.a(xz-+x') Cos.x’dx’ — ae , 


wie auch die obige Befimmung für Un; fo hat man: 


” Cos dx+"n) +.a Sin. &(x-+n7) OnHi 


F(x)= — 1 (085. — en de 
(1-08)Cos.“” 3 
N 2 
n+4 
1 "Sin. a[2+®7) — a Cos.a (x-+nn) 
u — — — Sin nom de, 
u (1—a3)Cos.Z 


oder auch, wenn « in * umgeſetzt wird, folgende Beſtimmung 
der gegenwärtig in Rede ſtehenden gemiſchten Function: 


2x 2nti | 
2 ” Cos. (+ ) + ** Sin. ran). (nti)a 
Fi(z)= — — — — — — — do 
(7) 


® u. 20f_ , 2nti 
| Sin. (+5 )— “Con .(<tan),., 200 
- 3 ———do, (a') 
A 


20 ——Toso 
h J * | | 
welche die analoge zur Gleichung (a) vorangehender Nr. if. 
Diefe Function F’x) nimmt für fümmtliche pofitiven Werthe 
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von x, wie filr jene negativen Werthe diefe allgemeine Größe, meld 
numeriſch größer ald — nu r find, den Nullwerth an; ſonach ber 


diefelbe auch, für diefe Wrthe von x, dem engern Begriffe einer Zum: 
tion zu entfprechen auf (Einleitung Pr. 6). Für die negativen Wer 
the von x, die. im Bereiche der Grenzen: 

0 und — + n 
falfen, ftellt F’(x) abmwechfelnd die Functionen Cos.x und Sin.z, u 
der am Eingange angedeuteten Weife dar; beim jeweiligen Leber: 
gange von Cos.x zu Sin.x, und umgekehrt, erleidet ſolche eine ent. 
liche Discontinuität. In der Umgebung von x= — 7 nimmt hu 
felbe den Werth — +, in der Umgebung von — z den Werth — !. 
in der Umgebung von — = den Werth + u.f. w. an. 

410. Stellt f(x) die Summe der gemifchten $unctionen Fıı | 
‚und F’(x) aus den Gleichungen (a) und (a’) beider vorangeheude 
Men. vor, dann ift fix) ſowohl für pofitive als für negative Wer 
the von x eine Function von x; und man bat folgende Beſtim 
mungsgleichung see gemifchten Function: 


Cos.”. ——— sin.? — (x-#) 
_& Anti _ Cos.(2nti1)a 
= je: Re} Con. 2 Cosa 


0 


da, 





JE 7 200. 20, z 
24 Cos. (217)+ 1 Sin. 25) in. Anfi Sin. 200 
n? _ (=) 2 ° Cosa 


0 


oder, nach Zufammenziehung beider beftimmten Integralien, fe 
gende: | 


f(x) = 
| (7 2 et sin Er Carla, 
* 75 öTTTTTTGGGOST. hr 
a⸗ 2a Con, & ' 
(2) 


0 . 


oder endlich: 








..- .. 


— ww. —— 
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( 2a 20.0. 20 , . 
fix) — * Cos. ————— Sin.— (x-7) (Cos.$ Cos.C' ae, 
= (=) Cos.« ui 
0 T 
Diefe gemifchte Function von x, fix), ftellt im Bereiche der 
Werthe von x, fo zwifchen: 


Ani _ und An-+A 
2 2 


enthalten find, wo m eine ganze pofitive Zahl vorftellt, in abmwech- 
felnden Intervallen zu je Z, die Functionen Cos.x und Sin.x vor, 
Es giebt nämlch diefe Function von x für fämmtliche Werthe von 
x, fo innerhalb der Grenzen: | Ä 

Ani 

2 

fallen, einerlei Refultate mit Cos.x; für fämmtliche Werthe von x 
hingegen, die innerhalb der Grenzen: 


— An, und — 4n—1 
2 2 











und Im 





m 


enthalten find, bietet diefelbe Function einerlei Werthe mit Sin.x 
dar; wieder einerlei Werthe mit Cos.x bietet diefelde für alle Zwi⸗ 


ſchenwerthe zu: 


un—1 














— 2 T, 
und einerlei Werthe mit Sin.x für alle Bwifchenwerthe zu: 
4an—2 40—3 
— a und — zn 


n 


von x dar u. ſ. w. Wird in diefer Weife der abwechfelnde Zuftand 
der Function f(x) verfolgt; dann wird folche, für die Zwiſchenwerthe: 
— 3 7 und — 4m 


von x, gleiche Werthe mit Sin.x darbieten, für die Zwiſchenwerthe 
‚ von x au: 


— 47 und 0 
gleiche Werthe mit Cos.x, ferner für die Zmifchenwerthe von x gu: 


omd4n 
Raabe, DI. u. Int. Rechnung. 11. 25 
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gleiche Werthe mit Sin.x, und für die Zwiſchenwerthe zu: 
inwmd}n 

von x gleiche Werthe mit Cos.x u, f. w., am Schluffe endlich oder 

für die Werthe von x, fo inner den Grenzen: 


An 7 und ini 
—7 2 


enthalten ſind, wird die in Rede ſtehende gemiſchte Function einerlei 
Reſultate wie Sin.x darbieten. 

Bei jedem Uebergange aus dem Zuſtande des Coſinus in den 
des Sinus und umgekehrt, wie auch in der nächſten Umgebung des 


zweiten äußerſten Grenzwerthes von x, nämlich bei x — 2, 


geht die fragliche gemifchte Function fix) eine endliche Discontinuität 
ein; für diefe Zuftände beftehen nämlich folgende Gleichungen: 


4n-1 4n-2 -3 - 
ee) 
.K-Am)=-4 f(-4n)=—4, f(0)=$, f4m)=4, f(3n)=—4, „u. . 
4n Anti \ __ 
EWR 2 a)=}. 
Unter der Annahme endlich, die ganze poſitive Zahl n ift end- 
lich, hört diefe gemifchte Function auch für endliche Werthe von x, 


nämlich für die, fo außer dem Bereiche der oben feftgeftellten äußer- 
fien Grenzen: 














fallen, eine Function von x zu fein auf; diefelbe nimmt alddann 
beftändig den Nullwerth an. 

411. Die in vorangehender Nr. durch Gleichung (e) dargeſtellte 
gemifchte Function f(x) wollen wir noch unter der Vorausſetzung 
beftimmen: e8 ftellt n eine unendlich großmwerdende ganze Zahl vor. 
Unter diefer Vorausſetzung find wir nämlich die daſelbſt auf a 


Bazug habende Integration zu vollziehen im Stande, wodurch Die 


fragliche Function fiei von jeder Sntegrationsoperation erhalten 
wird. 
Stellen wir folgende Gleichungen feft: 
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20,_ a, „2%c:, 2% 
Cos.— (2x3) +- Sin. —(x-#) 


ya) = za Cos.E, 
| | (7) 
k= 2n, 
fo geht die Gleichung (e) in folgende über: 
——— 5 —E Cos. ri! 


und da die Function Hla) im Bereiche der Integrationsgrenzen, 
oder für alle pofttiven Werthe von « continuirlich verbleibt: fo find 
"wir, weil k die unendlich groß werdende ganze Zahl 2n vorftellt, 
‚die Gleichung (88) Ne. 178 des erften Sheiles auf den vorliegenden 
Fall anzuwenden berechtiget, und wir erhalten zufolge diefer Glei- 


ung: 
ot 


wo die einzelnen Glieder der imerhalb der Klammern enthaltenen ohne 
Ende fortlaufenden Reihe aus der vorigen, durch (a) ange- 
deuteten, Function von a zu ermitteln find. 


Ä Zuerft erhält man: 


| 3) =%; 


und wenn bdiefe Linbeftimmtheit nad) befannter Weiſe gehoben wird, 
ergiebt fich: 
om —=4 | Cos.x—Sin.x-+ J (Cos.x + Sin.x)} . 


Stellt ferner r was immer für eine pofitive ganze Zahl vor, fo 
findet man: 


| ZH \_ 
Ä 77) * 


25*1 





— 5 N [((2r-+4)Sin. — -1] Cos.(Zr+1)x-[2rt1-Sin. en Sin.(2rfi)x 


| und je nachdem r eine gerade oder ungerade Zahl vorftellt, erhält 
man die eine oder andere ber nun folgenden zwei Beftimmungs- 
gleichungen: 


13 
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irtt 4 
9 )= 2 Kr, | Cos. (irt1)x — Sin. (ärtı)x? ’ 


art3 
«( 2 .)= = wor !Co. ‚(irt3)x+Sin.(ärt3)x} , 


in welcher für r jede ganze pofitive Zahl, Null mitbegriffen, ge: 
werden darf. 

Werden diefe Ergebniffe in die obige f(x) darftellende Gleich:: 
gefeßt; fo erhält man: 
fix) = 4 (Cos.x-+Sin.x) 

+4! Cos.x-Cos.3x-+4(Cos.5x-Cos.7x)-+4(Cos.9x-Cos. 11x)+.. ; 


— 1} Sin.x+Sin.3x-+4 (Sin.5xt Sin.7x)+4(Sin.IxtSin.11x)+.. 


oder auch: 
f(x) =4(Sin.x-+Cos.x) _ 
+ 2(Sin.x—Cos.x) | Sin.2x-+4Sin.6x+14Sin.10x+4Sin.14xt..}. 


Diefe gemifchte Function f(x) ift folgender Befchaffenheit: 
4) Hat man: 
f(x) = Sin.x, 
für alle Werthe von x, die zwifchen rz und rx + & enthaltr 
find, wo r aller ganzen pofitiven Zahlen, Null mitbegrimr 
fähig ift. 
2) Hat man: 
f(x) = Cos.x, 


für alle Werthe von x, die zwifhen rxz + Z und (r+1)- 
liegen, mo auch bier r jeden ganzen und pofitiven BZahlenmertt 
mitbegriffen den Nullwerth, vorftellen kann. 
9) Hat man: 
fix) = Cos.x, 


für alle Werthe von x, die zwifchen ra und ra — & liegen, 
wo r, den Nulwerth mitbegriften, jeden ganzen negativen 
Zahlenwerth vorftellt. 

4) Hat man: 


f(x) = Sın.x, 


für alle Werthe von x, die zwifhen r« — Z und (r—I'ı 
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zu liegen fommen, wo r den Nullwerth und auch jeden ganzen 
negativen Zahlenwerth vorftellen kann. 

.5) Beim jedesmaligen Uebergange diefer gemifchten Function aus 
dem Zuftande des Sinus in den des Cofinus und umgekehrt 
teitt eine endliche Discontinuität derfelben ein; es treten ſonach 
diefe Discontinuitätszuftände bei: 

x=4rj, x = (ir#Hi)®E 
x = (ir+2)$, x = (ir#3)5 
ein, wo r jeden pofitiven oder negativen ganzen Zahlenwerth, 
Null mitbegriffen, vorftelt; man bat nämlich: 
(ir) — 4, far) = 4, 
(v2 7)= — 4, Hr) = — 4, 
wo, mie eben erwähht wurde, r jede ganze pofitive oder nega- 
tive Zahl und auch glei Null fein kann. 
412) Eine befondere Angabe der Befchaffenheit jener gemifchten 
Function von x, die der Ausdrud zur Rechten vom Gleichheits- 


"zeichen in (D vorangehender Nr., beim Umfegen von x in ax+b, 


darbieten würde, wo a und b beliebige reelle Zahlenmwerthe vorftellen, 
erachten wir, nad) dem was dafelbft über die gemifchte Function f(x) 


mitgetheilt ward, als unnöthig; hingegen dürfte die Angabe einiger 


— 


Folgerungen der verſchiedenen Eigenthümlichkeiten der gemiſchten 
Function f(x) in Gleichung (ſ) nicht ganz ohne Intereſſe fein, mit 
deren Mittheilung wir dag durch die legten vier Ten. fortgezogene 
zufammengefeßte Problem befchließen wollen. 
Die Ite und Ate Eigenthümlichkeit der Function f(x) führen auf 
die Bleichheit: 


Sin.x = 4 (Sin.x + Cos.x) 


+ * Sin, x - Cos.x)(Sin.2x-+4Sin.6x+4Sin.10x-+4Sin.14x-+.. ) 


die mit der folgenden gleichbedeutend iſt: 

7 = Sin.2x 4 Sin.6x + ! Sın.10x 4 Sin.lax -.. .., 
für fämmtliche dafeldft feftgeftellten Werthe von x; läßt man nun 
bier x in 7 übergeben: fo ftelit ſich als eine der angekündigten Fol⸗ 
gerungen folgende Summationsgleichung heraus: 


7 — Sin.x + + Sın.3x -r 4 Sin.5x + 4 Sin 7x + ..., (g) 
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die fir ale MWerthe von x, fo zwifchen 2rz und (Zr 
zwifchen — (Ar+1)z und — (2r+2)z enthalten find, we r, m 
begriffen den Nullwerth, jede ganze und pofitive Zahl vorſtelt 

darf, als Gleichheit Beftand bat. 
Ganz in analoger Weife führen die 2te und 3te der Eigenthi: 
lichkeiten der Function f(x) in Gleichung (f) auf folgende Gleichbe: 
— £ — Sin.x + + Siu.3x + 4 Sin.5x + H+Sin 7x ..., 


die für alle Werthe von x Beftand hat, welche entweder inmerk:! 
der Grenzen (Ar+ 1) und (2r+2)x oder innerhalb — 2rx m 
— (2r+1)x enthalten find, wo r, wie im vorigen Falle, mitbegrine: 
den Nullwerth, aller ganzen und pofitiven Zahlenwerthe fähig il. 

Umfett man ferner in den fo eben aufgeftellten zwei Gleichheit: 


xin x — J, 
ſo bieten ſolche nach der Ordnung ihrer Folge die beiden folger 
den dar: 
— Z= Cos.x — 4 Cos.3x + 4 Cos.5x — 4 Cos. 71x F.. -., 6 
z == Cos.x — 4 Cos.3x + 4 Cos.5x — + Cos.7z = ..., ( 


erſtere findet für alle pofitiven oder negativen Werthe von x Stan 
die numerifch inner den Grenzen (Ar+1)Z und (Ar+3) zu fliegen 
fommen, leBtere für pofitive und negative Werthe von x, die mu: 
merifch innerhalb der Grenzen (Ar— 1) und (dr+-1)- Liegen, 
und in beiden Fällen ftellt r, mitbegriften den Nullwerth, jede game 
und pofitive Zahl vor. 

413. Nachdem wir die Möglichkeit der analytiſchen Darſtellung 
gemifchter Functionen an einigen befondern Fällen dargethan, unt 
binlänglich beleuchtet zu. haben vermeinen, wenden wir uns dem all 
gemeinen Problem zu: irgend eine gemifchte Function einer allge 
meinen Größe x analytifch auszudrücken. 

Es ftelle Fix) eine gemifchte Function von x, von folgender 
Befchaffenheit vor. 

Diefelbe fei, erftens, füralle Zwifhenwerthe zua 
und A von x mit irgend einer $unction von x, az), 
die wir eindeutig vorausfeßen oder auf eine folde 
(nah Nr. 131 des erſten Theiles) zurück gebracht ung 
denten, gleihbedeutend; zweitens, für alle Bwifchen- 


a 


. 
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werthe zu a’ und A’ von x flimme diefelbe mit einer 
andern, gleichfalls eindeutig gedachten, Function von 
x, o/(x), überein; für die zu a’ und A’ gehörenden 
Zwiſchenwerthe von x ſtimme hdiefelbe, drittens, mit 
der abermals eindeutigen Function von x, @’(x), über: 
ein u. f. w.; endlih und zuleßt biete diefe gemifchte 
Sunction für alle Zwiſchenwerthe zuam und Au vonx 
einerlei Refultate mit der eindeutig gedachten Func- 
tion vonx, g(x), dar, 

, Damit die verlangte gemifchte Function, die nach dem getroffenen 
Vebereintommen gleichfalld eine eindeutige Function in Bezug auf 
x fein wird, Teinerlei Unbeftimmtheit darbiete, ift unerläßlich, daß 
jedes Syſtem zufammenhängender Zmifchenmerthe von x, das inner 
zweien zufammengehörenden Grenzwerthen, wie. etwa al und 
A"), enthalten ift, fämmtliche- Zwifchenwerthe der übrigen Syſteme 
ausfchliefe. Diefes wird erreicht, wenn die äußerften Grenzen diefer 
Syſteme zufammengehörender Zwiſchenwerthe folgenden Bedingun- 
gen nachlommen: 


Am , a - Am), A-ador, at Az, Mar, sı. 


Ar, AN, A Ar 


jene diefer Bedingungsgleichungen, die das Zeichen + vechterhand 
haben, zeigen an, daß die Ausdrüde linkerhand der Gleichheits- 
zeichen pofitive Zahlenwerthe vorftellen; jene aber mit dem Doppel: 
zeichen # deuten an, je nachdem nämlich das obere + oder das 
untere O gilt, daß die betreffenden Ausdrücke linkerhand entweder 
angebbare pofitive Werthe vorftellen oder der Null gleich find. 

Diefes vorausgefchict hat man, nach den Nrn. 391 und 393 
des vorausgehenden Paragraphen, folgende Beitimmungsgleichung 
für die verlangte gemifchte Function F(x): 


4 
F(x) = * Ss ꝙ (x) Cos.«(x—x')dx’ da 


oA 
+ Ss f y'(z') Cos.«(x—x') dx’ de 
A a’ 


+ 
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4 —* V C ‘ dx’d 
+ Sr (x’) Cos.u(x—x') x’ da 
-)» 
4 re Ale) 
+ f S geiz’) Cos.n(x—x')dx’de. (A) 
0 am 


Diefe gemifchte Function F(x) enffpricht den am Eingange geitell- 
ten Anforderungen, und bietet überdieß noch folgende Eigenthüm- 
lichkeiten dar: 

1) Für x—=a flellt foldhe die Hälfte des Werthes der Yunction 
o(x), gleichfalls für x=a, dar, d.h. man hat: 

F(a) = 4g(a). 

2) Bei xA hängt der Werth derfelben von dem gegenfeitigen 
arithmetifchen Verhalten der beiden Zahlenwerthe von A und 
a’ ab; je nachdem man: 

a—A=+, oder a —A—0 
hat, erhält man aud): 
F(A)=+g(A), ode FA)=4g(A) Hr ypA). 

3) Bon demfelben gegenfeitigen arithmetifhen Verhalten der beiden 
Zahlenwerthe von A und a’ hängen auch die Werthe der ge- 
mifchyten Function F(x) ab, wenn in bderfelben x> A ange 
nommen wird; bei der Annahme: 

a:—A=+,_ 
ftelit folche für alle Werthe von x, die größer ald A und Flei- 
ner als a’ find, den Nullwerth dar, und hört fonad) für diefe 
Werthe von x eine Function von x darzuftellen auf; bei der 
zweiten Annahme hingegen, wenn man nämlich: 
a — A0 

bat, geht die gemiſchte Function F(x) aus dem Zuſtande der 
Function o(x) in den der Function @’(x) über, und verbleibt in 
demfelben bis in die Nähe des Werthes A’ von x. 

4) Dasfelbe gegenfeitige arithmetifche Verhalten der beiden Zah— 
lenwertbe von A und a’ influenziet gleichfalls noch auf den 
Werth der gemifchten Function für za’; je nachdem nämlich : 

a—Amz +, sera — A— 0 
ift, erhält man auch: 
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Fia)=4g'a), ode Fla)=4gla) + 40(4). 

5) Bei der Annahme z= A’ hat es mit der gemifchten $unction 
ein analoges Bewenden, wie bei der Annahme x=A in 2); 
je nachdem nämlich die eine oder die andere der folgenden zwei 
Gleichungen: | | 

a — A +, oder — A — 0 
Beſtand hat, hat man auch: 
F(A)=4g'A), ode FADC SCASOCGV SGCCCA). 
6) Mit dem Zuſtande der gemiſchten Function F(x) für Werthe 
von x, die größer als A’ find, bat es ein ähnliches Verhalten 
wie in 3). 

7) Wenn x=a’ wird, dann erfährt man das Verhalten der ge- 
mifchten Function aus 4), wenn dafelbft A und a’ refpective 
in A’ und a’ umgetaufcht werden. 

3), Wird endlich x= Alu) gefeht, fo erhält man: 

FA; — q (AGV). 
9) Kür Werthe von x, die größer als Aw und für ſolche, die 
Heiner als a find, ftellt Fix) feine Function von x vor, und 


nimmt für alle diefe Werthe von x den Nullwerth an. 
10) Unter der Vorausſetzung, fämmtliche Functionen: 


aX),.gX), PX, . ... ga (x) 


find inner den Grenzwerthen a und Alm von x continuirliche 
Funetionen von x, welche Borausfekung allen bisher gemach— 
ten Ausfagen über die gemifchte Function F(x) zu Grunde 
liegt, unter diefer Borausfeßung nun, kann die in Rede ftehende 
gemifchte Function nur noch endliche Discontinuitäten eingehen, 
und zwar einzig in den Momenten ihres Ueberganges aus dem 
einen Zuftande in den andern. So geht diefelbe bei x=a ine 
endliche Discontinuität ein, wenn, wie aus der Zufammenftel- 
lung der in 1) und 9) aufgeführten Eigenthümlichkeiten derfel> 
ben hervorgeht, la) einen von Null verfchiedenen Werth 
darbietet. Eben fo tritt, bei. der Annahme 2 — A=-+, für 
x=A eine Discontinuität ein, wenn nicht g(A)=0 ift, beim Gitatt- 
haben diefer ift aber noch das Eintreffen der Gleichung »’/(a)=0 
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unerläßlich, damit nicht in dem Diomente des Ueberganges !: 
gemifchten Function aus dem Zuftande der Function air 
den der Function g’(x) eine endliche Discontinwtät eintre: 
bei der Annahme !— A=0 oder A=a‘ fann nur dam'’- 
x=A oder a’ eine endliche Discontinuität umgangen wert- 
wenn man g(A)=g’/(A) bat. Ein gleihed Bewenden, r 
in dem eben betrachteten Falle, bat ed mit der gemifchten Fur. 
tion F(x) in dem Uebergangsmomente derfelben aus dem \: 
ftande der Function @’Cx) in den von g’(x), nämlich, beite 
Unnahbme x= A’; eben fo ift das Verhalten derfelben bei de 
Annahme z= A, oder in dem Momente ihres Uebermi:: 
aus dem Zuftande von @’‘Lx) in dem von 9’x) u. f. w. & 
(ich teitt, bei der Annahme x= Al) der letzte endliche Disc 
tinuitätszuftand der gemifchten Function F(x) ein, falls m: 
niht ge) (Am) = 0 Hat. 

418. Was die gemifchten Functionen zweier und mehrerer % 
viabeln betrifit, werden diefelben in ähnlicher Weife, wie die: 
mifchten Functionen einer Variabeln, in Nr. 405, erklärt; Lak: 
dürfte auch, nach den in den vorausgeſchickten Nrn. gemachten Ti: 
theilungen über die Darftelung gemifchter Yunctionen einer % 
riabeln, und mit Zuziehung deffen, fo im vorausgehenden Per: 
graphen über die Darftelung von Functionen zweier und mehren: 
Variabeln mitgetheilt ward, keine Schwierigkeit mehr zu gewärtigt 
fein, gemifchte Functionen zweier und mehrerer Variabeln gleichiu:: 
analytiſch darzuftellen. 

Zur Erläuterung und Unterftüßung diefer Ausfage legen wir ur: 
folgende gemifchte Function zweier Bariabeln zur analytifchen Ir 
ftelung vor. 

Es ſtelle F(x,y) eine Sunction von x und y vor, di 
mit.der Function: 

x? + y} 
für alle negativen Werthe von x und yübereinfkimme- 
für alle pofitinen Werthe von x und ydagegen foll dır 
felbe Function mit der folgenden: 

x3) + y 
übereinftimmende Refultate darbieten. 


° 
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Diefe Function Flx,y) wird eine gemifchte Yunction von x und 
y genannt, zu deren Darfielung wir fofort übergehen. 
Dia dem in Nr. 400 mitgetheilten Theoreme ftellt der Ausdruck: 


— | 89 + 39) Cos.alz - Cos.Ay —y) dx’ dy'dadp , 


der, "Buche Umſetzen von x’ in — x’ und von y’ in — y’ und 
mit Zujziehung der Gleichheit (7) Nr. 312, mit folgendem: 


* Ss ” S Ss (z’? + y’?) Cos.a(x+x')Cos.s(y-+y')dx’dy'dad3 (a) 


gleichbedeutend ift, die Function: | 
x? + y? (b) 
für alle negativen Werthe-von x und y, wie auch noch für x0 
und y=0 dar, indem die Function (b) für diefe letztern Werthe 
von x und y in Null übergeht; wird aber entweder x=0 ange- 
nommen mit Beibehaltung der negativen Werthe von y, oder wird, 
mit Beibehaltung der negativen Werthe von x, y=0 angenommen, 
fo fielt in dem einen wie in dem andern alle der Ausdruck in 
(a) nur die Hälfte der Function in (b) vor; derſelbe Ausdrud 
in (a) geht endlich jedesmal in Null über, wenn in demfelben eine 
der Variabeln x oder y oder auch beide zugleich pofitive Werthe 
vorftellen. 
Serner ftellt der Ausdruck: - 


* Eger + y'?) Cos.a(x — x')Cos.ö(y— y')dx'dy'dadd, (a’) 


die Function: 

x? + y (b') 
für fäntmtliche pofitiven Werthe von x und y fowohl, als auch noch 
für z=0 und y=0 dar; bei der Annahme x=0 aber, falle y 
eine pofitive Größe verbleibt, wie auch, wenn man y=O ımd x 
als pofitive Größe behandelt, ftellt der Ausdruck in (a’) nur die 
Hälfte der Function in (b‘) vor; derfelbe Integralausdrud in (a’) 
geht endlich in Null über, wenn die Variabeln x und y in dem- 
felben negative Werthe vorftellen. 

Diefes vorausgefeßt, ftellt folgende Gleichung die Löſung des 
ung geftellten Problems einer gemifchten Function von x und y vor: 
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z/er’ a.r ı+z Cos Xy4y’) dx’ dy' dead; 


-_ | x—er nr ı—ı Cs 3y—y’)dx’dy’dad: 


Yıa Tee mmıme F gebt endliche Discenn:: 
Ser ar — mise. er er Irma 19, für alle angebtsr 
eier Serte mm vw om zrenm, ha ter Amahme y==0, kı 
Zr x It zer muenuree zeelee Serth vorfellt. 


\ IL 


Zırte__ırz Yer Seriye FBegimmtrer Integralien n:: 
Ber Yı_zotımızmeirıte. wenn jolde als Junction: 
ler oz terte.rex vertsmmenten allgemeinen 
Szifer sieerebem werden. 


ga Tor am Fer er Iieconzmmetbole, wie wir fo 
m ot Aue mem ge Iowmertamy gebracht haben, gelır: 
en vr umher, see Gbernt durch analntifche Um: 
EXGyA ereem sur se Fıattcen, Nie entweder zur Kennt: 
ter Derte meer Icon er auf intereilante Melatior: 
uner dert: fer Im Serizzenden Paragraphen fol nun : 
jest werden, wie, wern exı bertinnmtes Sntegrale als Funen:: 
eıner in dem':.2en terfemmen!en cuxemeinen Größe angefehen ır 
nah $ I roriesenden Kericels in der Form eines zwei⸗ ober meh: 
jachen Integreis dergeſtent wird, durch NHerunterbringung biete 
mehrjachen Integrulien auf die möglichit kleinſte Anzahl noch au: 
jujübrenter Integratiensoperationen Relationen herbei geführt wer 
den, die entweder noch nicht ermittelte Sutegralien von andern be— 
reits befannten in Abhängigkeit feßen und daher erftere beſtimmen, 
oder, wenn tiefe auch unbekannt find, wenigftend Beziehungen unte 
Sntegralien verichietener Formen begründen, von denen bei Gele 
genheit Nutzen gezogen werden fann. 

416. Tas beftimmte Integrale: 


© „x 
2. Ss e dz, 
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as nur dann einen endlichen Werth darbieten kann, wenn x als 
‚ofitive Größe auftritt, fann auch als Function von x angefehen 

-ınd demnach nach dem in Nr. 391 begründeten Theorem für alle 
ı0ch angebbaren pofitinen Werthe von x dargeftellt werden. 

- Man bat nämlich nach der Gleichheit (VIE) an angeführtem Orte 

olgende: 


U} 1m 4 
dz = _—_ 
Se = 


ES. F 7* dz \ Cos.«(x—x')dx' de, | 
welche für alle pofitiven Werthe von x gleichfalls als Gleichheit 
Beſtand hat; hingegen geht der Ausdruck rechtechand in Null über, 
wenn in demfelben x als negative Zahlengröße auftritt. 

Da die Sntegrationsgrenzen nad) z, x und & zur Rechten vom 
.Sleichheitszeichen von diefen Variabeln unabhängig find, fo ift auch) 
die Ordnnungsfolge der Integrationsverrichtungen nach diefen dreien 

Variabeln willführlich; zeigen mir diefelben nach der Drdnung der 
DBariabeln x’, z, « an, fo hat man auch die Gleichheit: 


m „m 
nn —T2 


4 >) 
e d=— Cos.u(x—x')dx'dzde, 
Se 2 SIS ® 03s.0(x—x')dx'dzda 
.. in der die Sntegration nach x’ eine leicht vollziehbare if. Man 
- bat nämlidh: 
—_x'," o —x." on —x',” 
5 e Cos.a(x-x')dx’=Cos.oxf e Cos.nx’'dx'tSinzx| e Sin.ax'dx’; 
0 . 0 


- werden die Integrationen vechterhand nach den Gleichungen (53) in 
Mr. 159 des erften Theile vorgenommen, fo hat man: 








‘ & 
m 
— narı _ 2" Cos.ax + «Sin.ax 
e Cos.ax(x—x')dx' = — , 
12 4 22m 
0 —4 


welches Ergebniß in die vorige Gleichheit Veſetzt, dieſelbe in folgende 


umfeßt: 
[Ka 4sf « Sin. « Sin.ax + zu Cos.ax .axX dz. de. 
a? 4 zim 


Der Ausdruck zur Rechten in diefer Gleichheit geht, wie am 
Eingange erwähnt wurde, in Null über, wenn x einen negativ reel- 
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zu Zmimmm- ammmmme- üshgfel beficht zugleich mit der eben: 
ze uk be Gürchbe : 


2} — Snaz + ze Cos.ax 
JE 


a! 58 dz da, 


zeunruls Sr Vmemekiiehe yezinen Werthe von x; durch Mi 
se Turk Eubrıten Neier zwei Gleichheiten endlich ergeben ‘: 
te Jees krumm - 


f u 3 f _T _ Cos.ax dz de 
. f a! + 8 ar ca ’ 
7. 


“m = = 
Self nen. 
° ee 
Tue ebeniciı uw jur peurıne Wertbe von x Beſtand haben. 
Sa turn Gileichbeiten mt ferner die Integrationen ned: 
rebeerhint der Gleichheitszeichen, feucht vollziehbar — denn man b: 


and _ 2f zudz 
A — * 122 











dz 
== a? ef +. ’ 
() 


daher bat man vermöge der Gleichung (13) Nr. 141: | 





_zadz _ Vo 
a3 23m ’ 
o +2 o " 2mCos. —— 
f da __ ya x . | 
2 u 7 5 
.. u 2mSin.—— Ä 


2m 
fonach gehen die obigen Gleichheiten über in: | 


a . Sntegralrehnung. VIIL 446, 88098 





f Fan da 4 . Cos.z0 da 
m Cos. 7, 0 Yamı 


f Fall dz — 1 . Sin.za de . 
-. 0 mn Sin. — 0 





7 Das beftimmte Integrale interhant der Gleichheitszeichen haben 
ir im erſten Theile durch das Euler'ſche Integrale, oder durch die 
unction mit dem Zeichen Z' dargeftellt; folglich erſcheinen die be- 

::immmten Sntegralien vechterhand gleichfalls beftimmt, und wir ha- 
en, da man nad) Gleichung (35) Nr. 216 für alle pofitiven Wer⸗ 
ye von x: 


” m 4 
f e d= — T (=) 
._ 3  myx “ 


-„Jat, folgende zwei Sntegralbeftimmungen: 


—* . 1 
f Cosx k- I () 
0 





Cos, ’ 
Vai va Zın 
*0 Si 1(5) 
in.ax 
— d&= _—— Sin. m: 
o Yım-ı ya 


welche für alle pofitiven Werthe von a und, vermöge der oben zu 
gezogenen Gleichung (13), für jene pofitiven Werthe von m be- 
ftehen, die größer als die Einheit find, welche aber auch noch für 
m==1 als beftehend erfannt werden. 

Aus diefen zwei Bleichheiten wollen wir nun mittelft der folgen- 
den Betrachtungen zwei viel allgemeinere Sntegralbeftimmungen 
ziehen. 


Läßt man in denfelben vorerſt m in — übergehen, fo erhält man: 


f x” Oos.ax.dx = A Cos. z j 
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f x” Sin.ax dx = 7m) Sin R 





am 
0 

die, wie aus deren Deduction hervorgeht, nur für jene pofitice 
Werthe von m Beftand haben, mwelche die Einheit nicht übertrefen. 
allein, wenn der Umftand zugezogen wird, daß diefelben auch in Be: 
zug auf a, für-alle pofitiven Werthe derfelben, ald Gleichheiten te 
fiehen, fo find mir die allgemeine Gültigkeit diefer Integralbeftim 
mungen für jedmweden pofitiven Werth von m nachzumeifen ir 
Stande. 

Differenzirt man nämlich diefe Gleichheiten n mal hintereinar 
der in Bezug auf a, berücdfichtiget hiebei folgende Gleichheiten: 








Cos.Sin rtue Cos t SD, ä 
27 2 .2 2 

Sin. —E Cos mtr Sin En NE 
fü gelangt man auf: 

“ Cos ntn, 
f mte-1 Oos.axdx =m(m-+1)(n-+?)... (m#+n—1) m 

amta | 
o 
F Sin a, 


f ꝓmtui gin. ax dx=m{m+1)(m+2)... (m+n—1) a er ee 
0 | 
zieht man nun die die Function Z' befchlagende Relation (z) vw 

Nr. 220 des erften Theiles in Betracht, fo gehen diefe Bleichheiter 

in folgende über: 





(: min Cos. ax dx — T(m-+n) Cos ‚mtn)z 
auıtn 2 
Ä . 
f zmtn-1 Sin.axdx = urn) Sin ‚en, - 
0 
und da n jedwede ganze und pofitive Zahl, mitbegriffen Null, 
vorftellen kann, fo ftelt m+n mas immer für einen pofitinen Zah 


lenwerth vor, welcher durch m vorgeftellt und in diefe eben gewon— 
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nenen @leichheiten eingeführt, diefe dann die Richtigkeit unferer 


vorigen Behauptung darthun. Es beftehen diefem nach folgende 
zwei Sntegralbefiimmungen: 


f x“! Cos.bx dx = Con. pa | 


0 


eo (1) 
f x Sin.bx dx — NM Sin, 7, 
h’ 2 
o 
für ſämmtliche poſitiven Werthe von a und b. Ueberdieß entneh⸗ 


men wir hieraus, daß die in Nr. 216 des erſten Theiles aufgeſtellte 
Integralbeſtimmung (33) dann noch Beſtand hat, wenn der allge- 


‚ meinen Zahlengröße m dafelbft auch die imaginäre Einheit zu Grunde 


Ye» 


gelegt wird. 


Aus diefen Sntegralbefiimmungen in (1) theilen wir hier noch 
nach der „AUbleitungsmethode” einige Folgerungen mit. 

Läßt man in denfelben die. Sntegrationsvariable x in x° über: 
geben, fo verbleiben die Integrationsgrenzen diefelben, falls man 
nämlich ce als pofitive Größe erklärt; gehen wir nun von Ddiefer 


Annahme aus und umfeßen überdieß noch ac in a, alſo a in —: 


fo ſtellen fi) auch folgende zwei Sntegralbeflimmungen heraus: 





f " x"! Cos.(hx° )dx — r(e) 


ar 
Dr Cos. 2%e y 
0 cyh 
(2) 
f x"! Sin.(bx")dx = _\C/ Sin. 7 ; 
6 2e 
o ey‘ 


die für alle pofitiven MWerthe von a, b, c als Gleichheiten be- 
ftehen. j | 
Eben fo gewinnt man ducch fucceffives Differenziven der Gleich» 
beiten in (1) nach der allgemeinen, jedoch pofitiven Größe a manche 
beachtenswerthe Sntegralbefiimmung. Go bietet das Ergebniß einer 
erften Differenziation die folgenden dar: 
Rande, Diff. u. Int. Rechnung. I. 26° 
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o Tı(a)Cos. I -I(a) [Cos. T1og.b+-3Sin.'] 


f x"!Cos.bxlog.xdx= rm i 





0 





. -  Tata)Sin. - IXa) [Sin.Zlog.b -7Cos. 2] | 
f x"!Sin.bxlog.xdı= ö— —— — 


⸗ 
o 





die, wie die Gleichheiten in (1), für alle poſitiven Werthe von a | 
und b Beftand haben. Durch fortgefeßtes Differenziven diefer Gleid: 
beiten nach a ift man auch die beftimmten Integralien: 


f “21 Cos.bx (log.x)" dx, £ x"! Sin.bx (log.x)”dx , 
0 


für jedes ganze und pofitive m herzuftellen in ber Lage. 
417. Das beftimmte Integrale: 


f Sin.az ed... 
zZ 
) 


das nur für pofitive Werthe von x, wie auch noch für einen u 
endlich Heinwerdenden Werth diefer Größe eine endliche Größe dar: 
ftelit, Lönnen wir im Bereiche diefer Werthe von x, als Functier 
von x anfehen und nad) dem Theoreme in Nr. 391, wie folgt, 
darftellen: 


f Sin.az lm 4 f 
zZ 1 
0 0 


oder auch wie folgt: 


f Sins? ui f et Cos.a(x—x') Sinn dx’dzde. 
0 000 


Der Ausdrud zur Rechten ift nach dem citirten Theoreme der Re 
präfentant des zur Linken für fämmtliche noch angebbaren und pof- 
tiven Werthe von x, für einen unendlich Heinwerdenden Werth von 
von x fiellt erflerer bloß die Hälfte des lektern dar, für negatit 
angebbare Werthe von x endlich gebt erfierer. jedesmal in Null 
"ber; fihließen wir den unendlich Heinwerdenden Werth von x von 


( f a dz ) Cos.a(x-x')dx’da, 
0 


| 
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jeder Betrachtnahme aus und integriren rechterhand nach x’ inner 
den angezeigten Grenzen: fo ergeben fich, beachtend die @leichung 
(5) Nr. 388, folgende zwei Gleichheiten: 


Arctang. > a_i Ss f z2Cos. Con am raSin.on .ax Sinn az dıde, 


— 779 Ts q? 


4 -4f Seezger 2Cos.oax—oSin.ax Sin.az 
— .—— dzde, 
1 1 2 


aus denen die folgenden gezogen werden: 


Cos.axSin.az oa 
fs in — —⸗— dz. da = # Arctang. 2. | 
(4) 


up 7 


f fa Sın. «xzSin.az bad 42 da=73 7 Arctang. — A 


die für alle angebbaren poſitiven Werthe von x und für ſämmtliche 
reellen Werthe von a Beſtand haben. 

Aus der erſteren dieſer Gleichheiten läßt ſich noch ein intereffan- 
ter Zuſammenhang zweier einfachen beſtimmten Integralien, in fol- 
gender Weiſe, ableiten. 

Vorerſt ſtellen wir dieſelbe, wie folgt: 


f ( "Sin, —_ dz ) Cos.xa da — 7 Arctang. 2, 
0% 


ar 273 


“| 


die, durch Vertauſchung von « mit x, in folgende: 


“ Si 
S (f Sr dz ) Cos.ax dx.= 5 Arctang. 
0 d 


übergeht, und für alle angebbaren poſitiven Werthe von « Veſtand 
hat; ferner ſtellt der innerhalb der Parentheſen linkerhand vom 
Gleichheitszeichen enthaltene Ausdruck für ſammtliche poſitiven oder 


| Negativen MWerthe von x eine continuirliche Sunetion diefer Größe 
vor: daher zieht man aus bderfelben mit Zuziehung des Ausgangs 
‚der Nr. 388 begründeten Theorems folgende Gleichheit: 


° 
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Fans f TTasrr 2) Cos.x(x+x') Cos.#(y+y’) dx’ dy’ dad, 


0°0°0 0 


+ ISIS (&+y")Cos.a(x—x’) Cos.s(y—y')dx'dy’dad3. 
000 ! 


am 


0 


Auch diefe gemifchte Function F(x,y) geht endliche Discontinui- 
fäten ein — erftens, bei der Annahme x<=0, für alle angebbaren 
teellen Werthe von y und zweitens, bei der Annahme y=0, wenn 
dann x irgend einen angebbaren reellen Werth vorftellt. 


$. III. 


Darftellung der Werthe b.eftimmter ISntegralien nad 
der Ableitungsmethode, wenn folhe als Functionen 
der in denfelben vorfommenden allgemeinen 
Größen angefehen werden. 


415. Nach dem Geifte der Ableitungsmethode, wie wir folce 
im erften Bande mehrfach zur Anwendung gebracht haben, gelangt 
man bei Zugrundelegung einer Gleichheit durch analytifhe Umfer: 
mungen derfelben auf neue Bleichheiten, die entweder zur Kenntnit 
der Werthe nener Sntegralien oder auf intereffante Relationen 
unter denfelben führen. Im vorliegenden Paragraphen fol nun ge: 
zeigt werden, wie, wenn ein beftimmtes Sntegrale als Functen 
einer in demfelben vorkommenden allgemeinen Größe angefehen un? 
nach $. I vorliegenden Kapitels in der Form eines zwei⸗ oder mehr. 
fahen Integrals dargeftellt wird, durch Herunterhringung Liefer 
. mehrfachen Sntegralien auf die möglichft kleinſte Anzahl noch au: 
zuführender Sntegrationsoperationen: Relationen herbei geführt wer: 
den, die entweder noch nicht ermittelte Integralien von andern be 
reits befannten in Abhängigkeit feßen und daher erftere beftimmen. 
oder, wenn diefe auch unbefannt find, mwenigftens Beziehungen unter 
Sntegralien verfchiedener Formen begründen, von denen bei Gele 
genheit Nutzen gezogen werden kann. 

416. Das beftimmte Integrale: 


” © „x?! 
n. S e dz, 
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das nur dann einen endlichen Werth darbieten kann, wenn x als 
pofitive Größe auftritt, fann auch als Function von x angefehen 
und demnad) nach dem in Nr. 391 begründeten Theorem für alle 
noch angebbaren pofitinen Werthe von x dargeftellt werden. 

Man hat nämlich nach der Gleichheit (VII) an angeführtem Orte 
folgende: 


—_x'," 


fe * =_ff. F e42 | Cos.niz-e)dr da, 
n "0 


welche für alle pofitiven Werthe von x gleichfalß als Gleichheit 
Beſtand hat; hingegen geht der Ausdruck rechterhand in Null über, 
wenn in demfelben x als negative Zahlengröße auftritt. 

Da die Integrationsgrenzen nad) z, x und a zur Rechten vom 
Bleichheitszeichen von diefen Variabeln unabhängig find, fo ift auch 
die Drdnungsfolge der SIntegrationsverrichtungen nad) diefen dreien 
Variabeln willkührlich; zeigen mir diefelben nach der Ordnung der 
Bariabeln x’, z, « an, fo hat man audy die Bleichheit: 


m ” ‚„m 


f .e 424577 e Cos.a(z—x')dx’dzd«, 
a *9°0*0 | 


in der die Integration nach x’ eine leicht vollziehbare if. Man 
bat nämlidh: 


—x' „nn —ı,7 


J e Cos.a(z-x')dx'=Cos.axf” 7 Cos. xxRldx-Sinxx —E Sin.ax'dx’; 
0 0 


werden die Integrationen rechterhand nach den Gleichungen (53) in 
Nr. 159 des erften Theiles vorgenommen, fo bat man: 





’ 


‘ © 
m 
— narı _ 2” Cos.ax + aSin.ax 
e Cos.a(x—x') dx' = — —- 
12 + zöm 
0 


welches Ergebniß in die vorige Gleichheit "gefekt, dieſelbe in folgende 


umfeßt: 
[a [5 « Sin, « Sin.ax + ze Conax .aX dz. du. 
2 + zIm 


Der Ausdrud zur Rechten in diefer Gleichheit geht, wie am 
Eingange erwähnt wurde, in Null über, wenn x einen negativ reel- 
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len Zahlenwerth annimmt; folglich befteht zugleich mit der eben auf- 
gefteliten auch folgende Gleichheit: 

0 2 f gr Sin.ax + zu Cos.ax dzde, 


a? + z’m 
00 


gleichfalls für fämmtliche poſitiven Werthe von x; durdy Addition 
wie durch Subtraktion diefer zwei Bleichheiten endlich ergeben ſich 


die beiden folgenden: 


Far 2 zn C d d 
— 7 zn Sax dr da, 
0 0 
Tai f f _— — Sin.ox dı da 
x 08 -+ z2m j ’ 
0 0-0 


die ebenfalls nur für pofitive Werthe von x Beſtand haben. 
Sn diefen Gleichheiten find ferner die Integrationen mach z, 


rechterhand der Bleichheitszeichen, Teicht vollziehbar — denn man bat: 


und 


fonach gehen die obigen Bleichheiten über in: 
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f — 1 Cos.za da 
- C Az 3939 

0 m 08. m 0° YVom-ı 

f ea — 1 Sin.xa da . 


Si A 
ın in· Q 0 Vm 


Das beſtimmte Integrale linkerhand der Gleichheitszeichen haben 
wir im erſten Theile durch das Euler'ſche Integrale, oder durch die 
Function mit dem Zeichen Z’ dargeftellt; folglich erſcheinen die be- 
ftimmten Integralien rechterhand gleichfalls beftimmt, und wir ha⸗ 
ben, da man nach Gleichung (35) Nr. 216 für alle pofitiven Wer⸗ 
the von x: 


” zn t 
f e d= = (=) 
3 mVx 


| bat, folgende zwei Sntegralbeftimmungen : 


o fi 
Cos.ax dx 1 () 








Cos, 7 » 
0 Van vi a 
- ( 1 
Sin.ax d — 7 =) er 
m x= — Sin. m’ 
o Vam- ya 


welche für alle pofitiven Werthe von a und, vermöge der oben zu⸗ 
gezogenen Gleichung (13), für jene pofitiven Werthe von m bes 
ftehen, die größer als die Einheit find, welche aber auch noch für 
m=1 als beftehend erkannt werden. 

Aus diefen zwei Gleichheiten wollen wie nun mittelft der folgen- 
den Betrachtungen zwei viel allgemeinere Sntegralbeftimmungen 
ziehen. 


Läßt man in denfelben vorerft m in — übergeben, fo erhält man: 


f x” Cos.ax.dz = an Cos. ar 
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f x"! Sin.ax dx = Am) Sin. * 
am 2 
0 

die, wie aus deren Deduction hervorgeht, nur für jene poftir 
Werthe von m Beftand haben, welche die Einheit nicht übertreier: 
allein, wenn der Umftand zugezogen wird, daß diefelben auch in de 
zug auf a, für-alle poſitiven Werthe derfelben, ald Gleichheiten ke 
ftehen, fo find wir die allgemeine Gültigkeit diefer Integralbeſtin— 
mungen für jedmeden pofitiven Werth von m nachzumeifen im 
Stande. 

Differenzirt man nämlich diefe Gleichheiten n mal hintereinan 
‚me in Bezug auf a, berückſichtiget hiebei folgende Gleichheiten: 


9 
Co En sin nF __ Co ER Si Go REM ſa 
Sin. == - Co: mr - Sin Deo, (mie, mia, 
fo gelangt man auf: | 

> Cos wu 
f zmto-l Cos. ax dx —mim ) I2)... (m+n—1) n— 

o 

= Sin mia, 

f zute-igin.ax dx=m({m+4)(m+2)... (m-+-n—1) Pin); 


0 

zieht man nun die die Function Z' befchlagende Relation (7) in 
Nr. 220 des erften Zheiles in Betracht, ſo gehen dieſe Gleichheiten 
in folgende über: 


f guint Cos. ax dx = REN Cos. meer , 


gaaıtn 
0 
x 


f mini Sin. ax dx = een) Sin. men), _ 


amt 


u 


0 
und da n jedwede ganze und pofitive Zahl, mitbegriffen Null, 
porftellen kann, fo ftellt m+n mag immter für einen pofitiven Zah 
lenwerth vor, weldher durch m vorgeftellt und in diefe eben gewon- 
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nenen Gleichheiten eingeführt, diefe dann die Nichtigkeit unferer 
vorigen Behauptung darthun. Es beftehen diefem nach folgende 
zwei Sntegralbeftimmungen: 


f x"! Cos.bx dx — a) Co⸗ ar 


h? ’ 2» 
0 
0 (4) 
f x"! Sin.bx dx — Ta) Sin. U , 
h" 2 


für fämmtliche pofitiven Werthe von a und b. Weberdieß entneh⸗ 
men wir hieraus, daß die in Nr. 216 des erften Theiles aufgeftellte 
Sntegralbeftiimmung (33) dann noch Beftand hat, wenn der alige- 
meinen Zahlengröße m dafelbft auch die imaginäre Einheit zu Grunde 
gelegt wird. 

Aus diefen Sntegralbeftimmungen in (1) theilen wir bier noch 
nach der „Ableitungsmethode” einige Folgerungen mit. 

Läßt man in denfelben die. Sntegrationsvariable x in x° über: 
gehen, fo verbleiben die SIntegrationsgrenzen diefelben, falls man 
nämlich e als pofitive Größe erklärt; gehen wir nun von diefer 


_ Annahme aus und umfeken überdieß noc) ac in a, alfo a in —: 


fo ftellen fi) auch folgende zwei Sntegralbeftimmungen heraus: 








a 
- rec} 
f x! Cos.(bx° )dx = - °/ Co —*F 
e ce h" 
' v (2) 
Ä IE 
f x’! Sin.(bx")dx = - °/_ Sin. Fr , 
0 cyYh’ 


die für alle pofitiven Werthe von a, b, c als Gleichheiten be- 
ftehen. 

Eben fo gewinnt man ducch fucceffives Differenziven der Bleich- 
beiten in (8) nach der allgemeinen, jedoch pofitiven Größe a manche 
beachtengwerthe SIntegralbeftimmung. So bietet das Ergebniß einer 
erſten Differenziation die folgenden dar: 

Raabe, Diff. u. Int. Rechnung. TI. 26° 
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» —RR > -IXe) [Cos. Z10g. b+2Sin. 7] 
f: x"1Cos.bxlog.xdx== m ; | 
(3) 
“ Ty(a)Sin.“ 3” ”-Ie) (Sin. —1og. b-%3Cos. = 
f: x"1Sin.bxlog.xdx= m ; 
% 


die, wie die.Gleichheiten in (1), für alle pofitiven Werthe von a 
und b Beftand haben. Durch fortgefegtes Differenziven diefer Blei: 
beiten nach a ift man auch die beftimmten Integralien : 


f “x1 Cas.bx (log.x)" dx , x Sin.bx (log.x)”’dx , 
() 0 


für jedes ganze und pofitive n herzuftellen in der Lage. 
417. Das beftimmte Sntegrale: 


f Sin.az ed, 
2 
0 


das nur für pofitive Werthe von x, wie auch noch für einen m- 
endlich Meinwerdenden Werth diefer Größe eine endlihe Größe dar: 
ftellt, können wie im Bereiche diefer Werthe von x, als Yunctiom 
von x anfehen und nach dem Theoreme in Nr. 391, wie folgt, 
darftellen: 


fe Sin.az ng l if J —* — — dz ) Cos.nts-xYär'ds, 


0 


oder auch wie folgt: 


f um e"d = (ff em” Cos.a (x—x‘) Su dx’ dz da. 
0 000 


Der Ausdrud zur Rechten ift nach dem citirten Theoreme der Re 
präfentant des zur Linken für ſämmtliche noch angebbaren und pofi- 
tiven Werthe von x, für einen unendlich kleinwerdenden Werth von 
von x fiellt erfierer bloß die Hälfte des lektern dar, für negativ 
angebbare Werthe von x endlich geht erfterer. jedesmal in Null 
über; ſchließen wir den unendlich Heinwerdenden Werth von x ven 
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jeder Betrachtnahme aus und integriven vechterhand nach x’ inner 
den angezeigten Grenzen: fo ergeben fich, beachtend die Gleichung 
(5) Nr. 388, folgende zwei Gleichheiten: 


Arctang. 2 = 2C0s. ax-+aSin. ax Sin.az dx de, i 


öA 2 


4 7Cos. axz—oSin.ax Sin.az 
7 en — dz da ] 
0.0 


2 77 Zus 2 


aus denen die folgenden gezogen werden: 


Cos. xSin. az | n 

fs — AA dz.da=% Arctang. = 
(4) 

f J. Sın. axSin.az - dde = Arctang. 2 a 


J 


die für alle angebbaren pofitinen Werthe von x und für fämmtliche 


- reellen Werthe von a Beftand haben. 


= —t 


Aus der erfteren diefer Gleichheiten läßt fich noch ein intereſſan⸗ 


ter Zuſammenhang zweier einfachen beſtimmten Integralien, in fol⸗ 


gender Weiſe, ableiten. 
Vorerſt ſtellen wir dieſelbe, wie folgt: 


f ( "Sin, _dz ) Cos.xada ⸗ 3 Aretant. 2 
— 


—— 


die, durch Vertauſchung von « mit x, in folgende: 


“ Sin.az a 
f (Ser — dz ) Cos. æ dx = 5J Arctang. 7 
0 0 


übergeht, und für alle angebbaren pofitinen Werthe von « Veftand 
bat; ferner ftelt der innerhalb der Parenthefen linkerhand vom 


Bleichheitszeichen enthaltene Ausdrud für ſammtliche poſitiven oder 
negativen Werthe von x eine continuirliche Function dieſer Größe 
‚ vor: daher zieht man aus derfelben mit Zuziehung des Ausgangs 
| der Nr. 388 begründeten Theorems folgende Gleichheit: 
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f Arctang. — — Cos. axdx = fi Sin,az 


— 





in der nothwendig & vor Null verſchieden gedacht fein muß. Halten 
wir nun diefe Vorausfegung feft und erfegen im Ausdrude jr 


Linken 


Arctang. — durch ;- Arctang. Er , 


berückfichtigen den Umftand, daß dann 
F Cos.ax dx = 0 


ift; fo gelangen wir auf die Gleichheit: 


J Aretang. — Cos. x dx = — f Sin.az dz, 
() 


0 


aus der, wenn zuerft 


und hierauf dann 
„in az 
vertaufcht wird, die folgende gezogen wird: 


“. * Sin.- 5? 
f Arctang.bx Cos. ax dx = — Js —dz. 


u 
0 


Diefe Gleichung drückt dad beftimmte Integrale Iinferhand durch 
ein im erften Theile, in Mr. 204, bereits ermittelte beftimmte In 
tegrale aus, und kann auch als complientäre zur Gleichung (80) 


Nr. 170 desfelden Theiles angefehen werden. Auf diefelbe Glei- 
chung (5) gelangt man übrigens auch, wenn der eine oder ber an 
dere beftimmte Integralausdruck derfelben nach der fogenannten 


theilmeifen Integration behandelt und dabei die Grenzgleichungen: 


Lim: Sin.ax = 0, Lim: Cos.ax = 0, 
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‚wo « nicht unendlich kleinwerdend, x aber unendlich großmwerdend 
ift, berückſichtiget wird.*) 


®) Die Grenzgleihungen: 
Lim: Sin.x = 0 nnd Lim: Cos.x = 0, 


die in dem erfien Theile öfters zur Anwendung gebracht worden find, haben 
den größten Widerſpruch von mancher beachtenswerthen Seite erfahren. In⸗ 
dem wir von umnferee Seite allerdings zugeben, daß die in Ne. 151 mitge⸗ 
tHeilte Begründung dieſer Grenzgleichungen nicht feei von jedem Ginmwurfe 
daſteht; von unſern gecheten Gegnern aber gleichwohl die Anerfennung ge: 
wärtigen, daß die mittelft dieſer Grenzgleichungen von uns gewonnenen durche 
aus richtigen Ergebniffe mit allee mathemathifchen Strenge und ohne irgend 
eine fremdartige Zugabe Öurdygeführt worden find: fo ergreifen wie den ges 
genwärtigen Anlaß, befagte Grenzgleichungen in vorliegender Anmerkung, 
einer abermaligen Begründung zu unterziehen. — Nach dem in Pr. 115 des 
erften Theiles vorgeführten Satze find wir folgende Ausſage zu machen berech⸗ 
tiget. „Wenn eine eindeutige Function von x, beim unbeſtimmten unendlichen 
„Wachſen von x die Cigenfchaft der Continuität beibehält, d. h. weder eines 
„unendlich großiwerdenden Werthes fähig ift, noch bei unendlich kleinwerdenden 
„Aenderungen von x endliche oder gar unendlich großiwerdende Aenderungen 
„erfährt; fo iſt befagte Function bei jeder Berfligung über den unendlich großs 
„iverdenden Werth von x eines einzigen und völlig beftimmten Werthes fähig.” 
Da nun die Function eri -- Cos.x + iSin.x (wo i = y-1 ifl) ſämmt⸗ 
lihen Anforderungen diefer Ausfage nachkommt, fo find wir zur Folgerung 
berechtiget, daß die Functionen Cos.x und Sin.x, bei einem unbeflimmten 
unendlichen Wachten von x, jede nur eines einzigen und völlig bes 
ſtimmten Werthes fähig if. — Diefed zugegeben, fällt uns nicht mehr 
ſchwer, die Nu für diefen einzigen Werth feftzufiellen. Wäre nämlich diefer 
einzige Werth, deffen Cos.x 3. 3. fähig if, von Null verſchieden, alfo 
angebbar oder endlih und mit einem beftimmten Vorzeichen verfehen; dann 
würde, nad dem in Nr. 116 des erſten Theiles begründeten Sage, auch ein 
endlicher Werth für x eriftiren, den wir, wie im citieten Satze geſchah, duch 
r darfiellen wollen, für welchen und für alle noch größern bis in's Unendliche 
wachfenden Werthe von x die Function Cos.x einerlei Vorzeichen beibehielt; 
für eine ununterbrochene und unbeſtimmte Reihe endlicher Werthe von x 
ift dieſes mit den allgemein befannten Gigenfchaften der Function Cos.x 
durchaus im Widerfpruche — daher find wir zur einzigen noch möglichen Ans 
nahme Lim: Cos.x — 0 bemüßiget, weldyes zu zeigen wir uns vorgefekt. 
Ganz in ähnlicher Weife wird auch Lim: Sin.x = 0 nachgewieſen und da- 
her die Grenzgleihung Lim: ei — O, wo das Grenzzeichen auf das unbe: 
flimmte unendlihe Wachfen von x Bezug bat, gerechtfertiget. 
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418. Segen wir uns ferner das beftimmte Sniegrale: 


_y, dz 
f e x“ __, - 
⸗ Z 


welches wie im erften Theile (Sntegralrechnung IV, Nr. 201, Glei- 
hung 17) bereits ermittelt haben, zur Umformung nach dem in 
Tr. 391 begründeten Theoreme vor. j 

Da in diefem beftimmten Integrale, damit dasfelbe einen ent: 
lichen Werth zulaffe, die allgemeine Größe x nothwendig einen po 
fitiven Werth vorftellt, fo bietet befagtes Theorem folgende Gleichheit 


S- e=tff(f. ud ) na (22) dx’ de 


für alle irgendwie noch angebbaren pofitiven Werthe von x dur; 
behandelt man diefe, wie die analogen in den beiden vorausgehenden 
Nrn., fo ergiebt ſich für dieſelben Werthe von x auch folgende: 


J. x “= gs zCos.ox+aSin.ex dz 
—_ o—_ — i de 
a@’+z — 
1 

Wird rechterhand vom Gleichheitszeichen 
1 
2 durch 7 

erſetzt, ſo hat man auch die Gleichheit: 


— d Cos.0x+az Sin.ax 
J. T —— a dz de, 
4 


für alle angebbaren pofitiden Werthe von x; und da nad) demfelben 
allgemeinen Theoreme in Pr. 391 der Ausdrud rechterhand in 
Null übergeht, wenn in demſelben für x irgend ein angebbarer 
negativer Werth geſetzt wird, ſo beſteht auch die Gleichheit: 


= ——— .ax—az Sin.ax dz d 
4-ra2z? 20a; 


gleichfalls für alle angebbar poſitiven Werthe von x. 
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erden nun dieſe zwei Gleichheiten, die file diefelben XBerthe 
von x beftehen, zu einander addirt und von einander -fubtrahirt, 
fo erhält man: 


“ 1 “ 
Cos.ax _ n dz 
SS I+0328 wüa=j[e 2’ 
00 1 
u) 1 eo 
azSin.az 7 nn dz 
Sfr eurer 
o 0 1 


werden zur Linken der Gleichheitszeichen die Integrationen nach z 
vollzogen, fo hat man auch, wegen: 


= 








4 


1 

dz 4 zdz 4 

— — 2— — — —— ⸗ 

f — *87 Arcetang.e md | ro — 28 log.(1+0P), 
() 0 


folgende zwei Gleichheiten: 
f Cos.xa Arctang.« zu 23 f ei * 
0 ‚ 


1 
1 Sin.xa log.(t-ras) SE =n S ee” en ; 
für alle angebbar pofitinen Werthe von x. 
Bertaufcht man hier: 
x in a, a in bx und hierauf a in —, 


fo gehen folgende zwei Integralbeſtimmungen hervor: 


f Arctang.bx Cos.ax · =$ f er , 
0 a 
j _ (6) 
f log.(4+b3x9)Sin.ax X =n f J 
0 2 


indem das beftimmte Integrale zur Rechten der Bleichheitszeichen, 
wie am Eingange bemerkt wurde, im erften Bande in Nr. 201 be- 
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reits ermittelt worden ift. Es beftehen jedoch diefe Gleichheiten nur 
für angebbare poſitive Werthe von a und b. 
419. Aus den eben gewonnenen Bleichheiten in (6) laſſen fi), 
da die Functionen: 
Arctang.bx und log. (1-+b?x®) 
x x 
für alle Werthe von x=0 bi8 x co continuirlich verbleiben, zwei 
nicht unintereffante beftimnfte Integralien ermitteln, die wir hier 
noch mittheilen wollen. 
Man fege in diefelben ftatt a der Reihe nach die Zahlenwerthe: 
41,5, 9, 413, 17, 21, 3, 
fo bieten die Summen der entfprechenden unter denfelben die zwei 
folgenden bar; 


= 
f Arctang.bx 


x (Cos.x + Cos.5x -+ Cos.9x + Cos.13x + .. .) = 
y 5 22 _33: 
=: (® Brebrebre Fr.) | 
“ 2 
f ur =?) (Sin.x + Sin.5x + Sin.9x + Sin. 13x +...) x— 
0 
y 5z _% 231 
= (ei b+ehretb-etr.,. )#: 


“ 4 
in -diefelben Gleichheiten (6) fee man ferner fatt a der Reihe nach 
die Zahlenwerthe: 
3, 7,11, 45, 49, 23, 27, . 
und addire die Ergebniffe in ähnlicher Weiſe wie bei der vorherge- 


benden Annahme über a, fo werden folgende zwei Bleichheiten er- 
halten: 


, 


f zremngor (Cos.3x -+ Cos.7x + Cos.11x -+ Cos.15x + ...)dx — 
o 


_11z _ 152 dz 
=#% F Dre re” Dre 5b +, —⸗ 
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, 2x2 | 
f ——— (Sin.3x Sin. Tx + Sin.iix + Sin. 15x +...)dx= 
. Ä 
9 32 71 11z _35: 
= (leise dee Bı+e b+. .)&; 


wird nun die erfte diefer zur erften der vorhergehenden zwei Gleich» 
— heiten addirt, die zweite diefer hingegen von der zweiten der obigen 


fubtrahirt: fo gewinnen wir, wenn überdieß nach b in * umgeſetzt 
wird, folgende zwei Gleichheiten: 


Arctang.— 
f — (C05.x+ Cos.3x + Cos.5x-+...-+ Cos.(2k—1)x)dx= 


x 


«© 
| | _ dz 
> ⸗ 3 ft bzlo-3bz . 0—Shı. + m) , 


z 
1 
el) | 
f z (Sin.x-Sin.3x+Sin.5x—...+(-1)"!Sin.(2k-1)z)dx = 
0 


+ = 7 f (e>- eh eb, eu = , 
Z 
1 
oder auch, wenn die inner den Klammern befindlichen Ausdrücke 
fummirt werden, folgende: 


Arctang. —— _ Shkz 
F 2 Sinzkz „|: (i—e ) dz 


Sin,x eh zZ 





> 
1 


" x? ) 
eye f nf +7) Sin.2kz  _, f eTr4—(-ANe-)dz 


Ä x Cos.x i 4-re br z 


Erklären wir in diefen Gleichungen, die für alle angebbar po» 
fitiven Werthe von b identifch beftehen, die ganze und poſitive Zahl 
k, als unendlich großwerdend; fo gehen diefelben, mit Zuziehung 
der Gleichung (89) Nr. 178 und der Gleichung (96). Nr. 179 des 
erften Bandes, in folgende über: 
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ı 1 2 3 ür 
—» i * Arctang..--} Ant + _ - } Arctang. Br 


let onfetällens[e( SH 


Wird bier ferner: 


2m — und bin 4 hm 
um 


umgefeht, fo erhält man bie folgenden angekündigten zwei Inte 
gralbeftimmungen: 


“ 1 dx 
bo bh x — 


ei _.? 


=. — — | Mretang. „SE - 4 Arctang, 2 +} Arctang. mb 4,0 
RE * 
ESOLSCHE SCHNEE 


die für alle angebbar pofitinen Werthe von m und für alle anage- 
baren pofitiven fowohl als negativen Werthe von b Beftand haben. 
Durch Addition derfelden erhält man auch folgende SIntegralbe 


flimmung: . 
” ee?” dx _ 
S et _e-b x” 


— # }4Arctang. - -4 Arctang. ST} Arctang. I —. 4 


Eee) pem{f) efe(s) te 


die für diefelben Werthe von a und b, als die beiden vorausge 
benden Beftand hat. 
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Daß die ohne Ende fortlaufenden Reihen in diefen Beſtimmun⸗ 
gen zu den convergenten gehören, entnimmt man aus der Abwechs⸗ 
lung der Zeichen ihrer Glieder, die zulekt ohne Ende abnehmen 
(Sntegralvechnung IV Nr. 191). 


420. Die bis jebt im vorliegenden Paragraphen behandelten 
befondern Fälle können auch ald Folgerungen des nun mitzutheilenden 
allgemeinen Falles angeſehen werden. 

Wenn 902) eine Function von z vorſtellt, von ber Befehaffen- 


. beit, daß das beftimmte Sntegrale: 


h 
S ale) e””dz, 


für poſitive Werthe von x noch Begenftand einer analytifchen Un- 


terfuchung fein kann (Nr. 105 und 106 des erften Theiles), d. h. 
daß die unbeftimmte Integralfunction der Differenzialformel: 
o(z) e""dz, 


bei der Annahnıe x fei pofitiv, für alle Werthe von z=abs z=b 


‚ eontinuirlich verbleibt ; dann können wir dieſes beftimmte Integrale 


als Function von x anfehen und folches, nach dem in Nr. 391 be- 
gründeten Theoreme, für fämmtliche angebbar pofitiven Werthe 
von x durch folgende Gleichheit darftellen: 


(2 eye” d= Les o(z) e**"dz) Cos.a (x<— x) dx’ de, 
a 00 a 


oder auch, wenn nämlich a und b von den Integrationsvariabeln un- 


abhängig find, durch folgende: 


h amp , . 
SoW)e”di = —s f 9a) e"Cos.a (x—x') dx’ dzd«. 


Vollzieht man rechts vom Gleichheitszeichen die Integration nach x’ 
innerhalb der angezeigten Grenzen 0 und co, fo geht diefe Gleich- - 
beit ‚über in: 


f ya)e"d— 2) [es 2Cos.ax-+ aSin.ax sie) dz de , (A) 


weiche für alle angebbaren pofitinen Werthe von x Beſtand hat; für 
negativ angebbare Werthe von x hingegen geht der Ausdruck ved)- 
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"terhand in Null über, nämlich, zugleich mit diefer beſteht auch für 
gende Gleichheit: | 


o b 
o — ıf f zCos.0ax— aSin.ax oz) dz de, 
0 a 








08+.2? 





die, wie die vorhergehende, gleichfalls für alle angebbaren pofitire 
Werthe.von x Beſtand hat. 
Durch Addition und Subtraktion diefer Gleichheiten ergeben fd 
die zwei folgenden: 
b 


oh 
f f en Cos.xzdzd« = % [one dr , 
0 a 


. o b b 
f f — Sin.xadz da = 3 fu e”*dz, 
0 a " a - 


die gleichfalls für alle noch angebbaren pojitiven Werthe von x Etar 
haben. Die erfte diefer Gleichheiten befteht fogar noch für x=0 
oder =o, wo w eine unendlidy kleinwerdende Größe repräfentirt, 
wenn man nämlich) den Umftand in Betracht zieht, daß, bei der An 
nahme x=0, der Ausdrud zur Rechten in Gleichheit (A) nur ie 
Hälfte des zur Linken derfelben Gleichheit darftellt; d. h. es befich: 
auch folgende Bleichung: 


o b b 
, | 
f f re dzda = # [oe dz, dh 
0 a 














als Folgerung der erften der Sleichheiten in (I). 
Vertauſcht man ferner in den Bleichheiten in (I) « mit x und fegt 
folhe dann, wie folgt: 


© » b 
f (f de) Cos.ax dx = 3 f plz)e”"*"dz, 
0 a 


. bo. h 
f (f zo) Sinaxdx =4% fo ee dz, 
0 a a 


fo hat man, da die inner den Parenthefen zur Linken der Gleich: 
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beitszeichen enthaltenen beftimmten Sntegralien, als continuirliche 
Sunetionen von x fofort erkannt werden, mit Zuziehung der in den 
Men. 388 und 389° begründeten Sätze aud) folgende zwei Gleich⸗ 


heiten: 
-ar _ zp(2) 
1 fm e”* Cos.xa dz da = f — dz, 


01 _ xl) 
f f —* Sin.xa dz da = f — dz, 





(II) 


welche für alle pofitiven Werthe von x zwar abgeleitet, jedoch noch 


für alle denkbaren reellen Werthe diefer allgemeinen Größe fehr 
leicht zu verificiven find. 

Aug diefen in (D) und (III) zufammengeftellten Ergebniffen können, 
unter verfchiedenen Verfügungen über die Function 9(2), fämmtliche 
Sntegralbefiimmungen und Relationen der vorausgehenden Men. gezo- 
gen werden. Aug der Gleichung (TI) laſſen fich noch einige intereffante 
Beftimmungen und Relationen ziehen, die wir in den folgenden 
Ten. mittheilen werden. 

421. Nimmt man, mit einem einfachen Fall den Anfang zu 
machen, 

— 4 
o(z) = Vz 
an, fo geht die allgemeine Bleihung (IE) vorangehender Pr. in 
folgende über: 


h 
f en __zdzdn _ F— da 
HDMI VYı-ı2' 


wird hier, zur Linken vom Gleichheitszeichen, z? in z umgefekt, fo 
bat man auch: 


f J— __dzde __ x : dz (a) 
(a2+z): N f VYı-ı3 
Tach Gleichung (30) Nr. 46 des erften Theiles hat man: 
f — _ = — log. (eV 1—z 
(422) Vi—z Yi-ra? at-#z 
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oder: 





u 


S ra Va” Vers 
folglicdy hat man: 
f u = —2 _ 109. (Vir3-Vi-EN) Var 
4 (+2) Y1i—2 Viral ° (Virat-Yi-ar) Varı+ b? 
diefe Gleichung ift aber auch mit der folgenden gleichbedeutend: 


f 2 —2 log Wire+yV1—a) V aibi 
a2 (a?+z) vi—ı J yi (Viroa?+-y 1—b? Va2 + ai a 


daher zieht man aus der Summe diefer beiden Gleichungen aut 
folgende: 
2 
f dz 4 1. (ErE 1-a?\/ Yitu?- Vated-V we), 
„(a*tz) VYiz Vito Yiteö+Y1-b/\Yıta-V 1-0° 


die wir bei der Ermittelung zweier beflimmten Sntegrafien zu 
Grunde legen. 
Nimmt man, erftiend,’a=0 und b= 1 an, fo hat man: 
In ()( 1 — Vi1—b 
Kerze Vi-ra? & Vi1r023—1/\Vi+a2+-YyV =; 


wodurch die obige Gleichung (a), unter derfelben Verfügung über a 
und b, in folgende übergeht: 





SE) da “fi (ee -b?\ da dz _ 
© \Vite3-1/ Vita? Vitaatyi-b2/Yıta® “ X& 


wird hier p1 geſetzt, fo hat man: 





ev 


daher erhält man aus der vorhergehenden Integralgleihung folgente 


- 
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(ie ( —— —— — Iv 
Yi+c8-+Yy1-b?!) Yı+o3 u —— 
aus der endlich, wenn namentlich die Se 


Arcsin. b + Arcsin. Vi—b? = 


berücfichtiget wird, die erfte der vorhin erwähnte Sntegralbeftim- 
mungen gezogen wird, nämlich : 


f log. (er) dx _ = x Arcsin. VYi—h?. (y) 


Vi1+x3—yi—b2) Virz? 





Wird in derfelben Gleichung (£), zweiten, a1 und bS1 
angenommen, fo ſtellt fich folche zunächft, wie folgt, dar: 


de = — lo Vi+o2—y ı—b? 
1 (+2) Vi-2 Vired C— 
und da wir b=1 angenommen haben, geht ſolche über in: 


2 - I i Vi+o3—y=-1Vb’—i 
S (a2-+ 2), Vi—ı — Vi-+a2 Vireay-ıyb—i ıV b-1 b?—1 











oder auch in: 
dz ay—1 vb-1 
—.-.[-._. Arctang. ; 
f (a?-+z) Yi1-2 Vi+o3 8 1-02 
4 . 


vermöge diefes Ergebniffes nun geht die obige Gleihung (a) in 
folgende: 


R — b 
Yb—-ı da dz 
— 2 y— Arctang. 2 2 — , 
f B VTTAÆ Yi+o? [75 
0 74 


oder auch in: 


























über; vollzieht man endlich die Integration zur Rechten, fo ſtellt 
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fi) folgende zweite angekündigte Sntegralbeftimmung heraus: 


dx 


h?_— 
f Arctang. —— Yıra 


ö 
Für b=1 bietet diefe fowohl, als die Gleichung (y) die identifke 
Gleichung O=0 dar. 
Aus den Gleichungen (7) und (8) zieht man auch folgende Inte: 
graldeftimmungen : 


* 3 
f log. (5) dx = x Arcsin.a, 
0 


VYi+rx? 


a a 











= # log.(b+Y-1*+b2). q 











(ü 


a dx 75 R — 
f Arctang. (=) Ir 25 log. (a+ Vi-ra2) ; 
fi) 








erftere findet für jene reellen Werthe von a Statt, die numerifh 
die Einheit nicht übertreffen, Ietere hingegen für qlle nur denfba: 
ven reellen Werthe von a. 

Dertaufht man in diefen Beflimmungen x in Tang.x, fo er: 
bält man folgende: 


% 
[ 


& 
N t-+aCos.x dx — x Arcsin.a 
05. ) Cosı im. 2, 


o 
dx 
Arctang. (a Cos.x) Gar” & log. (a + Yi+a?), 
0 


(ti, 


! 


die für diefelben Werthe von a, wie die entfprechenden in (10) iber- 
tiſch beftehen. 
Wird ferner in diefen Sin.x ducch x erfekt, fo bat man aud 


1 —— 
** 
Se =) dx = x Arcsin.a, 
0 








1—aYy 1-2) 1—x? 
j ( 
f Arctang. (a Yy1—x?) =. = 2 log.(a+ Yi-+a2), 


0 


die wie die entfprechenden in (10) oder in (11) bezüglich auf a beftehen. 
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Wird endlich in dieſen x durch Cos.x erſetzt, fo ergeben ſich 
auch folgende Sntegralbeftimmungen: 


A 


7 
f log. (sm ) dz = n Arcsin.a, 
o 





1—aSin.z Sin.x 
z — (13) 
f Arctang, (aSin.x) — — # log. (a- VYi-ra?), 


0 


von denen ein Gleiches in Bezug auf a, was von ben analogen vor- 
ausgehenden gilt. = 
422. Auch mancher beachtenswerthe Zufammenhang unter be- 
ftimmten SIntegralien wird aus der allgemeinen Gleichung (II) in 
Mr, 420 erzielt, wie wir ſolches in vorliegender und in den darauf 
folgenden Schlußnummern diefes Paragraphen zeigen werden, 
Umformen wir zuerft befagte Gleihung (II), indem wir die in 
Derfelben vorkommende $unction (2), ald Function von z? erklä⸗ 
ren, nämlich, ſetzen wir: 
| ga) = wa), 
fo nimmt folche zunächft folgende Form an: 


f f dzda = 3 —X 
0. a 


wird bier im Doppelintegralausdrude linkerhand z? durch z erfeht, 
fo erhält man die allgemeine Gleichung: 
bt 


© h 
f f ze dadae = nr f Y(z?) dz, (II) 
0 ® 





‚die wir, ftatt der Gleichung (IM, bei den folgenden Anterfuchungen 
zu Grunde legen. 

Wird in diefer allgemeinen Gleichung die Function plz) folgen- 
Dermaßen angenommen: 

1 

va) = VTAVICc 
ſo hat man: | | 
| Raabe, DIE. u. Int. Rechmung. I. | 97 
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b 
Ss Sa dz d« —7 dz (o 
(a? +z) Yı-ı V ı—cz f Yı-ı? Vı— cz? j | 


Nach Gleichung (30) Nr. 46 des erften Theiles ift:” 
dz 
(a2+z) Vi-zYi—cz 
2 (HE + Yi—cı — — ent 


= Vi+aR Yi+c2a? 
aus welcher folgende gezogen wird: 
hp? 
5 dz _ 
(«2+2) Yı-ıV 1- cz u 
———— 2 log ( y 1+2 y 1— ch? — Viraad Vı-b2) vmœr 
—VYırsvirce Yi+adyi+cta? Er yıras +3 yi—cla! — Vircta? Vi-a) Vet 
und da diefe auch mit folgender gleichbedeutend ift: 


Voei+z 


dz 
— ViaVi-er 
2 og. VER V IE — 


= Yı+ra!y — — 1+n2 V1—e2b? + VYirca? Vi-bYYer 
fo erhält man nad) vollzogener Addition derfelben folgende: 


h2 
f dz _ 
j (a2+2z) Vi—zV ı—c?z — 


Vi+2 YV1-cb?— Yırc!ı3 Vi- =) 

_ 1 los (ne yet 

Viral yYir+ca? +10 (re), 
Vı+a2Yi-Aat— Yırcla? Vi-a! 


Diefe Gleichung wollen wir nun unter zwei Verfügungen ı:: 
a und b mit der obigen (a’) combiniren, mwodurdy auch zwei %:. 
‚tionen unter beftimmten Sntegralien fi) ergeben werben. 

Wird zuerft: 





b=-1nd850 Sa (<i 
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vorausgefeßt, fo bietet eine Verbindung diefer Gleichungen (a) und 
(8), wenn dann & ſowohl ald z durch x erfeßt werden, folgende 
Gleihung dar: 


(* (ve Vi-cast Vire?x? 5) dx 
V 


6- — — — er — — , (y‘) 
Yıtx2 Yı-c2a?-Yıtc?x? Yi-a2/yY ıtx?Yitc?x? Vi-x?Y1-c?x? 
wo wir, zur Vermeidung imaginärer Yormen, die bis jekt unbe: 
fiimmt gelaffene Zahlengröße c numerifch Meiner als die Einheit 
voraugfeßen. 
Wird zweitens in der Bleichung (8°) folgende Annahme getroffen: 
a — 4, b21 und hc (Sı, 
ſo hat man: | 
f- dz —2V A avcta vu ve); 
(+2) Yı-z Yıi-c2z  Vıta?y 1rc2a? Vi ta3 


diefes Ergebniß in (a’) gefeßt, erhält man, wenn auch gegenwärtig 
a und z durch x erfeht werden, ‚folgende zweite der angekündigten 
Relationsgleichungen: 


n — h 
BT 1f02x2 dx dx 
va [ Arctang (Y/ nV re — J0— 
0 . 


die mit der folgenden gleichbedeutend ift: 


— — — — b 
areuss b?-1 V 1tc0?x? dx _- dx u 
> 1-c?b? itx? — Y-1tx2 Vi-c?x? a) 
0 1 


in welcher, gleichiwie in (9, die Zahlengröße ce numerifch Heiner als 
die Einheit vorausgefekt verbleibt. 

Aus diefen beiden Relationen in (y/) und (8°) ift noch manche 
intereſſante Folgerung zu ziehen, wie aus dem Folgenden wird ent⸗ 


nommen werden. 


1. Die Gleichung (y9 kann zunächſt auch folgendermaßen ge⸗ 


| Net werden: , 


itc2x2 


eV j - 
„Ver a V 414x2 TEE dx dx 
1- _ I Te _ /ircx2 — u Vi-x? Y 1-c?x! ' 
1-adc?V Atx? ‘ 
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v.& 

er mit— 

vertaufit wird, wie folgt: 
vis 1 


a ir dx _, ar | 
J ya vVirsyies | Ve vi 
a 
t1 4x2 VE 
1-a?c? 
wird in dem beftimmten Integrale zur Linfen 


x dur = . 
1 _. 


oder, wenn 





in dem zur Rechten aber 
dur Vz 
* d 4— .c?x? 


erfeßt, fo geht diefe Bleichung in folgende über: 


o sr Ve) _ —— ſ dx | 
f — — 4-x? Yi-(1-c2)x? — vVi-x2yVi—cz 
3 

wird hier endlich in Yi—c? umgeſetzt: fo ſtellt ſich folgender | 
Zufammenhang dar: 


3° far Yı- ex? / Yi-x? Vi-cz? — 9 1-x? — 1-(1-c9)x2 ’ u 
0 


welcher für alle reellen Zahlenwerthe von a, die numerifch die Ein 
heit nicht übertreffen und,. wie man fich fehr bald überzeugt, auch 
für diefelben Werthe von e Beftand hat... - 

Wird ferner im beftimmten Integrale zur Linken diefer Gleichung (18 


1—x? 
x durch V 
1—c?x? . 


erfeßt, wo alfo notbwendig c verfchieden von 1 fein muß, fo geh 
ſolche über in: 


S sven, J— m VE VE 


wird bier: 
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ayimc duch a”, alfo a durch — 
erſetzt: dann ſtellt ſich auch folgender Zuſammenhang begründet heraus: 


Yi-c 
(set) zB — — (15) 
— Vi-ex? —a/yi-x? Y 1-09? ) Vi: V ' 


in dem wir vermöge der eben getroffenen Umformung mit a, wie auch 
zur Vermeidung imaginärer Formen, a < Vi—c? feftftellen, wo⸗ 
bei c der Ungleichheit c? < 1 nothwendig entfprechen muß. 

II. Analoge zu diefen in (14) und (15) aufgeftellten Relationen 
laſſen ſich auch aus der in (d’) ziehen. 

Wird vorerft zur Rechten vom Gleichheitszeichen in (6°) 
— — 
V1—(1—c9)x? 





x durd. 


erfegt, fo bat man: — 
h2-4 


D 4-c? 


f Arctang. A/ Be ya z — — 
1-c2b3 4+x2 /Yit+x?yite3x? Yı4-x?Y1-(1-c2)x2 


0 

feßt man bier 

b-1 

im ar 
fo ift a, beachtend das getroffene Webereintommen über ‚die DBe- 
fchaffenheit von b und c, jedes reellen Zahlenwerthe8 von — 0 
bis + co fähig, und die zuleßt aufgeftellte Relation geht in. fol- 
gende über: 


a 
V —— 


4+c2x? 
1) Aretang,( vi ıtx? | TH Var” — Yı—x? — (4-c?2)x? ’ 


in welcher fonad) a jedes reellen Zahlenwerthes und, wie man ſich 
fehr bald überzeugt, die Größe c aller Zahlenwerthe, die nicht nu⸗ 
merifch die Einheit übertreffen, fähig ift. 
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Wird ferner zur Linken vom Gleichheitszeichen diefer Gleichheit 


.. x 
x in Voss 
umgefeßt, und hierauf dann überall 
ch vi-c: 
fo ftelit fich folgende heraus: 
a 
1 Vie? 


-c3x2 
f Aretang.(ay I-ez ey ya” — au 


.o 





die eine analoge zu (14) in I ift und für diefelben Werthe von a 
und c als die vorhergehende, d. h. für alle veellen Werthe von: 
und für die reellen Werthe von c, die der Bedingung e 1 em 
fprechen, Beftand hat. 

Sn ähnlicher Weife, wie aug der Gleichheit (14) die in (15 
abgeleitet wurde, zieht man auch aus diefer (16) eine Gleichheit, weit 
mit diefer verbunden, auf einen intereffanten Zuſammenhang untr 
beftimmten Integralien der Differenzialfunction : 

dx 
Yı-x?yi— ex? 
führen. Umfeßt man nämlich zur Linken vom Bleichheitszeichen in (It 


' Axt 
in Vo 
fo ftelit fi) unmittelbar folgender Zuſammenhang dar: 


Yı-+a? 


1 — 
Shen EZ do 25 —_— _d< — 
Yi-c?!x! Yı—x?yi—c!x? yi—x?y1—c?x? 
0 0 


wird noch bier 





umgefeßt, fo ftelit fich folgende zu (15) analoge Relation dar: 
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\ \ 4 
1 V 1reillc) 
arents — = (17) 
Vi- 2x! /JY1—x2y ı—c!x? yvi-x2y 10223 ' 
0 


in der a gleichwie in (15) jedes veellen Zahlenmwerthes fähig, c hin- 
gegen nunmehr der Bedingung c? < 1 nachlommen muß; denn für 
@=1 hört das beftimmte Integrale zur Rechten auf, Gegenftand 
_ mathematifcher Betrachtung zu fein. 

Durch Addition diefer in (16) und (17) aufgeftellten Ergebnifle 
erhält man, nach Weglaffung des gemeinfchaftlichen Faktors Z 
den oben angekündigten intereffanten Zufammenhang, den folgende 
Gleichung darfteltt: 

a 1 
Vita? R V Ir —eh) 


— — — - — — 
| VI yi—cir 1 — * c?x? S a ’ 


d. h. man hat: 























fr Zu Br Ey Vi-o® fi ya “r 
two die pofitiven Größen « und 8, von denen jede Heiner oder höch- 
ſtens gleich der Einheit ift, durch folgende Gleichung: 
a2 =1+r Far, (19) 
verbunden find, und mo nothwendig c? <1 angenommen werben 
muß. 
423. Wird ferner in der allgemeinen Gleichung (I1’) voran- 
gehender Pr. folgende Annahme über die Function YıLz) getroffen: 


_ _41 1—z 
% (2) — 4—c2z vi N 


wo wir zur DBermeidimg imaginärer Formen, vor der Hand, e?<1 
Deranefehen; fo ſtellt fich folgende Gleichung heraus: 


— 
f far En vV 1—087, dada= VE — ———dz. (x) 
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Um zur Linken vom Gleichheitszeichen die Integration nad) z wu 
vollziehen, berückfichtige man die Gleichheit: 


1 V i—ı 1-2 nd | 
f (a2+z)1—c%.V 1—c!z da = (@2+z)(1—c?z) Vı-ıVicı 4 ' 
die mit folgender gleichbedeutend ift: 





1 V 1 1—c2 dz | 
(a?+z)(1—c?z) 4j—c?z de = 00 (1- ı—dı 
1-+0? dz 


1+0°0? ) («2+2) VYi—zyi-ch 


> 


nun bat man: 


dz _ Vz 
G—cdz)V1—zy 1—c?z 1 — — 


daher ſtellt ſich mit Zuziehung der Gleichung (8) vorangehente 
Nr. folgende Integralbenimmuna dar: 


1-7 
[art rain) Va 


“ 


| vi 1—b? Aa 
— ee 4 e2h? — a 
10 [Ye Vi-ebi—yi ee) 
08 
. tt __ Vitasy ı-ctb?+Vitctaty1-b? 
(d+c2a2)y 14c2a? FR Yi+ta’yı — — 
e (ray VRR 1-c?a?—y nn) -a? 


Behandeln wir diefed Ergebniß unter denfelben zwei Annahme: 
über a und b, wie das in Bleichung (3°) vorangehender Nr. dar 
geftellte analoge, verbinden dann die fich ergebenden Reſultate mm 
der oben aufgeftellten Gleichung in (“); fo ftellen fich die folgender 
zu (y) und (8°) der vorangehenden Nr. analogen Relationen tr: 


44022? stc?z? 


f — 


VE SV). 
MH — -c2x? " 4-0222 / ’ G 
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1+c2x? 1rx? dx _ 
f: Arctang. VE 41-c2b? 41x22 ) VE "Arcx9 
be „11x? dx 
= (+ 1-c2b2 -J VE 41-0322 ° 1 5) 60) 


in welchen die Größen a, b, e derſelben Werthe fähig, als ſolche in 
den analogen zu denfelben, in (z’) und (8%) der vorhergehenden Nr., 
feſtgeſtellt worden ſind, und die wir auch ähnlichen Umformungen 


wie dieſe unterziehen werden. 
I. Wird nämlich in (9) 


at 
VF Taf durd = 
erfeßt, dann im beftimmten Sntegrale zur Linfen 


— 
ve» 
und in dem zur Rechten vom Gleichheitgzeichen 


x in V 1-x° 
1- eꝛx⸗ 


umgeſetzt, dann geht ſolche in folgende über: 


x in 





lo re U) EEE. SEE 
S a 1-ay1-(—char) HA Vi-RyI-U—che 
0 


=.(2+ J ee) 


wird hier noch c in YVi—c? umgefekt, fo geht folgende analoge 
Relation zu (14) der vorangehenden Mr. hervor: | 


1 
lo 1+ay1 ©) dx — 
0 


s 


a x?2dx 
= — + ———————l, 20 
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die für alle reellen Zahlenwerthe von a, die numerifch Die Einheit 
nicht übertreffen und für alle reellen Zahlenwerthe von c, die ne 
merifch Eleiner als die Einheit find, Beftand bat, 

Verfährt man mit diefer Relation (20) ganz in gleicher Weit, 
wie in der vorangehenden Mr. mit der in (14), fo gewinnt man 
folgende analoge zu (15) derfelden Nr.: 


1 — — 
Yi—c!x?+ al Ic _ _ 
fios (Wr ) Vz dx = 
0 
a 
Yi—c 


x?dx 
=n x (» + ec?) (21. 
Y 1x y1—(1-— c2)x? 








in der man: 
a<yvi-® der<i 


hat. | u Ä 
I. Wird mit der in (3) aufgeftellten Relation ganz in der 
felben Weife verfahren, wie mit der in (5°) vorangehender Nr. 
fo ftelit fich die analoge zu (16) derfelben Nr. folgendermaßen dir 


1 


(ayıcz dx _ 
S arts 4—c?z?) (dei ey = 





41-+a? 
— 3 — X2dx — ) 2* 
(‚== U—x2)Vi-zyi—ct — [—. 
A 


welche für alle reellen Werthe von a und für die reellen Wert 
von c Beftand hat, die numerifch Feiner als die Einheit find. 
Wenn hier endlid) 
= dur 1 oder 
und Yierauf dann a Y1—c? durch a erſetzt wird, fo geht folgen: 
Relation hervor: 
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1 
a 
Arctan — — œmdx ⸗ 
f 8 (v= 33) V 1—-x? 
v 
Yar+1—c? 


x2dx 
. Fee] year) ® 


die für alle reellen Werthe von a und alle dergleichen Werthe von 
c, die aber numerifch die Einheit nicht übertreffen, Beſtand hat. 
Berückſichtiget man noch die Greicheit: 


Arctang.u + Arctang. m = z ; 


fo zieht man aus den eben aufgeftellten Relationen (22) und 23) 
auch die zwei folgenden: 
1 


1 dx 
A t ———— —— —— — — — 
f retang (> — (—c?z2)y 1—x?y 1—c?x? 
0 - 
a , 
Yi-+a? 


=} et en Hi _ ‚ (24) 
Yi-c? (1-09x?)y 1-z!y 1-c?x? Ä (1-x?2)y 1-x? V 1-c?x? 
0 


1 
Arctans (=) vr dx — 
a 1—x? 
0 


_ 1er d 1 ——— er 
=}} - (VE x+( ) —5 0 (25) 


die für dieſelben Werthe von a und c, als die reſpectiven denſelben 
zu Grunde liegenden, (22) und (28), beftehen. 

424. Durch Verbindung der Ergebniffe beider vorausgehenden 
Iren. gelangt man auf eine Eleine Anzahl von Relationggleichungen, 
die diefe Ergebniffe fomohl, wie auch noch viele andere, als fpecielle 
Fälle darbieten. 

Um jedoch die Endergebniffe in den möglichft einfachen Formen 
jedesmal dargeftellt zu erhalten, laſſen wir noch einige Reductiong- 
gleihungen vorausgehen. 
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Da man durch einfache Differenziation folgende Gleichheit hat: 














d. xyi—x? _ Vi—x? dx — de x3dx 
Vi1—c!x? Yi—c}x? une (1— ed) yi—x? Vi —cz? u 
die mit folgender: 
a. _ Vi 6 id 
Yvı-c3 VAi—cx} | e yi-xiyı—cı 
_ 1 


"E (A-ceixdy 1 — 1—c%x 
oder endlich mit folgender: 








zyi—x? 1 vi—ch? .. e dx 
V =. 1—x? 2 (1-2) y1—x?yı—c!z? 


gleichbedeutend ift; fo zieht man, durch Sntegration diefer, folgende 

erfte Reductionsgleichung : 

f dx — dic ce xy1-x? 
(dc) y1—ı?y — Fer 1 NM! 1-c? vi-cz2 
Wird ferner folgender Ausdruck: 

xVi—c?z? 
Yi-x3 

differenziert, und verfährt man wie in dem fo eben behandelten alle ; 

fo man auf folgende zwei ee 





(m) 


_ dd _ _ 4 fPYi-cx? Vi-ciz? , , 1 zy ı-c?z! 
f ES Vi yi-c -c?z? * VI-x⸗ 1-0? öyV 
x2dx 1 —— 1 xyi-cı? 


ayısyeo® 0 
Dieſe drei Reductionsgleichungen werden uns weſentliche Dienſte 
bei der Vereinfachung der combinirten Ergebniſſe beider vorausge⸗ 
benden Nrn. leiften, zu deren Mittheilung wir fofort übergehen. 
Multtplicirt man die Gleichung in (14) mit A und die in (20) 
mit B, nimmt hierauf deren Summe, dividirt dann die Ergebniß- 
gleichung dur) A + B und erſetzt endlich 





Ac? ‚zn Be , 
A+B durch A, folglich A+B duch c—A ; 
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fo geht folgende Relation hervor: 


1 
ſus (re) — — — dı = 
— — —⏑— Vi—ctx! 


a(cꝰ -A) + J A+(c!—A)x! 
— & !yizea — —— 
0 





‚ (26) 


welche, je nachdem man A=c? oder A=0 annimmt, die Relation 
(14) oder die (20) erſetzt, und überdieß noch für jede andere Ver⸗ 
fügung über A Beftand hat. Die Größen a und c find hier gleich- 
wie in den eben citirten Gleichungen aller reellen Sahlenwerthe 
fähig, die numerifch die Einheit nicht übertreffen. 

MWerden, zweitens, ganz in derfelben Weiſe die Relationen in 
(15) und (21) verbunden, und erſetzt man hierauf 


Be? Ac! 
A+B duch A, folglich A+B durch —A; 


fo geht folgende Relation hervor: 


lo (er _ iA dx 
f & —chı! — ) Vi—x'yi—c!z? 
) 
| — 
Yı—c! 
_ın —A+-A—c!)x? 
= = aA + \ —— — dx (27) 


0 


welche, je nachdem man A=0 oder A=c? annimmt, die Rela- 
tionen in (15) und (21) erfeßt, und außerdem auch noch für jeden 
andern Werth von A als Gleichheit Beltand hat, wenn man nur 
e<iımnd a <t—c? annimmt. 

Verbindet man, drittens, die Relationen in (16) und (22) in 
derſelben Weiſe, erfeßt hierauf 





c z Be? . 
A+B ‚ folglich AB durch !—A, 


fo erhält man unmittelbar folgende Relation: 
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1 
4—Ax! 
Arctang.(aY 4— ct!) ——— —— — dx = 
S . s.( | (1—c!x!) Vı—x? Vize 
0 


VER 
_ A = * S A—c!x? dr! 
2c* (1-2) Y1—yi—cr | 
die für A=ct und für A=0 cefpective die Relationen in :!! 
und (22) erfett und auch für jeden fonftigen Werth von A beikc.: 
wobei a reell und c? < 1 verbleibt; wird nun das beftimmte Inr 
grale zur Rechten mit Hülfe der oben aufgeflellten Reductionssz. 


chungen (8) und (y) umgeformt, fo ftelit fich folgende Reductionssi: 
chung heraus: 








1 
4—Ax! 
[Arstans.(avi=e) Va d 
' a a 
767" 
Ba A ViRaj di nA are R 
Yi-c a )+ Je 1-c! Vi-r 


die für ale Werthe von A, für alle veellen Werthe von a ımt f- 
iene reellen Werthe von c befteht, für die man ce? < 1 Hat. 


Wird, viertens, in der Relation (17) a in 2 umgefeßt, verh. 
det diefelbe hierauf, wie in den drei vorausgefchidten Fällen, = 


der Relation in (23), umfekt dann’ 


Be? 
"A+B 


fo erhält man: 


1 
a 1—Ax! 
Arctaned ———— ) —__ — adzs 
f 5 ( ) VTZĩVITx⸗ * 


0 


gg in a—A, 





in A und folglich — 





yat+1—c! 


na * + e®—A—(1— A)ctz? 
20? 2) Yi—x! Vi gi | 
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die für alle Werthe von A Beftand hat und überdieß für A=0 
und A=c? refpective die Relationen in (17) und (23) erfeht; um⸗ 
formt man nun das beftimmte Integrale vechtechand mittelft der 
KReductionggleichungen in (2) und (y), fo hat man auch folgende: 


1 
a 1—Ax! 
Arctane | — | —— — dt = 
S 5 (Ve ) Yi—x! VTA 
d 
a a 


a2-1—c? Varia 
J ex rl, (29) 








_a) a(ı- FE) =_A 
20? * Ya'tı-c! fe Vi-x? — 
welche Relation für alle Gert von A, für alle reellen Werthe 
von a und für jene reellen Werthe von c Beftand hat, die der 


Ungleichheit ce? < 1. nachlommen. 
Combinirt man aber, fünftens, die unveränderte Relation in 


an) mit der in * erſetzt hierauf 





en durch A, folglich en durch er — 


ſo ergiebt ſich unmittelbar folgendes Reſultat: 


1 
1 —Ax! . 
Arctan Im 7, ss ss d = 
f 8° {, Mi—ctx! ) —ctx!yi—x! Yı—c!x! * 
o 





1 
Veri-e 
a . A dx 
7 (e*-A) vi—c et - A VA Yıcı! 
- 0 
— 26 a ’ 
Yi-ra! 1 
x2dx dx 


— — —— — — —— —— 
+ (x) yıa—x! Vi—c!z? (1-c?x?) Yı-x? Vi-c’x! 
0 0 


das für die Annahmen A=c? und A=0 die combinirten Relationen 
ſelbſt erfeßt; wird aber dasfelbe mittelft der Reductionsgleichungen 
(a) und (y) umgeformt, fo bat man aud): 
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1 


4—Ax! 
1 Arcteng. (Ver ei) (d—c!z!)yı—x! V a 
a „Vırü-e)e 
_ yi—c ( Yı-c! y 4-ra! 
1 
_n(e-A) VYarric N 


2 . A dx — 
AJV VYıi-c'z! a yı_ı! 
0 








6&, 





Vitra! 
die für alle Werthe von A, für alle veellen Werthe von a url 
für die rellen Werthe von e befteht, die numerifch Heiner als tu 
Einheit find. 

Derbindet man endlich die Relation in (16), nachdem man im ber: 


ſelben a in * vertauſcht hat, mit der in (25), erſetzt hierauf 


Bc* 


Ag durch A, folgtih 7 


7 durch e— 





. fo hat man: 
1 


Sara I ya ®- 


— 
Ve 
Areal — — 
7 satte f yi1—x! Vi—c'x! 
0 2 
Varti-c! 1 
Alina „Aal Yo ax 
une Ur) yi-a’ Yı-eiz 1 Vi-x 


umformt man auch diefe mittelft der Reductionsgleichung. in (y), " 
hat man: 


1 


f Arcteng,(} er) 4—Ax 


——— — d = 
a Yı- 2 VYı—czıt * 





0 


173 
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4 
Vita? 
Eur \ BR era) A * * x? 81) 
202 7° — ee 
ber 


welche Relation für jeden Werth von A, für alle reellen Werthe 
von a und für die reellen Werthe von e Statt hat, die numerifch 
die Einheit nicht übertreffen. 

Diefe Relationggleichungen leiften bei der Beſtimmung von zwei⸗ 
und mehrfachen Sntegralien zweier und mehrerer Bariabeln weſent⸗ 
liche Dienfte, wie wir folches im folgenden Paragraphen, in Wr, 431, 
eigens zeigen werden, 


$. IV, 


Ueber zwei- und mehrfache Integralien mit variabeln 
Integrationgsgrenzen. 


425. SIm-zweiten Paragraphen der Sntegralrechnung VI, na 
mentlich in den Nen. 312— 335, allwo wir ganz ausfchlieglich zwei⸗ 
und dreifache Sntegralien zweier und dreier Variabeln behandelt 
haben, fetten wir die Integrationsgrengen unabhängig von den Sn» 
tegrationspariabeln oder als conftante Größen voraus; zur Der: 


: vollftändigung diefes Theiles der Sntegralvechnung erübriget ung 


fonach, jene Fälle gleichfalls noch in Betracht zu ziehen, in denen 
Diefe Integrationsgrenzen ald Functionen der Integrationsvariabeln 
und ſonach als Variable auftreten. Die Vorführung folcher 
Fälle nun, und die Reduction derfelben auf jene der zuerft erwähn- 


‚ten Art wird den Inhalt des vorliegenden Schlußparagraphen der 


erften Abtheilung der Integralrechnung mit mehreren Variabeln 

ausmachen, wo wir, wie folches bis jett beftändig gefchah, mit 

den einfachften Fällen beginnen, und nady und nad) zufammenge- 

feßtere Fälle in den Kreis unferer Betrachtungen ziehen werden. 
Raabe, Diff. u. Int. Rechnung. I. 28 
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436. Der einfachfte Fall eines Doppelintegrals zweier Vari 
bein mit variabeln Grenzen ift folgender. 

Wenn X und X’ beliebige $unctionen von x ber: 
ftellen, foll das Doppelintegrale: 


SF S gay) dydx, 
zuerſt partiellnah y, von y=X biß y=X’undb hieran 
nach x, von x=a bis z=A vollzogen werden, wo a un: 
A confiante Größen find. 
Wenn der Werth dieſes Doppelintegrald durch u amgebeute 
wird, fo hat man: 


A X: 
u=ff[gandyd; ü 


und wir haben nun dag Doppelintegrale zur Rechten in ein m: 
eonftanten Integrationsgrenzen begabte umzufeßen. — Da währe 
der Integration nad) y die zweite SIntegrationsvariable, x, :: 
Eonftante zu behandeln ift, fo ift man für y jede Function von: 
und der nunmehr ald Conftante zu behandelnden Größe x zu ferr 
berechtiget; wählt man diefe Function -von y und x dergeftalt, de 
die nunmehr auf y Bezug habenden Integrationgrenzen indepente 
von x hervorgehen, fo hat man die verlangte Umformung von . 
erzielt, und das vorgelegte Doppelintegrale fällt in die Klaffe jer:: 
deren am Eingange der vorangehenden Nr. Erwähnung geid‘: 
Die einfachfte Function mit der dag eben erwähnte Ziel erre: 
wird, ift folgende: 

4 A +-X), + 4X —X)y, 
d. h., wenn in die obige u darftellende Gleichung diefe Function « 
die Stelle der Integrationsvariabeln y, folglich 


4X — X)dy 
ftatt dy gefegt wird, danıt gehen die Integrationsgrenzen von y: 
—1 und + 1, alfo in conftante Größen über; fo daß nunme 
ftatt der Gleichung (1) auch folgende: 


A Hr 
= Is S pix 3X + X) +4 (X — X)y](X’—X)dydz, 


die mit folgender gleichbedeutend ift: 
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+ı A .. 
a=+f [plx, 4 (X +-X) + 4X X)yl (X-—X)dıdy, (2) 
11 


zue Beftimmung von u unterlegt werden darf. — Kennt man fonad) 
jene Function von x und y, die durch F(x,y) dargeftellt fein mag, 
die zweimal nach einander partiell differenziert, einmal nach x und 
nach y, folgende $unction von x und y: 

pin, I KH X) + HylX—X) 
als Differenzialquotienten darbietet, d. h. hat man: 


d?F N) j ’ ' 
a = 4a|x, 4X +X) +4 X — Xıy) (X—X); 


dann bietet die in Nr. 310 aufgeftellte Gleichung (3), auf den vor⸗ 
liegenden Fall angewandt, den Werth von u dar. Eben fo finden 
fämmtliche in den Nrn. 309 — 324 aufgeftellten Gleichungen Statt, 
wenn in denfelben b=— 1, B=-+1 angenommen, und 
ꝙ G, y) durch 4gix, 4 (KR) + 4 —X)yl(X—X) 

erfebt wird. Man wird ſonach alles daſelbſt Mitgetheilte 
zur Ausmittelung des fraglichen Doppelintegrals in 
(1), nah dem man foldhes mittelft der Gleihung (2) 
umgeformt haben wird, in Anfprucdh nehmen und zur 
Benukung bringen können. 

427. Zur Beleuchtung der allgemein gehaltenen Mittheilung 
vorhergehender Nr. legen wir ung bier noch zwei befondere Fälle zur 
Umformung vor- 

1. Bei der Annahme: 

+e +V ot? 
u - ( (ownayar, 
- Var 


ſtellt fih nach der Gleichung (2) folgende Beftimmungsgleichung 
für u heran: 


u= f Say ve Zu) ya dedy. 


Bird überdieß noch folgende Beftimmung über die Function (x,y) 
getroffen: 

g(,y) = Ver—x!—y?, 
fo bat man: 
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um M f Va—-(dny Ve—x?: dxıdy, 
“A oe 
welche Gleichung mit folgender gleichbedeutend ift: 
nal (VIREN VIZE Aedy; 


das beftinnmte Doppelintegrale in diefer Gleichung haben mir 
Pr. 322, I. transformirt und beftimmt: folglich gilt diefelbe ? 
fimmung auch für dag mit den variabeln Integrationsgrenzen v 
ſehene Doppelintegrale: 

+0 +V o? —ıs 

Vat—-x!—_y? dy dx, 
-o Ver 

wenn die am citirten Drte gewonnene Beſtimmung mit 4 mul 
licirt wird. 

I. Sei ferner für eine zweite befondere Annahme : 


4 
4— 
u= SS olx,y)dydx, 
fo bietet die allgemeine Gleichung (2) folgende Beftimmung für ut: 
” +4 a 
u= > f fe ‚+ De ua Goun dx dr; 
1 0 ‘ 
erfeßt man bier: 
x dur ax und y durch 2y—i, 
fo ergiebt fich folgende einfachere Beftimmungsgleichung : 
u= ab (Lola ; byti—x=)® P-amja dx dy, 
wo diefe Gleichungen (1) und (2°) vefpective die analogen zu 
allgemeinen (1) und (2) find. 


Trifft man hier noch folgende befondere Verfügung über 
Function a(x,y): j 








gia,y) = x@'yP-t, 
fo geht die Gleichung (2°) über in: 
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ı 


a 1_e222 
Arctan — 1—c’x dx = 
f B (= 3) V 41— x? 
0 


Vaꝰ1- c⸗ 


_ an | dx 3 
=s (eu » ) ® 





N 


die für alle reellen Werthe von a und alle dergleichen Werthe von 
c, die aber numerifch die Einheit nicht übertreffen, Beſtand hat. 
Berückſichtiget man noch die Gleichheit: 
A 


1 
Arctang.u + Arctang. 7-7: 


fo zieht man aus den eben aufgeftellten Relationen (22) und (23) 


auch die zwei folgenden: 
1 





1 dx 
A t v¶ —30 — m —ñ — — —⸗ 
f retang (> — (1—c2x22)y1—x?y 1—c?x? 
0 
, a ’ 
Yi+a? 


dx x?dx 


—t). — — —— — 
Yi-c? f (1-02x2)y 1-x!Y 1-c?x? (1-x2)Y1-x? Vı-c?x? 
() f} 


1 
f Arctung (Vie? ) v== dx = 
a 1—x? 
0 


‚ (24) 


Varia 
_ 1er dx +1—o ea x2dx 
— x + (1—c?) J ⏑ (25) 


die für dieſelben Werthe von a und c, als die reſpectiven denſelben 
zu Grunde liegenden, (22) und (23), beftehen. 

424. Durch Verbindung der Ergebniffe beider vorausgehenden 
Pen. gelangt man auf eine kleine Anzahl von Relationggleichungen, 
die diefe Ergebniffe fomohl, wie auch noch viele andere, als fperielle 
Fälle darbieten. 

Um jedoch die Endergebniffe in den möglichtt einfachen Formen 
jedesmal dargeftellt zu erhalten, laſſen mir noch einige Reductiong- 
gleihungen vorausgehen. 
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Da man durch einfache Differenziation folgende Gleichheit hat: 


xıy1i—x? Yı-ı? x2dx 


d. — 
Vi - ex⸗ Yi1—c?x? 
die mit folgender: 





a. _ Ni „ „ad u _ 
Yı-0? VA? | e yi—x?Yı1—cx? 
4—c? 


ee — — —e— 
oder endlich mit folgender: 


xyi—x? 41 Vi—c’ d 4—c! dx 


EEE — — —  (E 3 GEEEEEM 


yYı-d2 0 yıı? ° 4—oxt)yi— x? Vyi—c!ı? 


gleichbedeutend ift; fo zieht man, durch Integration diefer, folgende 
erfte Reductionggleichung : 


d. 








dx * —X _ Ki xy1-x? (m) 
A-esHyI-yıc Fer 1-0? Yi-c3z3 
Wird ferner folgender Ausdrud: 
zyi—c?xz? 
yiı—x? 


differenziert, und verfährt man wie in dem fo eben behandelten Falle ; 
fo rt man auf folgende u ee 


J —— — — 
WEN 1-c2x3 4-x? — * vi 1-0? V—— 


x2dx 1 Vi-c’z? 1 xYi-c%x? 


(1-x2)Yı-z?yi-cı? 1-cl Mi „x? “rs vi (N 


Diefe drei Reductionsgleichungen werden uns mwefentliche Dienfte 
bei der Vereinfachung der combinirten Ergebnifle beider vorausge⸗ 
benden Nrn. leiften, zu deren Mittheilung wir fofort übergeben. 

Multiplicirt man die Gleichung in (14) mit A und die in (20) 
mit B, nimmt hierauf deren Summe, dividirt dann die Ergebnif- 
gleihung durch A + B und erfekt endlich 














Ac ‚„ Be? 
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dergefialt als Doppelfumme, daß die Variabeln x und | 
ying(x,y) fämmtliche veellen Werthe durchlaufen., die 
der Function: 


x’ . 
iz,y)= + .-4, 


negative Werthe beilegen,den Nullwerth mitbegriffen. 
Da die reellen Werthe von x und y folgender Bedingung: 


2 2 
—— 


nachzukommen haben, und da hieraus entweder: 
x?! y® y? < 
a Ssi-7r ode S1i-— (8) 


gezogen wird; fo folgt, wegen des Reellſeins von x und y, daß, 
man fowohl: 


y x" 
=; als auch = 1 (y) 


haben muß, d. h. die Bariabeln y und x find zunächft an beftimm- 
ten Grenzwerthen gebunden, erftere kann nämlich nie größer ale 
b, und leßtere nie größer ald a fein. 

Zur genauern Fixirung der die Variabeln x und y betreffenden 
Integrationsgrenzen faffen wir eine der in (8) aufgeftellten Bedin⸗ 
jungen, zugleich aber auch die derfelben entfprechende aus (x) 
nd Auge. 

Nach der zweiten Bedingung in (8) bat man: 


2v. 
y’ = (1-2) ’ 


md zugleich mit diefer die entfprechende aus (y), nämlich: 


x S a, 


yelche letztere Bedingung für x irgend einen der innerhalb — a 
nd + a enthaltenen Werthe, mitbegriffen diefe Grenzwerthe, ans 
unehmen geftattet. Stellen wir fonach einen diefer Werthe für x 
urch x, vor, fo ift man, nach der vorhergehenden Bedingung, für y 
:den Werth anzunehmen berechtiget, der innerhalb der Grenzen: 
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zu liegen kömmt oder mit einer derfelben zufammenfällt, d. h., m: 
ift für y jeden Werth von und mit: 


—b V' * bis und mit + b V en 
zu feßen berechtiget. Der geftellten Anforderung gemäß dürfen wı 
aber feinen diefer Werthe von y, wie feinen der zwifchen — a ım 
+ a enthaltenen Werthe von x, diefe Grenzwerthe mitbegriften, 
ausfchließen; daher wird dieſer gedoppelten Anforderung nur «> 
dann ein Genüge gefcheben, wenn das vorgelegte Doppelintegr:.: 
zuerft in Bezug auf y, 


2 — nr 
von y=-by 1-— be y=_ + by: . 


und hierauf das gewonnene Ergebniß nach x, 
von x — — a bis x — a, 
integrirt wird. Dieſem nach ſtellt der Ausdruck: 


x? 
+a U 


f f px, y)dy dx, 


„2 -hYı 5 


der nach Pr. 426 (Bleich. (1) und (2)) mit folgender gleid!: 
deutend ift: 


SS ek VER. 


den Werth der hier verlangten Doppelfunme, oder des Doppelr 
tegrald unter der geftellten Anforderung dar. 
430. Für die befondere Annahme der Function g@(x,y) ve 
angehender Nr., nämlich, für die Annahme: 
o(x,y) =1;, 
geht} der allgemeine Ausdruck (A) daſelbſt, wenn deſſen Werth ic 
Kürze wegen duch u angedeutet wird, in folgenden über: 


+19 4a 


SSVErf SV 























Sntegralvechnung. VII. 424. 44 


die für ale Werthe von A Beftand hat und überdieg für A=0 
und A=c? refpective die Relationen in (17) und (23) erfekt; um⸗ 
formt man nun das beftimmte Integrale rechtechand mittelft der 
Reductionsgleichungen in (8) und (y), fo hat man auch folgende: 


2 - 
a 4—Ax! 
Arctang. | ————— | ———a— nn dx = 
f 5 (Je ) VAVT 
0 


a a 
y a2--1—c! Varia 


V1- c’x 








Zen le Veitı =) te- A) 


Varrı- .c! |, 9) 


J. Vers 4-c!x! ve 


welche Relation für alle Werthe von A, für alle reellen Werthe 
von a und für jene reellen Werthe von c Beftand hat, die der 
Ungleichheit c? < 1. nachlommen. 

Eombinirt man aber, fünftens, die unveränderte Relation in 
(17) mit der in » erſetzt hierauf 


Z durch A, folglich 





en a duch ct — 


fo ergiebt ſich unmittelbar folgendes Refultat: 


1 
1 —Ax! 
Arctan —— | 00 dk = 
J 8° 6 VYi—ctx! ) (—c!x!y1—x! Vı—c!z! 
0 





1 
a . A dx 
en) Veveer 
u ee 0 
= 2c? a ’ 
Vi-ra! 1 
x2dx dx 
* (1—x!)yı—x! Y per ex) Vıi-x! Yi-c'z! 


das für die Annahmen A=c? und A=0 die combinirten Relationen 
felbft erſetzt; wird aber dasfelbe mittelft der Reductionsgleichungen 
(@) und (y) umgeformt, fo hat man auch: 
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431. Bei einer zweiten befondern Annahme über die Beſchai 
fenheit ber Function (x, y) aus Nr. 429, nämlich bei der: 





bat man, wenn auch hier durch u der Werth des Doppelintegras: 
f f +(x, y)dy dx ’ 


unter der ducch (a) eben citirten Pr. ausgefprochenen Bedingw: 
vorgeftellt wird, ‚Mae Beflimmungsgleichung dieſer Größe 





1 ⸗4 
oder auch, wenn x in ax umgefegt wird, folgende: 
t + 424 
:_ h!- 2 xdy 
u= ab f f V!:-= x? — a 
414 1 


Diefer Werth von u doppelt genommen, ftellt die Oberfläche en: 
Eltipfoids dar, deffen Gleichung: 


ift, und deffen durch die Coordinatenebne der x,y gebildeter Ein 
fenfchnitt die Gleichung: 
T + I -1=0 
bat. 
Stellt man durch O die Oberfläche des eben erwähnten Et; 


foid8 vor, fo ergiebt ſich nad) einigen Rebuctionen: 


(1 bie! „*) dxdy 
(Fr 
O=ibe [ ee arm ppm bit y: at_ct hi 
— a ee (FW) 


oder, wenn das einfache beftimmte, Sntegrale duch 5 erfekt, 1 
im beftimmten Doppelintegrale die Integration nach x voll 


— 
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wird, auch folgende Beftimmungsgleichung: 
hs_c? 
(1— pr F 


a a!_ct bi-c! 
O=2bex} 1ab [ Aretang.( 2. °E a pr 7 5) ——— at-c! ne be 
0 


die behufs weiterer Reductien, wie folgt, geſtellt werden kann: 
— . 
„ee 1-(1-— )y? 
Arctang —F— —— a dy. 
Y. —, 


Stellen wir nun unter den bis jetzt unbeſtimmt gehaltenen Größen 
a, b, e folgende Ungleichheiten feſt: 
a>b>c, 
dann ift das beftimmte Integrale zur Rechten, vermöge der nun- 
mehr beftehenden Ungleichheit: 





O=2best 7—— * 





c? 
ip 

c*! 1, 
ir 


einer Reduction fähig, melche die Darftellung des Gehalte der 
Oberfläche eines dreiachfigen Ellipfoids unter den befanntern For⸗ 


men möglidy macht. 
Sn der That wird in der Rebductiondgleichung (31) der Nr. 424 











ec?” 
I75 e⸗ 
a in ‚a in — und Aini— — 
a 4 b 
— — 1 72 
c! a 


umgefeßt, fo ftellt der Ausdrud zur Linken vom Gleichheiegzeichen 
Dafelbft genau das beftimmte Integrale in der zulekt aufgeftellten 
Beftimmungsgleichung für O dar; mit Beachtung ferner des durch die 
eben angedeutete Umfeßung ſich berausftellenden Ergebniffes zur 
Rechten vom Gleichheitszeichen in (31) ergiebt fi) nunmehr auch 
folgende Beftimmung für O: ö 
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V1-5 
. %bc? 
O = 2b!r + ——— 
“ Va —c? NE, — 
3 ⸗⸗ 
VER a? b2-c? 
. y 
+ 2Va—a be 'a3-ct dy. (a, 
7 


Diefe Befiimmungsgleihung ift mit Zuziehung der Gleichungen 
(18) und (19) in Mr. 422 aud) mit der folgenden gleichbedeuten‘ 





2bc? d 
—y 2 








Ve a. .b3-c? 
+ 2byYad—c 7 ve dy, (2 
—e 





in welcher jedoch nöthiwendigermeife die Bedingung ober Die lin 
gleichheit: 
a3 bI—c! 
| BZ mer 
realiſirt werden muß, da die Hülfsgleichungen (18) und (19), di 
wir hier zu Grunde gelegt, nur unter diefer Beſchränkung Beſtand 
haben; jede Specialiſirung fonach die diefer Ungleichheit widerfpritt 
wie etwa die: 
ab, 

ruft auch eine irrige Beftimmung für O herbei. 

Zur Verificirung diefer Ergebniffe, nehmen wir zuerft in te 
Gleichung (a) die Specialifivung a — b vor, fo wird dann O die 
Oberfläche eines abgeplatteten Rotationsellipſoids vorftellen unt 
durch folgenden’ Ausdruck beftimmt fein: 


n log. (er . ch 
a— Var? 


2a + 








ac? 
Va?—c? 





@ 
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trifft man zweitens in der Bleichung (a’) die Verfügung b=c, fü 
fo ftellt dann O die Oberfläche eines verlängerten Rotationgellipfoids 
vor, und. wird durch folgenden Ausdrud beftimmt: 


2c? — 77 
2ch + n Arcsin. (V: — -5) , (b‘) 


Wenn alfo eine Elipfe, deren Halbachfen a und c find, wo 
a> ce ift, durch Rotation um eine ihrer Achfen eine Revolutiong- 
fläche erzeugt; fo ftellt entweder der Ausdruck in (b) oder der in 
(b’) die Oberfläche diefes Rotationskörpers vor, je nachdem die 
Rotation um die Meine oder um die große Achfe der Ellipſe 
Statt findet. 

Wird endlich in einem der Ausdrücke (b) oder (b’) die Annahme 


a S code defr ac + o 


getroffen, fo geht jeder derfelben in 





4 c?ı 


über, welcher Ausdruck, wie bekannt, die Oberfläche einer Kugel 
von Halbmeſſer c repräfentirt. 


432. Da wir für die Beſtimmung der Integrationsgrenzen 
eines Doppelintegrald, wenn dasfelbe einer in Nr. 428 geftellten An- 
forderung nachzukommen bat, feine uns befriedigende allgemeine: 
Löfung kennen; fo erachten wir ed um fo nothiwendiger dem in Nr. 
429 vollftändig gelösten befondern Falle noch einige ähnliche Falle, 
fammt deren LTöfung beizugeben, um bei der analytifchen Behand- 
lung und Löfung anderer derartigen Probleme etwelchen Anhalt 
zu haben. 

Einer diefer befondern Fälle, den man gemwiffermaßen als Er⸗ 
gänzung zu dem in Nr. 429 behandelten anfehen kann, umfaßt fol- 
gendes Doppelproblem. 

Das Doppelintegrale: 


f f p(x,y) dy dx 
foll in den zwei folgenden, gegenfeitig fih ausfchlie- 
ßenden Weifen, als Doppelfumme auftreten: In der 
Sunction o(x,y) durchlaufen, erfteng, die VBariabeln x 
und y fämmtliche reellen Werthe, die in die Function: 
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3 3 
f(x,y) = — 5 4 
gefeht, derfelben, mitbegriffen den Nuflwertb, je 
desmal pofitive Refultate beilegen; zweitens, die Va— 
tiabeln x und y in $unction olx,y) durchlaufen die 
noch übrigen reellen Werthe vonxund ymit Beibehal- 
tung jener, die die Function fx,y) in Null umfeßen, 
d. b., diefelben nehmen alle reellen Werthe von x und 
yan, die in die Function: 


2 2 
un=5-E-: 


gefeßt, mitbegriffen den Nullwertb, Refultate mit 
negativen Zeichen hervorrufen. 
. L Die Löſung des erften Theiles diefed Doppelproblemg ver- 
langt die Angabe jener Werthe von x und y, wie auch noch bie 
äußerften Grenzen derfelben, die folgender Bedingung: 

x? 


y? 
re u 


nicht widerfprechen; diefe Bedingung ift mit folgender gleichbedeutend: 


rss(5-0): 


und da wir a und b als reelle Zahlengröße feftftellen: fo folgern 
wir zunächſt, daß zum Reellſein von y die Variable x folgender 
Bedingung: 


x2 > a? 


nachzukommen bat, welches fo viel fagen will ald, die numerifchen 
Werthe von erſtrecken fich über alle Werthe von: 


absa-+k, 


wo k gleichen Zeichens mit a und wie diefe jedes reellen Werthes 
fähig ift, oder auch, die pofitiven fowohl als die negativen Werthe 
von x haben die numerifchen Grenzen a und a+k. Gtellt nun 
x, einen diefer Werthe von x vor, fo bietet, für diefe Annahme, Die 
obige Bedingung folgende Grenzen für y bar: 
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VE man V E-i, 


d. h., bei der Annahme x = x, iſt y aller reellen Werthe fähig, 
die innerhalb diefer Grenzen, diefe mitbegriffen, zu liegen kommen. 
3ieht man nun fänmtliche Werthe, deren x, fähig ift, in Be⸗ 
tracht, fo ergiebt fich folgende Löfung für den erften Theil unferes 
Doppelproblemd. Das vorgelegte Doppelintegrale integrire man 
zuerfi partiell nach y, von: 


wen. a 
y--ıVY&-: y=+ VI -ı; 


die nunmehr fi) ergebende, bloß x implicirende Differenzialfunction 
integrire man hierauf nach x, und zwar dehne man diefe Integra⸗ 
tion über jene pofitiven und negativen Werthe von x aus, die in» 
nerhalb der Zuhlenwerthe a und a + k zu liegen kommen. 

Stellen wir nun duch a und k nur pofitive Bahlengrößen vor, 
und bezeichnen der Kürze wegen den Werth des Doppelintegrals, 
wie ſolches im vorliegenden Sale aufzufaffen ift, duch u; fo ftellt 
fi) zunächft folgende Beftimmungsgleihung für u heraus: 


+(atk) + v. _1 +. +YV 1 
u = f « px, y) dy ds — f Se x, y) dydx, 
-(atk) -b -a ob Zr 


aus welcher, beachtend die dleichung: 


— + f ind 
x) dx = ıu(x)dx + x) dx x)dx, 
hr ) ZI -_ Y a w 


wie auch die: 


— de — r)dz, 
I. „ x 5 nm x) dx 
in denen ıb(x) irgend eine Function von x vorftellt, folgende Be⸗ 
fiimmungsgleichung für u Aal wird: 


atk +b vs 33 


ı= } f (een + px, n| dy dx; (3 


hyat_, Y:t_, 


Fr 
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wird endlich der Ausdruck zur Rechten nach Nr. 426 umgeform 
ſo ergiebt ſich: 


kV EV EV Er: 


Sn diefer Gleichung find wir für k jeden endlichen ſowohl, c: 
auch einen unendlich großwerdenden Werth zu feßen bevechtiger, 
wenn wir folchen nur jedesmal pofitiv und. reell vorausfeken. Ster 
man bier k als reelle, pofitive unendlicy geoßwerdende Größe fer. 
dann bietet der Ausdruck vechtechand vom Gleichheitszeichen t:- 
Werth des Doppelintegrald f J H(x,y) dydx in der nad der 
erften Theile des Doppelproblems verlangten Weiſe dar. Auf ter 
Kalle aber, wenn k endlich verbleibt, werden wir erſt in der fe 
genden Nr. zu fprechen kommen. 

II, Der zweite Theil des hier vorgelegten Doppelproblems we 
langt die Angabe der Werthe von x und y, die der Bedingung. 


x? y! 


x? > y⸗ 


nachkommen. — Während wir in J. alle inner den Grenzen — 
und + a fallenden Werthe der Integrationsvariabeln x auszuft.: 
fen angemwiefen waren, fällt gegenwärtig auch diefe Beſchränke 
weg; es ift nämlich diefer eben aufgeftellten Bedingung bei ie: 
reellen Berfügung über x, wie bei jeder über y refpective durch rei 
Werthe von y, wie durch dergleichen Werthe von x jedesmal : 
entfprechen möglich. Wird diefem nach durch yı irgend eine rer. 
Größe vorgeftellt, dann ift man für x jeden Werth von: 


y.2 
+ VYopmıVos 


zu feßen bevechtiget und, nach der Stellung des vorliegenden Prot 
lems, biezu aud) bemüßiget. Man bat alfo zur volltändigen Löſum 
diefes Problems das vorgelegte Doppelintegrale zuerft partiell net 
x, von: 
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. yr 
x — — Vi + bis x — + Vi 


zu integriren, und von der nunmehr ſich herausſtellenden Differen⸗ 
zialfunction von y hat man dann die Integration, von: 


y=-kKbsiy=-+k, 





zu 1 vollziehen, two k’ jede pofitive veelle Zahlengröße vorftellen kann. 
Bezeichnet man fonach durch u‘ den Werth des fraglichen Dop- 
pelintegrals nach der gegenwärtig geftellten Anforderung, fo hat man: 


tk‘ u ZeeZ 
- 5 Js lx,y) dx dy, (*) 
Vz . 


oder, nach Nr. 6, 


ef j (Vi. )VierB ara, o 


welche Gleichung die Löſung ‚des zweiten Theiled des uns gefekten 
Doppelproblems darftellt, in der k’ pofitiv, veell und dabei endlich 
oder unendlich großwerdend fein kann. Wird hier k’ unendlich 
großwerdend, pofitiv und reell vorausgefeßt gedacht, dann bietet der 
Ausdruck rechterhand die volftändige Auflöfung des zweiten Theiled 
vorliegenden Doppelproblems dar; die Bedeutung diefer Gleichung 
aber, wenn k’ endlich verbleibt, wie deren Zufammenhang mit der 
obigen (B), falls in derfelben k endlich ift, werden wir gleichfalle 
in der folgenden Nr. zu Sprache bringen. 

433. Die Gleichungen (B) und (B’) in vorangehender Nr., 
wenn in denfelben k und k’ endliche und zwar pofitive reelle Werthe 
vorftellen, Eönnen, nach den gemachten Mittheilungen dieſer Nr., 
folgendermaßen gedeutet werden. 

Die Größe u in Gleichung (B) ſtellt den Werth des Doppelin- 
tegrald f Sf ol, y) dy dx, als Doppelfumme aufgefaßt, für jene 
reellen Werthe von x und y dar, die der Function: 

> — z 4, (9 


Raabe, DIE. u. Int. Rechun gi. 29 
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mitbegriffen den Nullwerth, nur pofitive Refultate beilegen; dabei 
wachfen aber diefe Werthe von x und y nicht ins Unbeſtimmte, 
fondern weil k nunmehr als endliche Größe auftreten foll, erreicht 
x den größten numerifchen Werth a + k, und da man gegenwärtig 


bat, erreicht auch y einen numerifch größten Werth, nämlich den: 
2 V2ak + kt. 


Die Wertbe von x und y alfo, die der Funetion in 
(&) fowohl pofitive Werthebeilegen, als auch diefelbe in 
Null umfeken, find refpective an die äußerften Gren;- 
werthe: | 


a-rk, _Vak+e 


gebunden. 

Ebenfo ftellt nach den Mittheilungen der vorangehenden Pr. 
die Größe u‘ in der Gleichung (B’) den Werth desfelben Doppel: 
integrals, gleichfalls al Doppelfumme aufgefaßt, über jene Werthe 
von x und y ausgedehnt dar, die der Function in (£), mitbegriffen 
den Nullmerth, negative Werthe beilegen; wobei jedoch, da wir 
auch kK’ nunmehr endlich vorausfeßen, die Werthe von y nicht mehr 
ins Unendliche wachfen, fondern an diefen endlichen Grenzwerth 
k’ gebunden find. Berüdfichtiget man die nunmehr geftellte Anfor- 
derung betreffend die Werthe von x und y, fo wird auch die Va— 


tiable x den endlichen Grenzwerth 5 vb? + K® nicht überfteigen. 


Sonah find audh im vorliegenden Falle die Werthe 
von x und y, die der Junction in (9), mitbegriffen den 
Nullwerth, nur negative Refultate beilegen, und über. 
die die Doppelfumme ſich erfiredt, nicht mehr ins Un: 
endlihe wachſend anzunehmen; fondern die numeri- 
fhen Werthe derfelben find an beffimmte Grenzen ge: 
bunden, die refpective: 


—- Vbe+k®, x 
find. 
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Wird nun feftgeftellt, daß die dußerften Werthe der Integra⸗ 
tionsvariabeln x und y in den beiden fo eben befprochenen Fällen 
gleich groß feien, nämlich, daß der größte numerifche Werth von 
x in dem erften alle, dem analogen in dem zweiten Falle gleich) 
werde, und daß es ein gleiches Bewenden mit den größten nume- 
rifchen Werthen von y habe; dann ftellt dag Summenergebniß von 
u und u‘ der beiden Bleichungen (B) und (B’) vorangehender Wr. 
den Werth des Doppelintegrald f f H(x,y) dy dx, gleichfalls als 
Doppelfumme aufgefaßt, über jene Werthe von x und y ausgedehnt 
dar, die in Beziehung auf x inner den folgenden Grenzen: 

— (a+k) nd + (a -+k) 
und in Beziehung auf y inner diefen: 
-—kund — K 
enthalten find; d. h. man hat bei Zugrundelegung der Gleichungen: 


a+k=-— Vvb+k?, | 
p - (7) 
k= = V2ak -+k? , 
von denen jede, wie man fich fehr bald überzeugt, eine Folge der 
andern ift, folgenden Zufammenhang: 
+(atk) 


mWnf Me dla, y) dy dx, (8) 


wo u und u’ aus den Gleichungen (B) und (B9 der vorhergehen- 
den Nr. zu beftimmen find. 

Bon diefer Bleihung wird in befondern Fällen Gebrauch ge- 
macht, um die für u und u‘ nach den Gleichungen (B) und (B’) 
gewonnenen Ergebniffe zu verificiren, wie wir folches auch in der 
folgenden Nr. bei einem befondern Falle zeigen werden; außerdem 
führt diefelbe noch auf einen intereffanten Zufammenhang unter zwei 
beftimmten Doppelintegralien, den wir noch in vorliegender Nr. 
entwichelnd mittheilen wollen. 

Berückfichtiget man nämlich die folgenden zwei Gleichungen : 

— Vng 


f g(x,y) dx = an tran dx, 


- Vi: _ 
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atk +k‘ 


452 


Hark) +k' 
J0cx. y) dy dx - f f 
(} ck‘ 


—(atk) —k' 


fo führt die Gleichung (3), wenn die Wertbe von u und u‘, fir 
aus den Gleichungen (B) und (B’), aus den Gleichungen (e) und‘; 
der vorhergehenden Nr. eingeführt werden, und dann 

a(x,y) + g(—x,y) duch f(x, y) 


erfeßt wird, auf folgenden Zuſammenhang: 
ey) dydz 
Ss K (x,y) 7 = 


atk »/YZ-1 
= 1) f f(x, y) dy dx + N 1 f(x, y) dx dy; 


hy 


.ı 


lo(z,y) + gl—x,y)} dydı. 


ferner beſtehen auch folgende Gleichungen: 
+k' k 
JS fix, y) y=f MHxy) + fm,—y)} dy, 
® . 


az Re 
f f(x,y)dy = f ſexm + Ex, — y) dy, 
ya i 


tk’ Yu k’ Vu 


f f f(x, y)dx dy = ff iu, y)+ fa, ni} air 


—k' 0 0 0 
daher geht der zuleßt aufgeftellte Zufammenhang, wenn man: 


f(x, y) + f(x, —y) durch F(x,y) - 
erfeßt, in folgenden über: 
atk k’ 
S S F(z,y) dy dx = 
ark nr = x Vz 


=f f nf FE, y) dx dy, 


a 0 
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aus dem auch folgende Gleichung gezogen wird: 


x, 


f 63 F(x,y) dx dy = ft u y)dydx, 


in welcher Fan irgend eine Function von x und y vorftellt, und 
die Größen k und k’ durch eine.der Gleichungen in (7) verbun- 
den find. 

Eliminirt man nun aus diefer die Größe k, fo ftellt den oben 
angekündigten Zufammenhang die folgende Gleichung dar: 


ER RE VE 
RE 
* 


wo k jedes poſitiven reellen, endlichen oder unendlichen großwer- 
denden Werthes fähig if. So gelangt man bei der Annahme 
k’= o auf die Bleichung: 


F(x,y)dydx, (0) 


S S_ Ei )dxdy — f f - yY)dydx, dm 


ie fir a — 0. , wie au für b= o in eine identifche übergeht. 

434. Um einen befondern Sal der Ergebniffe beider vorber- 
jehenden Nrn., namentlich wenn k und k’ endliche Werthe vor» 
tellen und durch eine Bleichung (27) verbunden find, vorzuführen, 
erklären wir die Function glx,y) in den Gleichungen (B) und (B’) 
rer pofitiven Einheit gleih. Es bieten alsdann diefe zwei Glei⸗ 
bungen folgende Beftimmungen für u und u‘ dar: 


+ atk 

nf f V-ta, 
+ 

u’ Ss f VrR ya 
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und wenn die Integrationen vollgogen werden, ergeben fich folgente 
Beftimmungen: 


u — 2(a+k) V2ak+Kk? — 2ablog.( 


! ”) 
— — u . 


Diefe gewonnenen Beftimmungen für u und u‘ ftellen die Inka: 
von Slächenftüden vor, die von Geraden und einer Hyperbel, de— 
ren Gleichung: 


a+k-+ Y2ak *8) 
a q 








ift, begrenzt find. Erſtere, u, mißt die duch die Querachſe 2: 
getrennten hohlen Flächenftücde diefer Hyperbel, welche zwei A 
lungen durch zwei auf diefelbe Querachſe geführten Perpentite. 
jedes in demfelben Abftande k vom zugehörigen Scheitelpunfte ; 
zogen, begrenzt find; leßtere, u“, ftellt dad Maß des zuſammen 
hängenden biconveren Flächenſtückes diefer Huperbel dar, das r:: 
zwei zu beiden Seiten der Querachfe mit derfelben parallellen Et 
raden begrenzt ift, die beide den gleichen Abftand k’ mit der Dueran. 
eingehen. j 

Laffen wir nun die endlich gedachten Größen k und k’ den tu:: 
eine der Gleichungen (7) ausgedrücten Zufammenhang eingebt 
dann hat man nad) der Gleichung (3): 

+(atk) _+K’ . 
u+uU= fa i = ak(a--k), 
ein Ergebniß, auf das auch die obigen u und uw’ darftellenden Gic. 
chungen führen, wenn man gleichfalß die Gleichungen in (mc 
Betracht zieht. 

435. Zur fernern Uebung in der Bellimmung der Inter: 
tionsgrenzen von Doppelintegralien, falls foldhe als Doppeljumme 
wie in Mr. 428 ausgefprochen ward, auftreten, befaffen wir u: 
noch mit der Löfung des folgenden Doppelproblems. 

Bon dem Doppelintegrale‘: 


| SS g(x,y) dy dx 
wird verlangt: 
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1) foll dasfelbe als Doppelfumme in Bezug aufx und 
yin der Weife auftreten, daß fämmtlidhe reellen 
Werthe von x und yder Function: 

ix,y) = = y’—px, 
mitbegriffen den Nullmertb, nur negative Werthe 
beilegen; 

2) trete dasfelbe Doppelintegrale als Doppelfumme 
nur jener reellen Werthe von x und yauf, die der 
felben fo eben feftgeftellten Function f(x,y) bloß po 
fitive Refultate, mitbegriffen den Nullwerth, 
beilegen. 

I. Nach der zuerft geftellten Anforderung dieſes Doppelprob- 

lems hat man folgender Bedingung: 

y2 5 — px 
ein Genüge zu thun. Setzen wir nun den Coefficienten p ale po⸗ 
fitive und reelle Zahlengröße voraus, fo kann der geſtellten Anfor⸗ 


derung, für x und y reelle Zahlenwerthe zu erzielen, nur dann 
‚ entfprochen werden, wenn. negative Bahlenwerthe für x geradezu 


.—. v 


ausgefchloffen werden; und da der Nullwerth, wie auch jeder po⸗ 
fitive Werth für x in keinerlei Widerfpruch zu der aufgeftellten Be⸗ 


. dingung fteht: fo erfehen wir vorerft, daß x aller pofitiven Werthe 
von 0 bis k fähig if, wo k irgend eine pofitive Bahlengröße res 
präfentirt. Wird durch x, einer diefer Werthe von x vorgeftellt, 


fo entfpricht demfelben jeder Werth von y, der inner den Grenzen: 


— Ypx, und + Ypxi, 
mitbegriffen diefe Grenzen, zu liegen kömmt; und wir folgern nun- 
mehr, daß das vorgelegte Doppelintegrale zuerft nad) y, 

vony= — Ypx bis y—= + Ypx 

und hierauf dann nad) x, 

von x — o bis x—k 
zu integriren iſt. Stellt nun u den Werth dieſes Doppelintegrals 
dor, fo hat man: 

+ 


k Vrx 
uf pp g(x,y) dy dx, (4) 
px 


v 
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oder auch nach Nr. 426: 
+ k 
=ff g(x, yy/px) vVpx dx dy. (C 


Mit der Größe k hat es in diefer Gleichung ein analoges Be— 
wenden, wie mit derfelben Größe in der Sleichung (B) in Pr. 432 
Diefelbe ift nach dem eigentlidyen Wortlaute des vorliegenden erite 
Sheiles des Doppelproblems eine unendlich großwerdende yonti 
Größe; läßt man foldhe aber eine endliche Größe fein, dann ſtel 
diefe Gleichung die Löfung des gleihen Problems, mit der Be 
fehräntung jedoch vor, daß diefe endlihe Größe k den groüftn 
Werth von x und diefem zufolge audy nunmehr Ypk den gröftte 
Werth von y vorftellt; — fo daß die Doppelfumme nur jene Wert: 
von x und y noch befchlägt, die vefpective nicht größer als k un: 
vpk find, und der Bedingung y? S px genügen. 

Il. Die zweite Anforderung des gegenwärtigen Doppelproblem: 
verlangt die Angabe jener veellen Werthe von x und y, die fe: 
gender Bedingung : 

" y2 pvᷣx | 
ein Genüge thun, welche, wenn, wie in dem vorausgehenden Zalk, 
p pofitiv vorausgefekt wird, das Ausfchließen fämmtlicher neu: 
tiven Werthe für x zur Folge bat. Stellt man diefe Vedingur: 
folgendermaßen dar: 


fo erfieht man zunächft, daß y fämmtlicher pofitiven und negatice 
reellen Werthe, wie auch noch des Nullwerthes fähig if. Were 
demnach, yı einen diefer reellen Werthe vepräfentirt, fo ift x al 
Werthe: 


1 
von 0 bis FL 


und yı fämmtlicher Werthe: 
von — k' bis + k“ 
fähig, wo k’ einen beliebig reellen pofitiven Zahlenwerth vorftell. 
Das vorgelegte Doppelintegrale, wie gegenwärtig verlangt wirt 
als Doppelfumme dargeftelit zu erhalten, integrive man ſolches yı 
erſt partiell nach x, 
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von x So bis x — y⸗ 


und hierauf dann nach y, 

vony=—kbiy—+K. 
Stellt man durch u‘ den Werth diefes Doppelintegrald dar, fo bat 
man, dem eben Mitgetheilten zu Folge, folgende Gleichung: 


+k’ * y2 


46. 5) asx dy, c 


oder auch folgende: 
k 
u es 5 7 xy?, y)y? dy dx, (C’) 
pP p . 


wo, wie wir feftgeftellt haben, p eine reelle pofitive Zahl vorftellt, 
und über k’ ein Wehnliches, was in dem vorhin betrachteten Falle 
über k, ausgefagt werden fann. Es wird nämlich k’ eine un 
endlich großwerdende Größe vorftellen, damit dem zweiten Theile 
des vorliegenden Doppelproblemg in aller Strenge entfprochen werde; 
fieht man aber diefelbe ald eine endliche Größe an, dann löſen gleich- 
falls noch die eine oder die andere der letztern zwei Gleichungen 
denfelben Theil des Doppelproblems, mit der Veſchränkung jedoch, 
daß die Doppelfumme des Doppelintegrals feinen Werth von y be- 
fchlägt, der größer als ji ift und ſonach auch feinen Werth von x, 


der die endliche Größe —- k’2 übertrifft. 


Segen wir nun die "größten Werthe von x und y, in dem wir 
ſolche endlich vorausfegen, in den beiden Theilen des vorliegenden 
Doppelproblems vefpective gleich groß voraus; fo ſtellt die Summe 
von u und u‘ den Werth des Doppelintegrals : 

f f p(x,y) dy dx, 
gleichfalls als Doppelfumme aufgefaßt, über jene Werthe von x 
und y ausgedehnt dar, die inner den Grenzen 0 und k für x und 
inner den — kK’ und + K’ für y, die Grenzwerthe mitbegriffen, 
enthalten find, d. i. man hat, bei Feſtſtellung der Gleichungen: 


k =- k? und k' = YVpk, (x) 
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wo die eine eine Solge der andern ift, folgende Gleichung: 
k x⸗ 
u+u'= ([ f ox,y)dydx, ( 
. 0 —k' 


die analog zur Gleichung (d) Nr. 433 und gleichwie diefe zur Ar’ 
ftellung einiger Relationen, wie foldhes in der folgenden Pr. mr! 
gezeigt werden, wie aud) zur DVeriflcirung der für u und uw jedes 
mal fich herausftellenden Ergebniffe unterlegt werden Tann. 

436. Berückfichtiget man die Beflimmungen von u und u‘ ne 
den Gleichungen («) und (.) vorhergehender Nr., fo gebt die Glc 
hung (A) dafelbft in folgende über: - 


x t+Yp 41 ar te k 
I genau], JS emunddiy=f Sim y)dedy,. 
_Vr 
aus der wir, wie folches auch nothmwendig ift, unter der Annabn 
des Beftandhabens einer der Gleichungen in (x) vorhergehendt 
Tr. einige Folgerungen mitteilen werden. 
I. Bringt man dag zweite Doppelintegrale linferband v 
Gleichheitszeichen auf die entgegengefeßte Seite, fo erhält man: 


xV He 
SS _apndyd«= = S fl g,y) dx dy; 
1) -V px Zt 
berückfichtiget man nun die folgenden zwei Bleichheiten : 


+y px Vor 
GIS ga yy=mf Ieuy)+ols, -y)i dy, 
-V px 0 
+4’ k k k 
SS oewpay=mf Sf eanrga—y} dedy, 
7” 


ik’ —y? 
pP 


und erfeßt man 
g(X,y) + (x, —y) durch Fix,y), 


fo geht die — Gleichung in folgende über: 
f f” "Ex,y) dy dx = (4 Ss, F(x,y) dxdy, 
7” 


in welcher F(x,y) irgend eine innerhalb der SIntegrationsgren; 
continuirliche Function von x und y vorftellt, und in der die poſitive 
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Conſtanten k und k’ durch eine der Gleichungen in (x) verbunden 
find. Man erhält fonady, je nachdem die erfte oder die zweite diefer 
Conftanten eliminiert wird, die erfte oder zweite der nun folgenden 
zwei Gleichungen: 


= k'? px B k'? 


5 f Fay) dy ux = f g Fix, y) dxdy, 
—_ y? 
9 


N 
k Vr⸗ 
S S F(x,y)dy d« = x F(x,y) dx dy, 


1 2 


7 
in denen nunmehr k und k‘ beliebige pofitive reelle Werthe vor⸗ 
ftellen. 
Wird nun in erfterer k’ oder in leßterer k ald unendlicy groß- 
werdende — vorausgeſetzt, ſo ergiebt ſich auch folgende Relation 


— 


FJ * V, y) dy dx ⸗ U F(x,y) dx dy, (IV) 
I 
die identifch vealifirt wird, wenn man p als eine unendlich groß- 
werdende pofitive Größe vorausſetzt. 
II. Wird ferner in der am Eingange aufgeftellten Relation (z) 
eine der Größen k und k’ unendlich großwerdend vorausgefekt, dann 
wird folches auch vermöge der Sleichungen (x) die andere, und man hat: 


Zt o +V’r= 
5” — G. y) ay dx - 9 plz, y)dxdy + Ss f _pa,y) dy dx; 
-V px 
wird hier über die Function g(z,y), wie folgende Gleichung zeigt, 
verfügt: 

olx, y) = F(y) Cos.x(z—-y), 
wo alfo F(y) eine fir alle reellen Werthe von y continuirliche 
Function diefer Größe vorftellt, dann hat man, nach Gleichung 
(IX) der Nr. 392, 


Fe) = — £ Mn F(y) Cos.x(2— y)dydx, 
und die vorige. Sleihung nimmt nunmehr folgende Form an: 


— 
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+» nt eo VWV⸗ꝛ 
F(2) = — fen Cos. z(z—y) dx dy+— Js S rorco- x(z-y)dydı 
‚PX 
volgieht man noch im erften Doppelintegrale rechterhand die ange 
zeigte partielle Integration nah x; — fo ergiebt ſich endlich: 


9° Sin. Fan) o tVr= 
Fa) = — 2 F(y) dy + (fr (V)Cos.x(z-y)dydz, (V 
0 _Vrx 

die, ähnlich der vorhin citirten Gleichung, jede für Die reelle 
Werthe der allgemeinen Größe continuirliche Function diefer alla- 
meinen Größe durch beftimmte Sntegralien vepräfentirt, und bei te 
Annahme p = co fogar mit diefer citirten Gleichung zufannmenfel: 

437. Bevor wir die Doppelintegralien verlaffen, machen mı: 
noch in der vorliegenden Nr. eine Mitteilung, die für die rem 
analytifche Auffaffung und Behandlung von Doppelintegralien nit: 
ohne Nutzen fein dürfte. 

3u einem Doppelintegrale, wie etiva folgendes: 


a my | 
S S g.(x, y) dx dy, j ' 


wo a und m Conſtante find, kann, indem man auf den Urfprur: 
desfelben zurüd geht, ein aequivalentes, der Form nach aber ver 
fhiedenes, Doppelintegrale hergeftellt werden, dag zu dieſem ı« 
einer ähnlichen Beziehung fteht, ald e8 die Doppelintegralien in :. 
und (8) der Nr. 432, oder die in (⸗) und (9 der Mr. 435 3 
einander find. 

Da dieſes vorgelegte Doppelintegrale, wenn nämlich Dasfelk 
als Doppelfumme aufgefaßt wird, über fämmtlihhe Werthe von ı 
ſich erftredt, die Eleiner und höchftens noch gleich my find, wo y 


fämmtlihe von O bis und mit a enthaltenen Werthe durchläuft; ur 


diefes foviel bedeutet ald, das Doppelintegrale: 


SS px,y) dxdy, (& 
als Doppelfumme aufgefaßt, fol fämmtlihe Wertbe von x und s 
befchlagen, die der Function: 


l 
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x— my, (0) 
mitbegriffen den Nullwerth, num negative Werthe beilegen, wobei 
man jedoch den numerifc größten Werth von y durch a ſixirt; — fo ift 
auch die genau entgegengefeßte Anforderung zu fielen möglich, nämlich, 
dasſelbe Doppelintegrale (£), gleichfalls ald Doppelfumme aufgefaßt, 
fol über jene Werthe von x und y ausgedehnt werden, die derfel- 
ben Function in (o), mitbegriffen den Nulwerth, nur pofitive Wer- 
the beilegen. 

Die Löfung dieſes entgegengefekten Falles verlangt die Real: 
rung folgender Bedingung: 
Ss — x. 


Stellt man nun den größten Werth, den x gegenwärtig anneh- 
men fol, durch b, folglich den analogen von y durch —b, vor; fo 


wird man, damit leßterer mit dem größten Werthe von y in (») 
übereinftimme , die Relation: 


a— 1», oder b == ma 
m 


haben, und folgendes beftimmte Doppelintegrale: 


f £ Ex, y) dy dx, 


0 
wird die Löfung des zuleßt erwähnten entgegengefeßten Falles vor- 
fielen. Aus Gründen, ähnlich denen, fo auf die Bleichung (3) in 
Nr. 433 oder auf die Gleichung (A) Nr. 435 geführt, wird man 
auch folgende Gleichung haben: 


a my ma m ma & 
runde f Sound [ (m 


mittelft der die oben angedeutete Umfeßung des vorgelegten Doppel- 
integrald in (y) bewirkt werden kann. 

Wird nämlich dag zweite Glied linkerhand auf die entgegengefeßte 
Seite gebracht, fo hat man: 


£L's« y)dxdy = Es plx,y) dy dx, (VI) 


welche die verlangte Bleichung ift. 
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Eine mit diefer gleichbedeutende Gleichung erhält man, wem 
in der vorhergehenden Gleichnng (z)- dag erfte Glied linkerhand sa 
die entgegengefeßte Seite gebracht, und. in dem Doppelintegrc. 
rechterhand die Drdnungsfolge der partiellen Integrationen vertauik: 

wird. Diefe ift: 


(ia [ p(x,y) dy dx — f Spa, y) dx dy. (1 
0 0 0 my 


Aug derfelben Gleichung (x) zieht man auch eine zur Darftellz; 
continuiclicher Functionen einer allgemeinen Größe durch beftimmz 
Doppelintegralien. — Wird nämlich in derfelben a unendlich are: 
werdend feftgeftellt, fo erhält man: 


n © on „My 8 m 
AIR IR {0.52 JE 2 Ze BL I 2 70) ZH ER q(x, y)dydx 


in welcher m nothmwendig eine veelle pofitive Zahl vorftellt; trir 
man bier die Annahme: 


g(x, y) = F(y) Cos.x(z — y), 
fo bat man, nach Gleichung (VII) der Nr. 391, die Gleichheit: 


F(z) = * SS F(y) Cos.x(2—y) dy dx, 


für alle angebbaren pofitiven Wertbe von z, wenn nämlich N: 
Function F(z) für diefelben Werthe von z continuirlich ift; bins: 
gen bat man nach den Gleichungen (VIII) derfelben citirten Nr. 
für z= 0, die Beltimmungsgleichung: 


Fo) = \2: (* (” F(y) Cos.xy dydx. 
A * 


Dieſes vorausgeſetzt, erhält man folgende drei Gleichungen: 


on my eo m 
F(z) = 1 Ss S F(y) Cos.x(z-y) dxdy+ — S S F(y) Cos.x(z-y)dyds. 


a 807 . o0 m 
F(0) =—[ S F(y) Cos.xy dxdy + SS F(y) Cos.xy dy ds. 


omy 1) 


0= S s F(y) Cos.x(z-+y) dx dy + S (| Fiy)Cos.x(zty)dydı 
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wo die Größe z in der erften ſowohl als in der letzten nur pofitive 
und von Null verfchiedene Werthe vorftellen darf. 

Dolzieht man in den erften Theilen zur Rechten der Gleid)- 
beitszeichen die Integrationen nad) x, fo erhält man auch: 


— 1 Sin.my(z—y) 4 ss 
F(2) = if F(y) — — dy + 7 F(y)Cos.x(z-y) dydx, 
0. 


Fo=— f F(y) Suur , f { F(y) Cos.xy dy dx, 


= f F(y) un dy + f iu F(y)Cos.x(z+y)dydx, 
0 00 


die, wie die vorhergehenden, für pofitive nicht Null werdende Wer: 
the von z identifch beftehen, und in welchen für m jeder reelle nicht 
negative Zahlenmwerth gefegt werden darf; für m — 0 werden diefe 
Ergebniffe durch dag in Pr. 391 aufgeftellte und begründete Theo- 
rem. veriftcirt. 

438. Wir wenden uns nunmehr den dreifachen Sntegralien 
dreier Variabeln zu, die wir in vorliegender und den folgenden 
en. analogen Betrachtungen unterziehen werden, ald mir folches 
bis anher mit den. Doppelintegralien gethan. 

Wenn im dreifachen Sntegralausdrude: 

S SS 4. 2) dz dy dx 
zuerft die Integration partiell nach z innerhalb veriabler Grenzen 
vollzogen werden fol, 3. B. 

von z — f(x,y) bi z = fi(x,y), 
wo f(x,y) und f/(x,y) beliebige Functionen von x und y vorftellen; 
wenn hierauf das fo gewonnene Ergebniß partiell nad) y, gleich» 
falls innerhalb variabler Grenzen, 3. 3. 

von y — X bis y=X’, 
wo X und X’ beliebige Functionen von x vorſtellen, integrirt 
werden fol; wenn endlich von diefem Ergebniffe, dag noch eine 
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Differenzialfunction von x fein wird, die Integralfunction inner: 
halb conftanter Grenzen, z. B. 
vn x — a bis x A, 


herzuſtellen iſt, d. h. wenn man eine Größe u aus folgender Gleichun 
A X’ fix, 
. uf S Js ” (x,y,2) dz dy dx 


f(x,y) 


zu beftiimmen hat; — fo kann man die variabeln Integrationsgrenge, 
durch Wenderung der Differenzialfunction, in conftante umfeken. 
wodurch, die Beftimmung von u auf die eines in den Iren. 325—335 
behandelten dreifachen Integralausdrucdes zurüdgebracht, und aufm:- 
hen dann alle dafeldft gemachten Mittheilungen ihre ungefchmälern 
Anwendung finden. 

Eine Art befagte Umfekung zu bewerfftelligen ift folgende. 

Zuerft erfeße man- 


z duch 4 u y) ren} +4 en y) — fX, y) 2, 
und folglich 
dz duch 4 $fixz,y) — fix, y)}dz; 


führt man nun zur Vereinfachung der Darftelung die Gleichur 
gen ein: 


vix,y) = flx,y) — fix,y), 
w(x,y) = fix,y) + f(x,y), 
fo ſtellt fih zunächſt auch folgende Beftimmungsgleichung für u 
heraus: 
A X} 
u= +5 SS olxsy Kup) hie, y)z Iap(x, y) dz dydx, 


aus der, da nunmehr die auf z Bezug habenden Integration: 
grenzen conftant und, wie fchon bis jetzt vorausgefeht ward, die aui 
y bezüglichen Integrationsgrenzen von z unabhängig find, die fel 
gende gezogen wird: 

A x 


, ala swa + ru ya|uie N dy dadz, 
4 «1 


die auch mit der folgenden gleichbedeutend ift: 
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+ A X 
u=:f f s iR, y 4 we y) 4 Vx, y)zhıylz, y)dydzdz. 


1 a 


Behandelt man nun das Doppelintegrale in Bezug auf y und x, 
nämlich: 


A X 
SS ylsy 4 pm, ) + il, y)z| w(x, y) dy dx, 
a X 


gleichwie das analoge in (1) der Nr. 426, d. h. läßt man hier 

| yin}(X+-X)+4X' — X)y 

übergehen; dann echält man auch für dasfelbe eine, mit der in Blei- 
hung (2) diefer citirten Ne. dargeftellten, ganz analoge Umfor⸗ 
mung, welche in die vorhin für u aufgeftellte Beftimmungsgleichung 
‚ eingefeßt, diefe Größe u von der Ausmittelung eines dreifachen 
Sntegrals der Form: 


an A 
f f J F(x, y; zZ) dx dy dz 
41 1 a 


abhängig herausftellt, dag, tie wir ung vorgefeht, in Bezug auf 
fämmtliche Integrationsvariabeln mit conftanten Sntegrationsgrenzen 
verfehen ift. 

439. Zur Erläuterung des in vochergehender Nr. mitgetbeilten 
allgemeinen Verfahren legen wir ung folgenden dreifachen Inte⸗ 
gralausdrud: | 


. s[-(2)"]® de(2)r-(z)7r 


u =f S f gy(x,y,2) dz dy dx 


zur Umformung in einen mit conflanten SIntegrationsgrenzen ber- 
fehenen aequivalenten und analogen vor. f 

Vergleicht man diefen Sntegralausdruf mit dem allgemeinen 
vorhergehender Nr., fo bat man dafelbft: 


t 


Lt 
n 


a durh 0, A durch a, X durch 0, X duh b[1—(—)"]" , 


x, y) durch o und fi(x,y) durch e1-(7) —-(+ Wu 


zu erfeßen; dadurch geht eine der dafelbfi aufgeftellten Gleichungen 
Raabe, Diff. u. Int. Rechnung. 11. 30 
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in folgende über: 
A 
um — f vdz, 
_ 


a »| 1—( #) "= 
sche t-RIPLLT-OT 
hat. Behandelt man den lehtern Doppelintegralausdrud nad 
427, II., führt die fo für v gewonnene Beſtimmung in die ver 
gehende u darftellende Gleichung ein, erfekt dann endlich z } 
2z —1; fo ergiebt fich folgende Beftimmungsgleichung für u: 
u= abe Ess F(z,y,z) dx dy dz, 
000 

wo man: 

BR | ı A 1a 
F(x,y,2) = ojax, by(1-x=)" , ez(1-x")p (1-y”)r (d-x@jetPi- 


hat. 
Wird hier noch die befondere Verfügung: 


| g(x,y,2) = z@-1y8-1,7-1 
getroffen, fo ift: 


4 8,7 
u = apfe? ES (1—-x")" P dx 
0 
4 Z 
x J -y dy 


1 
= ge dz ; 


\ 


vollzieht man die angezeigten SIntegrationen wie bei dem om 
Sale in Nr. 427, II., fo ergiebt ſich alsbald: 


EC Ei CE 








d. h. man erhält folgende Sntegralbeftimmung : 
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f f f 20-1 „By da dy dx — 
oo 


— (b) 





für alle reellen poſitiven Werthe von x, 6, y, m, n und p; welche 
Gleichung zu der in (a) Nr. 427 analog und, gleichwie diefe, zur Dar- 
ftelung des am Eingange vorgelegten dreifachen Integralausdrucdes 
benußt werden fann, wenn die Function @(x,y,z) dafelbft eine Ent« 
wicelung nad) auffteigenden Potenzen von x, y, z geftattet. 

440. Auf dreifache Sntegralien dreier Variabeln mit variabeln 
Sintegrationsgrenzen hat man jene Probleme jedesmal zurückzubrin⸗ 
gen, die denen auf zwei Variabeln bezüglichen, in Nr. 428 näher 
bezeichnet wordenen, ganz analog find. Mit der Vorführung und Lö⸗ 
fung eines folchen Problems, wie auch mit der Reduction des dabei 
fi) ergebenden dreifachen Integrals in ein aequivalented mit con- 
ftanten Integrationsgrenzen verfehenes, befaflen wir ung noch in 
vorliegender Pr. 

Man befiimme das dreifahe Sntegrale: 


S SS um, y,2) da dydx, 


als dreifahe Summe jener reellen Werthe von x, y 
und z, die in die Function: 


gefest, derfelben, Null mitbegriffen, reelle Reſul— 
tate mit negativen Zeichen beilegen. 

Die Löfung diefes Problems verlangt die Angabe jener reellen 
Werthe von x, y und z, die folgender Ungleichheit und Gleichheit: 


x! y? 22 


a? 'b2 an =, 
welche mit folgender gleichbedeutend ift: 
7,2 x? 2 
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genügen. Geben wir auch die Buchflabengrögen a, b, e tt. 
voraus, fo kann der eben geftellten Anforderung nur dan ec 
fprochen werden, wenn die DBariabeln x und y folgender Ani: 
derung: 


die mit folgender: 


2 
_—t+ — —41< ! 
br u | 


gleichbedeutend ift, nachfommen; nun haben wir in Pr. 421 
Werthe von x und y bereits firirt, die diefer letztern Anferder. 
entfprechen, nämlich die von x erſtrecken ſich über alle, ſo im 
halb der Grenzen: 


— a und + a, 


dieſe mitbegriffen, enthalten find, und die von y umfaſſen alle in: 


halb der Grenzen: 
— b V und +b V:= 

enthaltenen Werthe, diefelben mitbegriffen, die jedem der eben‘ 
x firirten Werthe entfprechen: daher wird, wenn durch x, unt 
ein der Anforderung in (o) entfprechendes yufammengehören 
Werthenpaar von x und y vorgeftellt wird, der ung gefekten ! 
forderung in (p) entfprochen, wenn man der Variabeln z jüm 
liche Werthe von und mit: 


— VA— —— bis und mit + eYi = 3 
beilegt. — Dieſes vorausgeſetzt, ſtellt ſich folgende Löfung des ı 


geſetzten Problems heraus: Die Variable z umfaßt ſämmth 
Werthe: 
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in welchen endlich die Variable x ſämmtliche Wertbe: 


von x — — a bis x — ta 

durchläuft; d. h. dag vorgelegte dreifache Integrale iſt zuerſt par- 
tiel nach z innerhalb der für z angewiefenen Grenzen zu integri- 
ven, hierauf ift dag Ergebniß partiell nach y gleichfalls innerhalb der 
eben für diefe Variable feftgeftellten Grenzen zu integriven, worauf 
dann endlich die Integration nah x von x = — abi x — -+a 
zu vollziehen ift. Stellt man fonach die verlangte dreifache Summe 
durch u vor, fü hat man: 


da tb Vı® te V 1 - y® . 


57 


u = f f g(x, y,z) dz dy dx, (7) 


a hsYı_ tt  _ 
2 byı.ı v 


welche Gleichung die Löſung des uns geſetzten Problems von der 
eines dreifachen Integrals mit variabeln Integrationsgrenzen ab- 
hängig herausftellt. 

3ur Umformung diefes dreifachen SIntegrals in ein analoges 
und aequivalentes, aber mit conftanten Sntegrationsgrenzen ver- 
fehenes, verfahren wir nach den allgemein gehaltenen Mittheilungen 
der zweitvorangehenden Nr. — Wird zuerft 


, x? y? 
z in aVı-5 — 7 


umgeſetzt, ſo erhalten wir: 
— 


eff f una ı-& x -E)V Zara; 


1a ayı 
& 


wird hier ferner: 
x 
y durd by V ı —7 


und hierauf dann x durch ax erſetzt; — ſo ſtellt ſich zuletzt folgende 
Beſtimmungsgleichung für u heraus: 
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nhn — — 
n=abef [ 5 gtax,by Yı-x2,cz Yi-x? Yı-y?) (4-x?2)V 1-y? dxdydz, (D- 
1'111 


die die volftändige Töfung des uns am Eingange geſetzten Pre 
lems vorftellt. 

441. Bon den Ergebniffen der vorausgehenden Nr. wollen mi 
bier noch einige Anwendungen, unter befondern Berfügungen u: 
die Natur der Function o(x, y,z), mittheilen. 

I. Für die erfte befondere Annahme: 


o(z,y,z) = (xyz)! = 1, 
„bietet die allgemeine Gleichung (D) folgende Beftimmung für utır. 


41 pp 
u = ahc f (1—x?) Vi—y? dx dy dz ; 
1 21 21 
vollzieht man die Integration zur Rechten, fo erhält man: 
u — abc 7, 


welcher Ausdrud der räumliche Gehalt eines dreiachſigen Ellipie: 
vorftellt,, deffen drei Achfen durch: 
2a, 2b, 2c 

vorgeſtellt find. 

II. Für eine zweite befondere Annahme, fei: 

Y(x,y,2) = ax? + By? + yz?, 

wo a, ß, > conftante Größen find. 

Die allgemeine Gleichung (D) geht in folgende über : 


nn 2 
u = abc f f f Ul1—x?) yı—y? dx dydz, 
A441 4 


wo wir: 
U= aaz? + Sb?(1ı —x?)y? + yali— x?) (1 — y2)z? 

gefeßt haben. Diefe Beflimmungsgleichung für u ift auch mit fa 

gender gleichbedeutend : 

1 


1 1 


u — sebeſ f f UA—x?) yi—y? dz dx dy; 


0 0 0 


integrirt man bier nad) z, fo hat man: 
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ı 1 
u_ sauthe | f x2(1—x2) Vi—y? dx dy 
o 0 


1 1 


+ sRabie | f (1— x2)2y2 V1—y? dx dy 
0 0 


ı 1 
+ - y abe? f f (1—x?)? 1—y?) Vi—y? dxdy; 
00 


wird hier ferner nad) x integrirt, fo ergiebt fich die Beſtimmungs⸗ 
gleichung: 


1 
um I abe f Yı-y? dy + — — y2 yı—y? dy 


+ abe: | (d—y?) Vi—y? dy., 
0 


die mit folgender gleichbedeutend ift: 
. 1 
um — abe (aa? + Sb? + yc?) f Vi—y? dy; 
0 


volßzieht man endlich die Integration nach y: fo ftellt ſich folgende 
Beftimmung für u heraus: 


um 5 aben (aa? + 8b? + 5c2). 


Wird hier erſtens «= 0, ß=1, 1, yweitend a1, B=0, 
y—1, dann dritten a=1, B=1, »=0 angenommen; fo er- 
hält man in derfelben Ordnung die Trägheitsmomente desfelben 
Dreiachfigen Ellipfoids in Bezug auf die drei Hauptachfen 2a, 2b, 
2c desſelben, wenn deſſen Dichte conftant und der Einheit gleich 
vorausgeſetzt wird. 

HI. Für eine dritte befondere Annahme endlich, fei: 

Yy(x,y,2) = — — — 
V( + (d—y)? + (y—z)? 
wo a, ß, > conftante reelle Größen find, die pofitiv, negativ und auch 
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unendlich Heinwerdend fein können, ſo bietet die allgemeine Eike 
hung (D) ende Beſtimmung für u dar: 
t 71 


f S j (1—x2) Yı-y2 dx dy dz 
u=abe / |a-ax)?+(B-by Y4-x2%+4(y-czV 1-syı-y3}! 


Die erften partiellen Differenzialguotienten der bier dargefti: 
Größe u nady den Größen «, 8 und y genommen und mie 
gegengefeßten Zeichen verfehen, ftellen die nach den Richtungen ! 
drei Hauptachfen zerlegte Anziehungskraft des in Rede ftehe 
Ellipſoids (wenn nämlich das allgemein anerkannte Gravitatt 
gefeb zu Grunde gelegt wird) auf eine Maffeneinheit vor, weik 
einem “Punkte concentreirt vorausgefeßt ift, deffen Eoortu:: 
wenn auf diefelben Achſen als dag Ellipfoid bezogen, a, 3 
y find. , 

Mit der Reduction diefes dueifachen Integrals in ein eink 
beftimmtes Integrale, wenn über «, 6, y feine fpecielle Verri 
getroffen wird, werden wir uns in den folgenden Ten. bei 
wobei wir ung jedoch auf die Beftimmung von u bingemieien " 
werden, wenn man für a, 8, > Nullwerthe feftfeßt; und da de: 
aufgeftellte Gleichung, bei diefer Tpeciellen Verfügung über « : 
fehr bald zur Kenntniß von u (durch ein einfaches beſtimmtes 
tegrale ausgedrüdt) führt; — fo befaffen wir uns noch in w 
gender Nr. damit, nämlich, mit der Reduction des Werthe 
u auf ein einfaches beftimmtes Integrale, wenn man «=0, : 
und „=0 voraugfekt. 

Stelt man durch u, den Werth von u aus ber obenc 
ftelten Gleichung (1) vor, wenn man über &, ß, y, wie ch 
wähnt wurde, verfügt; fo bat man: 


1 72 p 
w= R f f — _A-)yioyrdadyda yi—y’ dx dy da 
Va?’x? 1 
1 4 


+ beyX1—x3) + 222 1 — x) (1-F 


welche mit folgender gleichbedeutend ift: 
uo * f j _____(dx2)Y1—y? dx dy dz 


Valx? + — + b2y:(1— x?) + 0722(1—x2) ( Jap 
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Vergleicht man dieſes beftimmte dreifache Sntegrale mit dem 
viel allgemeinern in Nr. 333 behandelten, fo wird dag gegenwärtig 
in Rede ftebende aus dem citirten gewonnen, wenn in demfelben‘ x 
mit z vertaufcht, dann a=0, b=0, c=0 angenommen wird, 
und endlich &, 8, > der Reihe nad) durch c, b, a erfeht werden; 
nimmt man nun diefe Umfeßungen mit den Gleichungen (e) und (f) 
der citirten Nr. 333 vor, fo hat man: 


J s __ MN Vi—y?dzdyd A f f fon Awärde 
I} Vatz?}b2y%41-x2)}0?2%(1-x2)(1-y2) abe > 


wo der Kürze wegen: 


M 1 
* Sin.u?Sin.v? Sin. ”. Sın.u?Cos.v? os.uꝰ 
h? a2 





gefeßt wurde. Beltieht man nun rechterhand die Integration nad) 
w und führt dann das gewonnene Ergebniß in die Gleichung (2) 
ein; fo bat man Heise Beftimmungsgleichung für us: 


_y . Sin.u dvdu 
= Cos.u2 Zu Sin.u?2Cos.v? Sin.u?Sin.v? ’ 
ö— — 


oder auch —* 


en dv 
00 = ff Cos.u2 Sin.uꝰ Sin.u2 Siın.u? 9 J 
0 (= + =) — — uu — ir )Cos 


Volzieht man die inner den Klammern angezeigte Integration 
mittelft der erften oder der leten der in Nr. 78 des erften Bandes 
unter (130) zufammengefaßten drei Sleichungen, und zwar mittelft 
der erften, wenn man e<b annimmt, und mittelft der lebten bei 
der entgegengefehten Annahme; fo gelangt man auf folgende Be⸗ 
ſtimmungegleichung für m: 


Sin.u du 


— — — — , 
f Vi: . Su Cos. w Sa u Con u? „Sion u? 2) 


w= 27 





oder auch, wenn im beflimmten ——— eehterand 
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Tang.u = — 


angenommen wird, auf folgende: 











welche, gleichwie die vorausgehende (2%), den Werth von w, m: 
wir oben behauptet haben, nur noch von dem Werthe eines einfute 
beftimmten Sntegrald abhängig darfiellt. 

442. Dad) einer Höchft genialen Bemerkung von Dirichlet!x 
fi) die durch die allgemeine Gleichung (D) Nr. 440 dargeiık: 
Größe u durch ein vierfaches beftimmte Integrale darftellen; der 
kann in gar vielen Fällen, zu denen auch der in III. vorangehete 
Nr. befprochene allgemeine Fall der Gleichung (1) gehört, in ein fur. 
faches beftimmte Integrale umgefeßt werden; welches letztere kur 
durch eine DVertaufchung der Drödnungsfolge der partiellen Sn: 
grationen, in den meiften Fällen und auch in dem eben erwähnt: 
Sale vorangehender Nr., auf ein einfaches beftimmte Intei. 
einer Variabeln zurückgebracht werden ann. 

Das Wefen diefer Bemerkung ftüßt fi) auf die Gleichung: 


f ur vw-+z, 
) 


die wir in Nr. 388 (GI. 6) begründet haben, in der dag obere oe 
dag untere Zeichen gilt, je nachdem «a eine pofitive oder eine tn: 
gative reelle und angebbare Zahl vorftellt. — Bedenkt man nämlıl 
die Bleichheit: 

Sin.v Cos.gv — 4 Sin.(1—g)v + 4Sin.(1+g)v , 
vermöge welcher man: 


f ar Cos.gv =; | din —8 dSin ee! I 
0 0 0 


bat: fo bietet die oben zu Grunde gelegte Gleichung, erftens: 


f Sin. v Cos.gvdv=0, 


v 
0 
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für fämmtliche reellen Werthe von g dar, die numerifch die Einheit 
übertreffen; zweitens bat man: 


f Sin.v Cos.gvdv=7, 
0 





v 


wenn der numerifche Werth der reellen Größe g um ein Angeb- 
bares von der Einheit übertroffen wird; endlich hat man drittens: 


f Sin.v Cos.gvdv =#, 


V 
0 





wenn der numeriſche Werth der reellen Größe g entweder gleich 
der Einheit oder um eine unendlich kleinwerdende Größe von der⸗ 
felben abweicht. Hieraus folgt nun daß der Sntegralausdrud: 





v 


- f Sin.v Cos.[f(x, Jı 2, .» .) v] dv ’ (VID 
0 


n welchem f(x,y,z,...) irgend eine Function von x,y, 2... 
yorftellt, für alle Werthe vonx, y, z,..., für welde 
(%,y,2,.)<tift, die Einheit vorftellt, für Werthe von 
c, y, 2, ..., die eR,y,2..)=1 geben, die Hälfte der 
Einheit oder + vorftellt, und endlih für Werthe von 
5 Yy, 2, ... die f,y2,...)>1 berausftellen, jedesmal 
n Null übergebt. 

Diefe folgenreiche Bemerkung ift e8 nun, von der wir am Ein- 
ange diefer Mr. gefvrochen und die wir auf den in Rede ftehenden 
‚al der Nr. 440 und hierauf dann auf den befondern Fall des- 
:Iben, III. vochergehender Nr., in den folgenden Nrn. zur An- 
endung bringen werden. 

443. Hat man, wie foldhes in Wir. 440 verlangt worden ift, 
38 dreifache Integrale: . 

f f f g(x,y,z) dz dy dx, 
ı8felbe als dreifache Summe aufgefaßt, über jene reellen Werthe 
In x, y und z auszudehnen, für welche die Function: 
x? y? 22 
f(x, y, 2) = — * 7 * 7 


wohl kleiner, als auch gleich der reellen und poſitiven Einheit ver⸗ 
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bleibt, und bezeichnet man durch u den Werth desfelben; fo bat mer, 
vermöge der Bedeutung des Ausdrudes in (VIII) vorangehente 
Nr., nenn Beftimmungsgleichung für u: 


if f ss Cos. (( a) Betas (aty.2)dadyäzıR, (r 


wo die beigefeßte Größe R, über deren Beflimmung wir uns forer: 
ausfprechen werden, in den meiften Fällen eine unendlich kleinwe: 
dende Größe vorftellt, und fonach alsdann auch unbeachtet oder wer: 
nachläßiget werden darf. — Vermöge der Eigenthümlichkeit te 
eitirten Ausdruckes in (VIII) geht nämlidy, in diefer Beftimmunss 
gleichung für u, der inner den Klammern enthaltene ISntegralustrat 
in Null über, wenn x, y, z Werthe annehmen, die der Lngleichbeu: 


x? yr 2 





entſprechen; derſelbe Ausdruck ſtellt aus gleichem Grunde den Wer? 
F, daher mit # multiplieiet, die pofitive Einheit dar, wenn die 
Werthe von x, y, z in dbemfelben ſouender Ungleichheit 

x? y® 

tet <1i 
genügen; multiplicirt man ferner Venfeben Ausdruck mit %, ſe 
bietet folcher den Werth + dar, wenn die Werthe von x, yı 
folgender Gleichung gemäß: 

2 2 3 

a re 
befimmt werden. Nun erfcheint befagter Ausdrud in der That mr 
„ und überdieß noch mit: 

g(x, y, 2) dz dy dx 
multiplicirt, wo vermöge der beigefehten Sntegrationsgrenzen ker 
Variabeln x, y und z diefelben fämmtliche veellen Werthe ver. 
— co bis + ©o durchlaufen; — daher wird die Summe aller dieſer 
Produkte den Werth des dreifachen Sntegrals: 


ESS HR y2) dadydx, 


über alle Werthe von x, y und z ausgedehnt darftellen, Die der 
Ungfeichheit: 
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x? y? 2 

= "pp" a@ 
genügen, und überdieß noch die Hälfte desfelben dreifachen In⸗ 
tegrald, wenn in demfelben die Variabeln alle Werthe, die der 
Bleichung: 

x? ? 22 

arten 
entfprechen, durchlaufen. Wir haben aber in Nr. 440 unter u den 
Werth desfelben dreifachen Sntegrals vorgeftelit, wenn in demfelben 
x, y und z fämmtliche Werthe durchlaufen, die folgender Ungleich- 
beit und Bleichheit: 


genügen: — fonad) ergiebt fich für R folgende Beftimmungsgleichung: 
R=4ı ff Sf ey2 dz dy dx, . 

wo die dreifache Integration über alle Werthe von x, y und z 
fi) erſtreckt, die der Gleichung: 

x? y? z2 

as '’'m tra m 
genügen, d. h. in der Differenzialfunction: 

" g(x,y,2) dz dydx, 
bat man für x, y und z alle Werthe zu feken, die der eben auf- 
geftellten Gleichung ein Genüge thun, und die halbe Summe aller 
diefer Ergebniffe ftellt dann den Werth von R in der obigen u dar- 
ftellenden Gleichung (7) vor. 

Man wird alfo, wenn: 
d«=o, d=u', d= u" 

gejegt wird, duch, Differenziation der obigen Gleichung zmwifchen 
x, y und z folgenden Zufammenhang unter diefen unendlichHlein 
werdenden Größen haben: 


aus welchem 
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gezogen wird; führt man diefe Beftimmung für @ in die Ti 
renzialfunction: 

4 o(x,y, 2) dzdy dx oder + (x, y, z) 0 w' 
ein, wodurch diefelbe in: 


= 
übergeht, fo wird man, nad) dem man noch z ale Function ver 
x und y mittelft der obigen Gleichung erfekt haben wird, bieten 
Ausdrud in Bezug auf jene Werthe von x und y zu ſummiren 
oder zu integriren haben, die folgender Anforderung: 
2 2 
sh 
nachkommen, d. h. man hat: 


ec? . x c? 
R=— 40 ( (v1a12) 2 yar — —A— y, 2) dy dx, ı:! 


wo die Doppelintegralien, nad) dem aus denfelben z mittelſt der 
Gleichung: 


— 4 g(x, y. 2) 2 oooo0t — + Low on‘ 


eliminirt worden ift, über jene Werthe von x und y fich erftreden, 
die der Bedingung: 
. x? y? 


— — 
at h? = 1 


nachfommen. Yun find diefe Doppelintegralien, mit den unenthe 
fleinwerdenden Faktoren » und ©’ zu multipliciren; — daher wirt. 
wenn befagte Doppelintegralien in die Klaffe jener fallen, die wir ın 
Pr. 314 ald Repräfentanten mathematifcher Größen erflärt haben, die 
Größe R in der obigen u darftellenden Gleichung vernachläßiget werter 
dürfen; im entgegengefeßten Falle aber wird R eine unbeflimm: 
Größe vorftellen, in welchem Falle die obige Gleichung (7°), di 
durchaus unbrauchbar zur Darftellung der Größe u erklärt wert- 
muß. Gehen wir alfo von dem leßtern diefer Fälle ab: fo ar: 
die obige Gleichung (7’) über in: 
te te _t 


2 Ss f f f g(x,y,2) Cos. Be ra) Pr ar dx dy ds. 
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die auch mit folgender gleichbedeutend ift: 


fe 19 te , 
| f f — J Fanta (D') 


0 „N 0 


die, wie vorhin gezeigt wurde, infofern die Löfung des am Ein- 
gange vorliegender Nr. oder des in Wr. 440 ung gefeßten Problems 
darftelft, als die Doppelintegralien in der obigen Gleichung (v), in 
der oben befchriebenen Weife als Doppelfummen aufgefaßt, Reprä- 
fentanten mathematifcher Größen find. Diefes trifft, wie bei fo 
mancher andern Annahme, auch bei der: 

1 


Y(x,y,2) = EG 
ein, welche Annahme den in Nr. 441 unter III. behandelten Fall 
befchlägt, mit welchem, mie mir dafelbft angefündiget haben, mir 
ung in den folgenden Pen. näher befaffen werden. 

444. Wird in der allgemeinen Gleichung (D) vorangehender 
Tr. über die Function o(x,y,z) in der Ausgangs derfelben Nr. 
erwähnter Weife verfügt; fo hat man, wenn überdieß noch die 
Drdnungsfolge der partiellen Sntegrationen vertaufcht wird, fol- 
gende eichumg: 


_ 2abe __Cos.[(x?+y?+z?)y] Sin.v 
en, V (a-ax)2t(8-by )2F(y-cz)2 „ dzdydxdv, (1) 


welche die in (1) Nr. 441 aufgeftellte Gleichung erfekt, aus der 
wir file u ein einfaches beftimmtes Integrale ziehen werden. 

Wir haben im erften Bande, in Wr. 166, folgende zwei Blei- 
chungen begründet: 


ı-VEf Cos.bw | -V: fr 1 
— vw wo A * n vw w; 

0 0 
die aus den Gleichungen (77) a. a. D. fließen und fir alle pofitiven 
reellen, jedoch angebbaren Werthe von b beftehen; aus diefen Glei— 
chungen zieht man auch fehr leicht die folgende: 

1 _ eV f —8 1 dw 


vw’ 
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die, gleichtwie die vorhergehenden, wenn b reell if, nur für ange: 
bare pofitive Werthe diefer Größe Beſtand hat. 
Sekt man nun in diefer Gleichheit : 
b= («— ax) + (B—by)? + (yv— cz), 

wo, zuc Rechten vom Gleichheitsjeihen, a, b, c, a, ß, y teilt 
Größen vorftellen, fo verbleibt derfelbe Ausdruck vechterhant t: 
jeder reellen DBerfügung über x, y und z angebbar und pofim. 
wenn nur nicht @, 8 und > zugleich Nullwerthe annehmen; wir. 
diefer Verfügung über &, 8 und > geht fonach die obige Gleihım: 
(1°) in folgende über: 


— 2abe * ER Sin.v J dv dw, 


in der wir zur Bereinfahung ber NAHER 
to jo Fe 


Se wvaf ff wla-am)2 }B-hy Er V v(x24y?+zHdıdıl 


ai ii o 








gefeßt haben. Umſetzt man in diefen Bleichungen w in — Z_,0k 
man auch: 








— 2abc f f 8 Sin.v dvd (gi. 
— 7 wywyVv wo. 
und 
t1o_ te te 
S’ eva f f freteanen Vicos, v(xz?ty?+z?)dxdvd: 


Um aus diefer Gleichung (1) den Werth von u zu erhalte. 
haben wir ung zuvörderft mit der Ausmittelung der eben auf: 
ſtellten Größe S’ zu befaflen, die, wie aus dem Vorausgefchidr 
erhellet, nothwendig einen reellen Werth darbieten muß. — Tr 
felbe zu beftimmen, fchlagen wir das bei andern analogen File 
mit Erfolg angewandte Verfahren ein, nämlich, wir feßen noch N 
Gleichung feft: 

je te to 
Tı_e* ij f fer 24(8-by)atly-en)2]y/ -1 Sin.v(xHySt2tydxdydı 


wo aus gleichen Gründen auch T’ einen reellen Werth voritete 
wird, und beflimmen dann den Ausdrud: 
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:$5+-T v⸗i 


der reelle Theil dieſer Beſtimmung wird S’ und der Faktor vom 
v—1 in derfelben wird den Werth von T’ darbieten. 
Werden nun der Kürze wegen folgende Gleichungen feftgeftellt: 


2 
Az1#- tt, B—1- 2, c=ı+ X, 
w W 
—5 w ’ — w w ’ 


= — ar R+ m: 


fo haben wir zur Beftimmung von S’ und T’ die Gleichung: 


S’+-T y— - 
te to +@ 
— eiv f f f Ar +By? +Cı? +2Dx+2EytH2FeHG)vV 1 dx dy dı. ‚, 6) 


wo, wie aus der Bleichung (17%) zu entnehmen ift, w feinen nega- 
tiven Werth vorftellt, daher dann auch die Größen A, B und C 
reelle, angebbar pofitive Werthe repräfentiren. 

Dbgleich die dreifache Integration vechterhand diefer Gleichung 
fehr leicht vollzogen werden kann, zieben wir es gleichwohl vor, 
diefelbe als fpeciellen Hall eines viel allgemeinern dreifachen Inte⸗ 
grals anzufehen, welches wir in der folgenden Nr. uns vorlegen, 
und auf ein einfaches beftimmtes Integrale zurüczubringen lehren 
werden. 

445. Das allgemeine dreifache Integrale, deffen Ausgangs vor- 
bergehender Nr. Erwähnung geichah, ift folgendes: 


+0 ta + 
üU=fff q(Ax2+ By? + 022 + 2Dx + 2Ey + 2F2 + G)dxdydz, 


wo @ irgend ein Functiongzeichen vorftelt, A, B,C,D,E,F,G 
reelle Conftanten find, worunter die drei erftern, nämlich: 
A,B, c 
angebbare pofitive Werthe repräfentiren. 
Erſetzt man die Integrationsvariabeln x, y und z der Reihe 


nach durch: n p 
iu T Ip i= 7’ 


Raabe, DI. u. Anı. Rechnung I. 3 
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fo hat man, wenn ‘auch feine der Größen D, E und F unenblich 
großwerdend ift, folgende: 


v By? + Cu + H)dxdydz, 


wo man zur Vereinfachung: 
DB E Ft? 
H=6G—-—- - 7-7 


gefeht hat; diefe, die Größe U darftellende Gleichung, ift, weil in 
derfelben die Sntegrationspariabeln nur in geraben Dotemyen vor» 
fommen, mit folgender gleichbedeutend: 


u=s/[ "CL gas + Br +C2+B dx dydz; 
0 


und da diefe, wenn, wie ſolches am Eingange vorausgeſetzt wurde, 
die Coefficienten A, B und C in derfelben von Null verfchieden 
und pofitiv find, nach Gleichung (a) Pr. 334, mit der folgenden: 


Ir ” 
U= —— p(x+H) yx dx 
varı ) 


gleichbedeutend iſt: fo befteht folgende allgemeine Umformungsgleichumg: 


te _+w_teo 
SS 5 pazt + Byt + Ct + 2Dx + 2Ey + 2Fa + 6) drdy da = 


am | dere- TR - Tre (iX) 


die bei jeder Verfügung über die Function ꝙ, und bei der gegenwärtig 
feftgefteliten Annahme eined Reellfeind der Coefficienten A, B, C 
D, E und F nur infofern Beſtand bat, ald die drei erfiern, A, 
B und C, poſitiv und angebbar, und die drei letztern, D, E und 
F, nicht unendlich großmwerdend find. 

Vermöge der Willkührlichkeit der Function ꝙ ift man nunmehr 
auch zur Aufftellung folgender Umformungsgleichung berechtiget: 





+» to tw 
SS S olalAx’+ByP+C24+2Dx+2Ey+2F2+G)| dxdydz— 


Zn ohkro-2-E- Dias on 
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in der die Eoefficienten A, B, C, . . . denfelben Befchränkungen, 
als in der vorausgehenden Gleichung unterliegen, die Function @ 
gleichfalls wie in der vorhergehenden wöllig willtührlich verbleibt, und 
endlicy „ eine willtührliche Conſtante vorftellt, die veell oder imaginär, 
pofitiv oder negativ u. f. mw. fein kann. Don diefer Gleichung (X) 
werden wir bei der Umformung der Gleichung (5) vorausgehender 
Nr. Gebrauch machen. 

446. Wird über die willtührliche Function 9 der Gleichung 
(X) .vorhergehender Nr. dergeftalt verfügt, daß für irgend eine all- 
gemeine Größe &: 

ed) = ei 
werde, und feßt man überdieß noch: 
= ıvy—i ; 
fo hat man, wenn A, B, C, D, E, F, G diefelben Bedeutungen, 
wie in der Gleichung (5) Nr. 444 haben, ftatt diefee Gleichung (5), 
die folgende: 
Ss +- T Y-i= 


Inwyiwe -IV-1 f tr bie * Zw 


= Yan Vila Var va 


0 
die mit der folgenden gleichbedeutend ift: 
S'+-Ty-Ai= 


oe, P_ * VAa 
— En . 


in der alſo, vermöge der Deduction derſelben, die Größen a, ß 
und 7 weder zugleich umendlich kleinwerdend noch unendlich groß 
werdend fein dürfen. Erſetzt man aber in den Gleichheiten (1) 
Pr. 416 

& duch) 3 und b duch v, 


multipfieiet die zweite mit V—1 und nimmt dann die Summe der» 
felben, fo hat man: 
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> 


eva ya N Va 
S wr 


oder auch, mit Beachtung der Gleichungen (8) und ($) der N 
220 und 221 des erften Bandes, die folgende: 


(v V dx _ ee eV“, 


es geht demmach die vorige Gleichung über in: 


o 


+—— 


wyVw Rt; (+ hehe * +2)" —* 


a Bed ST Be a ee 


aus der: 





Ku 
wVw 
Som um — — —— — — 
ya vv Yairw Vbs+w — ; 
rt ) 
D— wyw a+w b2+w c!+w ' 
VE Yan Ve Van 
gefolgert wird, wo S’ und T’ die durch die Gleichungen (9) = 
(4) der Nr. 444 feftgeftellten Bedeutungen beibehalten. 
Wird num diefe für S’ gewonnene Beſtimmung in die Ge 
hung (1) der eben citirten Nr. eingefegt, fo ſtellt fich folgende & 
ftimmungsgleichung für u 


62 y* 
— J Sin. | In [Master a drie 
V + Vz Vur Ver Vor 
die mit Ausnahme eines gleichzeitigen Beſtandhabens folgender Su 
chungen: 

















a=0, B=0, y=9, 


wie der folgenden: 


a=0, =, Y= 8» 
die Löſung des ung unter IIE in Nr. ah gefeßten Probin 
darftellt. 
Wie nun weiter zu verfahren fei, um aus biefer GSteichumg | 
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Größe u durch ein einfaches Sntegrale dargeftellt zu befommen, 
werden wir in folgender Nr. zeigen. 

487. Die Ausgangs vorhergehender Nr. aufgeftellte Beſtim⸗ 
mungsgleichung für u läßt fih, wenn der Kürze wegen 
a? y2 


We — + 1 mm 
a? + w b2-+-w c2-+-w 


gefeßt wird, auch folgendermaßen darftellen: 


— N ee | ZT 
WARTE 


aus der wir bier, nach dem wir das innerhalb der Klammtern ent- 
baltene beftimmte Integrale ermittelt haben werden, die gefuchte 
Größe u, durch ein einfaches beftimmtes Integrale ausgedrückt, 
jiehen werden. 

Behufs der Ausmittelung des eben erwähnten beftimmten Sn- 
tegrals multiplicirven wir die in Nr. 388 aufgeftellte Gleichung (5) 
mit dp und integriren dann folche, nach dem man nod) in derfelben 
oe in v umgefeßt bat, vonp=M bi p=N; dadurch erhalten 
wir zunachſ die Gleichung: 

N 
e”dv= } Arctang. - dp, 
und wenn zur Rechten die Integration vollzogen wird die folgende: . 


” Cos.Mv—Cos.Nv 


y?2 


f a Cos.Mv—Cos.Nv 


.s er dv u 
0 
2M⸗ 
= N Arctang. _ — M. Arctang. u + — log. u ‚ (a) 


aus der, wenn man: 
M=1—-W wm N=1+W 


ſetzt, die folgende gezogen wird: 
f “ Cos.4—W)v — Cos.4-+-W)v a vo 


y2 
0 
— 1*W 41-W ın2+-(1-W)2 
= (1tW) Arctang. — (1-W)Arctang. — + 7 log. mir (FW 
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aus der endlich, je nach der Größenbefchaffenheit von W, Wi 
Rede ftehende beftimmte Sntegrale, wie folgt, ermittelt wid. % 
fegen wir nämlich in derfelben die pofitive Größe m in den Jun 
des unendlichen Abnehmens, fo erhalten wir, da mac den in 
ausgefchickten W nothwendig pofitive reelle Werthe dardiet, 
nachdem W< 1 oder W = 1 oder endlich W > 1 tft, in bei 
Ordnung folgende drei Beftimmungsgleichungen: 


= v=(dHWg-d-Wmi=\ 


f 2 Cos.(1—W)v — Cos.(1-+W)v a 
0 


dv= (AH)! on, 


f ” Cos.I—W)v — Cos.(1+-W)v 
m 
o 


f Cos. 4 -Wv—Cos 1 W) ar 4HW)EH+U-WI= 
0 


y? 
d. h. wir haben: 
| f Cos.1—W)v — Cos.(1+-W)v 


5 dv = Wr, wem W Si, 
v 


0 


f Cos.(.—W)v— Cos.(1+W)v 
) ö— TI 


= dy — x, vuWw>1ı 


iſt. Dieſes doppelte Ergebniß für den innerhalb der Klam 
Gleichung (199 enthaltenen beſtimmten Integralausdruck mı 
abgeſonderte Behandlung dieſer Gleichung nach den vdiefen 
niffen entfprechenden Annahmen nothwendig; wozu wir | 
auch übergehen. 
; I. Betrachten wir zuerft den Fall der Gleichung (1°), wı 
2 2 
See 
hat. — Bei diefer Annahme bat man: 





w=-_.+ f_ x £_<ı, uw=0oBß, 
— aöyrw b2+w c-+-w „ bon w 


und da in der That die auf w Bezug habenden Integratio 


der Sleichung (1) fämmtliche reellen nicht negativen WW 
w befchlagen:-fo geht, vermöge der erftern der Bleichheit 
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der Ausdrud zur Fechten in en (19) in folgenden über: 





- £_ 
De + De * + c?-+w 

f Ve3VervVe: va 
Diefer Ausdrud ftellt den Werth der gegenwärtig in Rebe ſtehenden 
Größe u vor, wenn «, ß, y der Ungleichheit in (7) entfprechen, 
mit Ausfchließung jedoch des Falles, wenn @, 4 und y zugleich 
Nullwerthe vorftellen, welche Annahme gleichfalls noch der Un⸗ 
gleichheit in (7) entfpricht. Stellt man nun duch J den Werth 
von u vor, der allen reellen Werthen von «, 6, 7 entfpricht, die 
der Ungleichheit in (7) genügen, fonach auch jenen der Annahme: 

e=0, 40 und y—=0; 
fo wird man: 


y2 
Bw + U (7 
ala eg 
m rw biw dw h2+-w ce-+w dw 


feßen müflen, wo C eine von &, A, y independente Größe dar- 
ftellt, die folgendermaßen beftimmt wird. 

Nimmt man in diefer Gleichung «=0, B=0 md 0O an, 
fo verfchwindet das beftimmte Sntegrale rechterhand und die Größe 
J zur Linken fiellt dann genau die in Nr. 441 durch Gleichung (2°) 
ausgedrückte Oröße u, vor; dadurch gewinnt man die Gleichung: 


— 6, 
| v:3V 147 EV 











und folglich: 








tete 
(>= mem" ci+w 
Bi n 
Vag Vag VuzVoer Ver 
welhe Größe I den Werth von u aus Bleihung (1) Wr 


444 für alle reellen Wertbe von a, 8, y darftellt, die 
der Ungleichheit in (7) nahlommen. 
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II. Betrachten wie mın den zweiten zu dem oben behandeln 
genau im Gegenſatze ftehenden Fall, wenn nämlich die reellen Wert 
von =, ß und » folgender Ungleichheit nachkommen: 

Ka + 5 + Z >1. 

Da die Größe W, als $unction von w, für ſämmtliche nur 
negativen Werthe von w continuirlih und beftändig pofitiv ver 
bleibt; und da diefelbe Function, nach der eben feftgeftellten Us 
gleichheit, für w = 0 größer ald Eins, hingegen für w=x 
den Nullwerth annimmt: fo muß es einen pofitinen Werth für 
geben und zwar, weil beim Webergange von w — O bis w=x 
die Function W beftändig abnimmt, nur einen einzigen, der ink 
Function W ftatt w gefeßt, erftere der Einheit gleich macht. Eitele 
wir diefen einzigen Werth von w durch w. vor, fo wird folcher ux 
der Gleichung: 


2 2 2 
nt e 
zu beſtimmen ſein, und man wird haben: 

W1 für w<w, md W<ıfrwo> w;; 
ferner kann der Ausdrud zur Rechten in Gleichung (1) aut, 
wie folgt: 


_ f j Cos.(1- Cos.tt-W)v-Cos. tt Wi ArWv, | dw 
. w w w 
Ve3V es VS 


_ j | F Cos. Sant Men »08.(1tW)v | J — dw _ —. 
W w ww 
yVaszyazvVor 
geftellt werden: daher geht derſelbe, mit Beachtung der Gleichunza 
in (6), über in: 


o0 


——— 


a’-+-w FW c2-+-w 


az — 7— eva: V:3V onVez 


Diefer Ausdruck ftellt die in Rede ftehende Größe u der Gleichun: 
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(1) Ne. 441, bei Annahme des Beftandhabens der Ungleichheit in 
(7°) vor, mit allemiger Ausfchließung jedoch der Annahme: 
a 8, B=zE 0° und * oO, 


welche Annahme noch in voller Webereinfimmung mit diefer Un- 
gleichheit in (7%) if. Wird nun durch A der Werth von u vorge- 
ftellt, der allen reellen Verfügungen über &, 8 und y, fo der Un- 
gleichheit in (7%) nachkommen, entfpricht; fo wird man: | 


| a, 
Ati sr a?-+-w + rw. 
zz: EWR VrzV el — 


zu ſetzen haben, wo C’ eine von a, ß, y independente Conſtante 
vorftellen wird, welche wir in folgender Weife beftimmen. 

Sekt man nämlich in diefer Gleichung die Größen ©, 6 und y 
als unendlich großwerdende voraus, fo zeigt die Gleichung (9) für 
wı einen unendlidy großwerdenden Werth an, wodurch der Aus- 
druck vechterhand der eben aufgeftellten Beftimmungsgleichung für 
A folgende Form annimmt: 








C' 











— NM 


145 147 1+3 








anderfeitd bietet der Ausdruck rechterhand in Gleichung (1) Nr. 
441, wenn gleichfalls a, 8, und > unendlid großwerdend ange . 
nommen werden, den Nutwerth dar: folglich hat man: 


C' 


— — 77 











Vz Ver Vor Ve% +7 





aus der C’ beftimmt werden kann. Wird das Ergebnif diefer Be- 
ftimmung in die obige A darftellende Gleichung geſetzt; fo ergiebt fich: 


.l&_,___ —* 

6 b2-+-w ” 3) 

— —— —— — dw,. (8) 
Vi Vol V 147. 
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wo wı ben der aus der Gleichung (9) zu folgernden pofitinen Wertb 
darſtellt. Es ftellt ſonach diefe Größe A den Werth ven 
u aus Bleihung (1) Nr. 441 für alle reellen Wertke 
vona, Bundypor, die der Ungleichheit (7%) entfprecher. 

Wir fligen noch die Bemerkung hinzu, daß die Gleichungen (8. 
und (8X), die Ausdrüce zur Rechten derfelben nämlich, zufammer- 
fallen, wenn die Ungleichheiten in (7) und (7% ın folgende Gleichur; 


übergehen; es bietet nämlich bei diefee Annahme die Gleichung 9 
für wı den Nuliwerth dar, woraus dann die Nichtigfeit Bier 
Ausfage hervorgeht. 

Nach der in Nr. 441, III. gemachten Mittheilung haben mir. 
um die nach den Hauptachfen des Ellipſoids zerlegten Anziehmz⸗ 
kräfte desfelben auf einer in einem Punkte concentrirten Mae 
einheit zu erfahren, die eben gewonnenen Ergebniffe für J ue, 
A partiell nad) &, B und y zu differenziven. Betreffend num dw 
portiellen Differenzialquotienten von J, werden foldye aus ke 
Gleichung (8) nad) einem bereitd im erften Theile der Integralrech 
nung begründeten Satze fehr leicht hergeftellt; die Herſtellung te: 
partiellen Differenzialquotienten von A hingegen dürfte deswegen 
etwelche Schwierigkeit darbieten, indem das beftimmte Integrale ter 
Gleichung (8%) ald untere SIntegrationdgrenze die Größe ww, bat, um 
diefe, wie die Gleichung (9) zeigt, felbft eine Function von a, : 
und > ift. Allerdings ließe fich ducch eine Umformung diefes Sa 
tegrald, 3. 3. wenn die Sntegrationsvariable w in demfelben durd 
w, + w erfeßt würde, für A ein ganz analoges Integrale, mt 
das für J in (8°) herſtellen; allein die Volftändigkeit, mit der wir de 
beftimmten einfachen und mehrfachen Integralien behandelt haben, 
verlangt, daß wir auch diefen Gegenftand, die partielle Differenz: 
tion eines SIntegralausdrucdes nach einer don den Integrationsdo 
riabeln unabhängigen Größe, wenn die Sntegrationdgrenzen Fımc 
tionen berfelben find, allgemein in Unterfuchung ziehen und du 
Endergebniffe unter den einfachften Formen mittheilen; womit wi 
ung auch in den zwei folgenden Schlußnummern dieſes Bandes nod 
befaffen werden. 
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448. Sat man die Gleichung: 
A 

u = S plz, e) dx (1) . 


vorgelegt, wo a und A als Functionen von « auftreten; fo bietet 
den Differenzialquotienten von u nach & zunächft die Gleichung: 


A 
du _ d.g(x,«) da 
da S da dx + (2*) (2) 
dar, wo( =) den Differenzialgquotienten von u nach «& vorftellt, der 


bloß von den Integrationsgrenzen a und A, infofern folche Yune- 
tionen von « find, herrührt. Bedenkt man ferner, daß die vor⸗ 
gelegte Bleichung auch folgendermaßen geftellt werden kann: 


A a 
u= f g(z,o)dx — S y(x,a) dx ; (3) 
fo haben wir, zur Kenntniß von 67 2) zu gelangen, den Differen- 
zialquotienten eines SIntegralausdrudes der Form: 
f — dx 
0 


nach & zu beftimmen, in welchem F(x) von = independent, und f(«) 
irgend eine Function von ar ift. 
Sei nun, diefen Differenzialquotienten berzuftellen, 


a) 
ve S F(x) dx, 
fo ift: 


f(atw) f(@&) 
— — — 'f F(x) dx — f Fle).dz| R 
0 0 


wo © eine unendlich Bleinwerdende Größe vepräfentiet; diefe Glei— 
chung ift audy mit folgender gleichbedeutend : 


flato) 
iv * 4. f FE(x) dx, 
& [0] 
ia) 


und dieſe mit folgenper: 
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f(ret@) — Ua) 


dv 1 
7 = F F[x-+f(«)] dx, 
9 
oder auch mit der folgenden: 
wf, (a) 
* = — F[x-+f(«)] dx , 


0 


wo flo) den Differenzialquotienten von fix) nad) « vorftelit; mr: 
bier endlich x durch ox erfeßt: fo ergiebt fich: 


fi (a) 


* = F[ox-+f(a)] dx, 
o 


aus der für alle Werthe von «, für welche fıla) nicht unendi 
greoßwerdend wird, folgende Beftimmungsgleichung gezogen wirt: 
fi (a) 
* F(f(«)) dx — Fif(a)) fı (oe) . 
0 
Mit Beachtung dieſes Ergebniſſes nun, zieht man aus der Gleichun 
(3) folgende: 


du dA d 
(%) = g(A, 0) — o(a,0) dr 


welche, in Verbindung mit den Gleichungen (1) und (2), auf fe: 
gende Beftimmungsgleichung führt: 
d. ie g(x,a)dx - [tag 


d. Er) dx + * p(A,c) — 2 ola,ay, !l 


welche als Gleichheit für alle Werthe von a beſteht, für welche & 


Diffevenzialquotienten * * und Ir — nicht unendlidy großwerdend ou: 


fallen. 

Daß man rittelft diefer Gleichheit (T) die partiellen Differe 
zialquotienten von J und A aus den Gleichungen (8) und (8°) ver 
bergehender Nr. nad) &, 4 und y fehr leicht herftellen kann, leuchte 
ohneweiters ein; mir verweilen jedoch nicht dabei, diefelben noch ber 
zuftellen, fondern übergehen zur Schlußnummer, um auch ähnlıd: 
Gleichheiten wie (T) für zwei» und dreifache. Integralien abzuleiten 
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449. Es fei: ER | J 
um F f gi, ya) dxdy, (4) 


fo wollen wir, unter der Vorausfeßung daß die Integrationggrenzen 
b, B, a und A $unctionen von a find, den Differenzialguotienten 
von u nach a ableiten. 

Vorerſt hat man die Gleichung: 


B A 
du _ d. (x, y, œ) (&) 
u u BE Zr (6) 
mo (%) den Theil des Differenzialquotienten von u nach & vorftellt, 


der bloß von den Integrationsgrenzen, infofern ſolche Zunctionen 
von a find, herrührt. 
Sei nun, diefen Theil zu erhalten, 


B A 
‚=f S F(x, y) dx dy, 


wo wie F(x,y) unabhängig von « voraugfeten; fo wird man mit 
Zugiehung der Gleichheit (I) vorhergehender Nr. und mit Beachtung 
des Umftandes, daß A und a Functionen von « find, zunächft fol- . 
gende Gleichung haben: 


A 
B A A 
® 3 d . 
a er, +2 (vana— Br b)dx: 
de” ee rm) Ban) Fabdr; 
b a a 


nach derfelben Gleichheit (T) bat man aber, unter der getroffenen 
Vorausſetzung über die Function F(x,y), auch folgende: 


A 
d. f Fix, y) dx FR 
— man Fan; 


folglich hat man: 


B B A A 

dv__dA da dB db 

2 u f F(A,y)dy- ef F( nr F(x, B)dx- Ep f F(xz,b)dx. 
b b a a 


Mit Zuziehung diefes Ergebniffes ftellt ſich beachtend die Glei- 
chungen (4) und (5) folgende Beftimmungsgleichung heraus: 
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B A 
a.f S P(X, —— 


— f f: en y, d.lX, ya) .. BEN dla,y.o)dy— ir 2 +(a,y.c)ly 
+ ES RB 1, f. (z.b,a)dx, (I) 


die, gleichwie (T) vorhergehender Nr., für alle Werthe vo ads 
Gleichheit erehh, für welche die Differenzialquotienten 2,2 * 
* md S Fr > feine unendlich wachfenden Werthe vorſtellen. 
"Ganz in | Ahnlicher Weife erhält man mit Zuziehung der Gleich 
beiten in (1) und (II) folgende Beſtimmungsgleichung: 
d. —J y. 2,0) dx dydz 
de 


 B A 
_ d.g(x,y,2,@) : 
e bh a 
CB 
dA 
Al Soanrnonu-tf — 
eo h 
A C 
9] S g(x,B,z,«) dnde j [ennona 
ef 4(2,3,C, BEE — 9(2,y,c,a) dx dy, (IN 


in der aleichfalle die Sntegrationdgrenen A, a, B, b, C, e gm 
tion von a find, und die identiſch für jene Werthe von a Sm 

da d db dK 
da ' da’ da’! da! da’ 
* nicht ohne Ende wachſende Werthe annehmen. 


var für welche die Differenzialquotienten ZI 


Ende der erften Abtheilung des zweiten Theiles der Differenzial: und Integeniredgumg. 





Verzeichnig einiger Druckfehler. 


Seite 2 Zeile 10 von oben flatt: einer foll fichen: eine 
.». 26 » 9. mn „ ſetzen ſaetzzten 
» 23 „ ik, . » X v v y 
128 kr . Kuy? ., + Xy”? 
.„ 4151 „ 5 „ oben „ Zreden Iweck 
4161 56 . unten „ Varta) —v .. Vet) —V? 
„ 189 „ 12. oben . Te. 329 N } Fir. 330 
» 2835 „ 20 „ unten „ diefelben * dieſelbe 
. 36. 4. . x—A vn x—A 
.„ 47 5 4 oben . = 7 log oo v = 7 log. .. 


„ #19 * 9 „ unten „ =,f.... » =sf... 





„23 „ 2. unten „ in (45) »  . in (16) 
4—x? 1—x? 
v 426 v 3» v v 1-— 2x2 „ . V 1—c%x c2x? 
— — — 
VAme. Vitatlich) 
» 43 i 7 5 u v „ . 0 [} — »” 
0 0 
1 1 
Ver Vifa!1-e8) 
7) 432 » 3 » oden v f . 0 . » » ® “ 
0 0 


Nachträgliche Berichtigungen zum erſten Bande. 
Seite 5 Zeile 14 von oben fol „erſtere“ mit „Ichtere* vertauſcht werden. 
„» 5 „ 12. » am Schluſſe dieſer Zeile ſoll =) ſtehen. 
„57 In den auf den Zeilen 6—9 von unten enthaltenen Oleichungen 
find die Ausdrücke rechterhand der Gtleichheitszeichen mit den genau 
entgegengefeßten Vorzeichen zu nehmen. 
» 58 In den Heiden Sleihungen (54) und (55) find die Ausbrüde vechs 
terhand gleichfalls mit entgegengefehten Vorzeichen zu nehmen. 
v 70 Zeile 6 von unten fol (78) durch (79) erfeht werden. 
„» 79 „9 „ oben, der Zähler im Integralausdrucke linkerhand ift, 
wie folgt, abzuändern.. 
Cos.. mi + x Cos.(m-+1)% 


Seite 98 Zeile 18 von unten fol es heißen: von der Bariabeln 


v 


e e 


102, 5 „ oben, dem Ausdrucke inner den Klammern zur Lina 
vom Gleichheitszeichen ift ein Integralzeichen vorgufckn, 
126 „ 1 „ oben, zur Rechten vom Gleichheitszeichen iſt dx int 
umzufeßen. 
180 „ 12 „ unten, fol „denn* durch „den“ erfeht werden. 
184 „ 7 „ oden fol „abftcht” durch „übertroffen wird” erfegt wech 
230 „ 1& „ oben. Im Zähler rechterhand fol fichen: (2p +1)! 
249 Dem Ausdrude rechterhand vom Gleichheitszeichen in(57) ift dasd 
pelzeihen  vorzufeßen; das obere Zeichen gilt, wenn die Bröf 
in beſagter Gleichung pofitiv, das untere, wenn dieſelbe Or 
negativ ifl. 
250 Die Zeile 11 von unten iſt folgendermaßen abzuändern: Die 
aufgeftellten Gleichungen (58) — (60) befichen u. f. w. 
286 Zeile 6 von unten, zur Rechten vom Gleichheitszeichen iſt das 
zeihen — zu feßen. 
237°. 1 „ oben, auch hier iſt rechterhand das ‚Zeichen — vorzu 
306 „ 3 „ unten, inner den Klammern ift — 4 durch 4 zum 
308.5. » Der Nenner des Bruches rechterhand li 


er —e-: 
310 1. oben. Der Ausdruck linkerhand lautet: +(-1)*' 


342 les von ‚Zeile 2 dis und mit Zeile 10 ift zu reihen, u 
deffen Statt Folgendes zu ſetzen: „bei Zugrundelegung der 
„unter den Gleichungen (48) Pte. 156 fiellt fi nämlich der 
„befagten Integrals für jeden Werth von a, als unendlich groß 
„heraus, während aus dem Verfolge diefer Nr. auf eine un; 
„tige Weiſe hervorgeht, daß befagtes beftimmte Integrale ein 
„Itchen Werth darbietet.* 

345 Zeile 8 von unten. In dem auf das erſte Summenzeichen fı 


2k—1 
Ausdrucke fol (= ;) fteben. 


353 „ 14 „ unten, das Zeihen — ift duch + zu erfeger 

360 In den auf den Zeilen 9 und 42 von oben enthaltenen Gle 
{ft jedem der Ausdrücke rechrerhband das Zeichen — vorzuf. 

377 Zeile 3 von unten, fol es heißen: Die Größen ıc. 

42 » 6 „ oben, fol das Olied — + S3a abgeändert w 





— + 83 a) 
Au . 7. unten, fol „vielfache“ duch „Produkte erfetzt 
460 „ 3. „ fol es Helfen: ha < 35. 
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